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Preface 


-一 一 一 
中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 


of Mathematics in China 


本 文集 所 列 十 项 主攻 方向 ,可 以 追溯 到 1988 年 1 月 由 国家 自然 
科学 基金 委员 会 组 织 实 施 的 “七 五 ”数学 重大 项 目 . 该 重大 项 目的 
名 称 是 《现代 数学 中 若干 基本 问题 的 研究 》, 它 的 十 个 课题 就 是 本 
文集 的 十 项 主攻 方向 ,这 并 不 是 偶然 的 巧合 .而 是 事物 发 展 后 我 们 
在 认识 上 的 进展 . 本 文集 早 在 1988 年 8 月 由 当代 数学 大 师 陈 省 身 教 
授 发 起 并 主持 的 “21 世 纪 中 国 数学 展望 学 术 讨论 会 ”在 南开 数学 研 
究 所 举行 第 一 次 会 议 时 ,江苏 教育 出 版 社 的 同志 就 和 我 们 酝酿 征 
稿 出 书 的 事 ,目的 在 介绍 该 重大 项 目的 十 个 课题 ,使 我 国 科学 界 和 
教育 界 有 更 多 的 人 了 解 现代 数学 发 展 中 的 一 些 重要 课题 ,引起 社 
会 上 对 数学 的 重视 ,促使 我 国 数学 率先 赶 上 世界 先进 水 平 . 当时 已 
按 课题 名 称 开始 征集 介绍 文章 ,文集 的 名 称 也 暂 定 为 《现代 数学 中 
的 若干 基本 问题 》, 在 提 法 上 和 该 重大 项 目的 名 称 相同 . 当时 我 们 
的 认识 虽 已 明确 该 重大 项 目的 十 个 课题 是 现代 数学 中 的 一 些 基本 
而 重要 的 问题 ,至 于 它们 能 否 都 成 为 现代 数学 中 的 主攻 方向 ,我 们 
认为 还 有 待 于 项 目 进展 以 后 的 具体 情况 来 考虑 . 国际 上 不 乏 这 样 
的 先例 ,有 些 方向 热闹 一 时 ,大 家 工作 一 段 时 间 后 ,就 发 现 已 没有 
多 大 发 展 余地 了 .1991 年 5 月 在 南开 数学 研究 所 举行 了 第 二 次 “21 
世纪 中 国 数学 展望 学 术 讨论 会 >, 正 值 “七 五 "数学 重大 项 目 由 国家 
自然 科学 基金 委员 会 组 织 总 结 验收 ,该 项 目的 十 个 课题 都 超额 完 
成 了 预期 目标 ,取得 了 丰硕 成 果 . 更 可 喜 的 是 每 个 课题 都 提出 了 具 
有 重要 意义 的 新 问题 ,并 都 被 列 入 相应 的 “ 八 五 "数学 重点 项 目 之 
中 . 这 一 事实 充分 说 明 “ 七 五 ?数学 重大 项 目 所 列 的 十 个 课题 是 富 
有 生命 力 的 ,它们 在 超额 完成 了 “七 五 ?所 提 的 指标 后 ,又 将 在 “ 八 
五 ”期间 向 新 的 更 高 的 指标 迈进 , 称 它们 为 现代 数学 中 的 若干 主攻 
方向 ,现在 看 来 是 完全 允 当 的 , 根据 这 样 的 认识 ,本 文集 才 正 式 定 
名 为 《中 国 数 学 发 展 的 若干 主攻 方向 》, 同 时 本 文集 不 仅 是 对 “七 
五 "数学 重大 项 目的 十 项 主攻 方向 作 介绍 ,也 是 对 “ 八 五 "数学 部 分 
重点 项 目的 主攻 方向 作 介绍 . 这 一 进展 谅 为 读者 所 欢迎 . 
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“七 五 "数学 重大 项 目的 十 个 课题 能 成 为 现代 数学 中 的 若干 主 
攻 方 向 也 并 不 是 偶然 的 ,这 可 以 从 现代 数学 的 发 展 趋势 和 当时 诬 
题 设置 的 主导 思想 来 分 析 . 在 酝酿 “七 五 ”数学 重大 项 目的 课题 设 
器 时 ,我 们 曾 多 次 征询 了 工作 在 数学 研究 第 一 线 的 许多 数学 界 的 
间 仁 们 的 意见 ,经 过 反复 认真 的 讨论 ,一 致 认为 课题 设置 不 宜 仅 限 
于 学 科 分 支 来 考虑 ,应 着 眼 于 现代 数学 发 展 的 趋势 . 一 些 在 现代 数 
学 发 展 中 富有 生命 力 的 重要 学 科 分 支 如 “代数 几何 与 代数 数论 ”、 
“动力 系统 ”、“ 复 分 析 ” 等 自 应 列 为 课题 ,它们 有 和 较 强 的 综合 性 ,已 
不 是 单个 的 学 科 分 支 . 但 更 应 考虑 到 现代 数学 发 展 趋势 的 特点 , 即 
数学 各 分 支 学 科 的 相互 渗透 以 及 数学 与 其 他 学 科 的 相互 联系 .一 
些 重要 发 展 方向 往往 是 跨 学 科 分 支 甚至 跨越 整个 数学 学 科 的 ,很 
难 归 入 某 一 个 传统 的 学 科 分 支 ,例如 课题 中 的 “计算 机 数学 "和 ” 非 
线性 分 析 ? 就 是 如 此 ,它们 是 重要 发 展 方 向 ,不 仅 是 跨 学 科 分 支 的 ， 
它们 的 应用 范围 更 是 跨越 数学 学 科 的 . 另外 如 “整体 微分 几何 及 其 
物理 应 用 ( 兼 含 低 维 拓扑 )”、“ 粒 子 系统 与 随机 分 析 ” 和 “ 偏 微分 方 
程 数值 解法 及 在 科学 、 工 程 中 的 应 用 ”这 几 个 课题 的 名 称 就 显示 了 
它们 是 跨越 数学 学 科 的 .我 们 课题 设置 的 另 一 主导 思想 是 理论 与 
应 用 相互 促进 ,理论 课题 一 般 有 具体 的 实际 背景 和 宽广 的 应 用 前 
X. 应 用 课题 如 “最 优化 、 辨 识 与 控制 "和 “多 维 数据 分 析 与 统计 推 
断 ”, 都 有 精深 的 理论 根据 和 推理 分 析 , 在 “七 五 ”数学 重大 项 目的 
总 结 中 ,我 们 已 历 举 了 各 课题 在 理论 和 应 用 方面 突出 的 成 就 ,显示 
了 理论 和 应用 的 相互 促进 . 正 由 于 我 们 对 “七 五 ”数学 重大 项 目的 
课题 设置 能 着 眼 于 现代 数学 的 发 展 趋 势 , 并 能 注意 到 理论 和 应 用 
的 相互 促进 ,从 而 这 十 项 课题 能 成 为 现代 数学 的 主攻 方向 只 不 过 
是 它们 在 正常 进展 中 的 自然 后 果 . 

关于 现代 数学 的 发 展 趋势 ,我 们 还 可 以 从 1990 年 8 月 在 日 本 京 
都 举行 的 第 21 届 国际 数学 家 大 会 颁发 的 Fields X (& 8| — HBR. 
议 次 大 会 颁发 了 四 个 Fields 奖 , 它 们 的 得 主 是 美国 的 下. Witten, 
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A = V.F.R.Jones. f& Y 3 à V.G. Drinfeld 和 日 本 的 森 重 
x. 前 三 人 的 获奖 工作 都 与 近代 理论 物理 学 的 发 展 有 不 同 程度 的 
联系 ,特别 是 Witten 的 工作 物理 味道 更 浓 ,只 有 和 森 重 文 的 工作 是 
属于 代数 几何 这 一 数学 分 支 学 科 , 他 的 三 维 代 数 几 何 新 成 就 联系 
着 许多 这 去 在 这 分 支 学 科 方 面 获得 Fields 奖 者 的 工作 ,他 的 获奖 
是 在 人 意料 中 的 . 这 次 颁奖 情况 反映 了 数学 研究 与 物理 学 的 联系 
有 明显 的 优势 ,已 引起 国际 数学 界 的 注目 .数学 与 物理 学 是 两 门 有 
悠久 发 展 历史 的 学 科 , 它 们 之 间 的 密切 联系 使 这 两 门 学 科 都 各 自 
得 到 了 巨大 的 发 展 ,现在 看 来 这 种 深刻 的 内 在 联系 ,不 论 这 两 门 学 
科 各 自发 展 得 多 远 , 依 旧 在 起 着 极为 奥妙 而 持久 的 作用 .另外 从 这 
前 三 人 的 获奖 工作 来 看 ,也 生动 反映 了 不 同学 科 之 间 的 相互 交叉 ， 
Jones 从 纽 结 理论 获得 了 他 的 著名 多 项 式 ,Witten 从 量子 力学 中 
粒子 的 状态 空间 的 理论 重新 发 现 了 Jones RA “BH Bh 
入 了 Drinfeld,Jones 和 Witten 三 人 的 不 同 工 作 之 中 ; 追 滴 到 上 届 
Fields 奖 获 得 者 Donaldson 的 工作 , 它 反 映 出 来 源 于 物理 学 的 杨 - 
Mills 方程 进入 了 4 维 流 形 的 研究 . 凡 此 等 等 都 反映 出 现代 数学 发 
展 趋势 的 一 些 特点 . 

关于 “七 五 ”数学 重大 项 目 所 取得 的 科研 成 果 是 十 分 丰富 多 采 
的 ,其 中 获奖 的 科研 工作 就 有 36 项 ,比较 重要 的 奖 有 国际 性 的 第 三 
世界 数学 奖 1 项 ,国家 自然 科学 奖 三 等 奖 4 项 ,全 国 数学 陈省身 奖 3 
项 ,科学 院 自然 科学 一 等 奖 6 项 . 项 目的 科研 成 果 在 国内 外 重要 学 
术 刊 物 上 发 表 的 论文 有 693 篇 ,在 国际 重要 学 术 会 议 上 所 作 的 特 邀 
报告 和 大 会 报告 有 50 个 .所 有 十 个 课题 无 一 例外 地 都 取得 不 少 具 
有 国际 先进 水 平 的 科研 成 果 . 其 中 “计算 机 数学 ”课题 在 数学 机 械 
化 研究 中 形成 的 关于 非 线性 代数 方程 组 的 高 效 算法 ,以 其 理论 的 
完整 和 应 用 的 普遍 ,引起 国际 学 术 界 和 高 技术 科学 界 的 广泛 重视 ， 
并 通称 之 为 吴 方 法 ;“ 偏 微分 方程 数值 解法 及 在 科学 、 工 程 中 的 应 
用 ”课题 中 关于 Hamilton 系统 的 辛 几 何 算法 以 其 创新 性 、 系 统 性 
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和 成 果 的 丰富 多 采 党 到 国际 同行 著名 数学 家 的 重视 ;这 两 项 工作 
是 我 国 独创 的 并 已 引发 了 国内 外 一 系列 后 继 研究 和 应 用 ,是 属于 
国际 领先 水 平 的 研究 领域 . 本 文集 只 是 对 这 十 个 课题 的 一 些 研究 
方向 作 概 括 性 的 介绍 ,当然 不 可 能 一 一 涉及 各 课题 所 取得 的 重要 
科研 成 果 , 另 一 方面 本 文集 虽 力图 能 比较 全 面 地 介绍 出 这 十 项 主 
攻 广 向“， 江 苏 教育 出 版 社 在 征集 稿件 方面 确 也 作 了 很 大 的 努力 ， 
各 邯 课 题 征 得 的 稿件 依旧 是 很 不 平衡 的 . 例如 在 十 个 课题 中 ,以 
“位 微分 方程 数值 解法 及 在 科学 .工程 中 的 应 用 ”这 一 课题 的 规模 
最 大 , 它 具 有 较 多 的 子 课题 ,从 而 在 “七 五 "期 间 取得 的 成 果 也 最 
多 . 不 仅 如 此 , 它 在 “ 八 五 "重大 项 目 “大 规模 科学 与 工程 计算 的 方 
法 和 理论 "中 有 了 继承 ,同时 它 还 有 一 些 子 课题 准备 列 入 * 八 五 ”的 
重点 项 目 . 但 本 文集 对 这 规模 最 大 的 主攻 方向 只 有 一 篇 介绍 ,自然 
很 难 反映 这 一 主攻 方向 的 全 貌 . 至 于 “计算 机 数学 "课题 的 情况 更 
是 如 此 , 它 本 以 数学 定理 机 器 证 明 及 其 应 用 为 主要 内 容 , 在 “ 八 五 ” 
重大 项 目 “机 天 证 明 及 其 应 用 ”中 有 了 继承 ,而 且 该 重大 项 目 已 列 
入 国家 科 委 的 “攀登 计划 ”, 但 对 这 一 最 主要 的 主攻 方向 ,本 文集 也 
只 有 一 篇 介绍 ,同样 很 难 反映 出 它 的 全 貌 , 这 个 缺陷 对 其 他 主攻 方 
向 也 同样 存在 ,只 是 程度 不 同 罢了 ,希望 读者 能 子 谅 解 . 上 文中 提 
到 的 “ 八 五 教学 重点 项 目 , 指 的 是 国家 基金 委 组 织 的 资助 强度 仅 
次 于 重大 项 目的 科研 项 目 ,而 “ 八 五 重大 项 目 一 般 是 跨 学 科 的 ,不 
再 设 单 学 科 的 重大 项 目 . 目前 已 论证 过 的 “ 八 五 ”重大 项 目 中 与 数 
学 直接 有 关 的 共有 三 项 ,其 中 两 项 是 上 述 的 “大 规模 科学 与 工程 计 
算 的 方法 和 理论 "和 “机 器 证 明 及 其 应 用 ”, 另 一 项 是 “ 非 线性 科 
学 ”在 这 篇 短 短 的 序言 中 也 没有 可 能 把 “七 五 "数学 重大 项 目的 主 
要 收获 一 一 描绘 出 来 ,我 愿 把 该 项 目的 验收 评议 书 的 最 后 一 句 话 
摘录 于 下 :将 本 项 目 作为 重大 项 目 给 予 较 强 的 资助 ,促进 我 国 数 
学 事业 的 发 展 进程 ,为 实现 使 我 国 数学 率先 赶 上 世界 先进 水 平 作 
出 了 贡献 ,是 一 个 成 功 的 经 验 ” 我 认为 这 是 对 "七 五 ”数学 重大 项 
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目 整个 组 织 实施 后 取得 的 成 绩 作 了 一 个 总 的 概括 ， 

本 文集 的 出 版 得 到 国家 自然 科学 基金 委员 会 数理 科学 部 的 支 
持 和 “七 五 ?数学 重大 项 目 各 课题 负责 人 的 合作 ,在 此 一 并 表示 由 
EMRE. 江苏 教育 出 版 社 自始至终 为 出 好 本 书 进 行 了 不 懈 的 努 
力 , 也 是 为 实现 使 我 国 数学 率先 赶 上 世界 先进 水 平 作出 了 贡献 ,我 
们 表示 深切 的 感谢 . 文集 的 编写 上 难免 有 不 当 之 处 , 希 读 者 不 音 蝎 
教 ! 


程 民 德 ” 于 北京 大 学 数学 研究 所 
19934117 28 8 
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所 谓 数学 定理 之 证 明 , 无 非 是 从 定理 的 假设 出 发 ,以 数学 公 
H 为 依据 ,利用 已 知 的 数学 定理 ,经 过 一 步 一 步 演绎 推理 ,来 确证 
定 理 的 结论 为 真 . 建立 在 公理 化 体系 上 的 数学 典范 首 推 欧 儿 里 德 
(Euclid) 几何 . 约 公元 前 3 世纪 问世 的 《几何 原本 》, 以 “每 理 必 证 ” 
为 其 特色 . 大 家 知道 , 欧 氏 几何 中 的 定理 无 穷 无 尽 , 而 这 些 定理 的 
证 明 方法 却 又 “ 因 理 而 异 ” 一 一 定理 不 同 ,其 证 明 方法 亦 不 同 . 它 
们 各 具 巧 思 , 各 有 特色 ,难以 发 现 其 规律 . 中 学 里 设置 的 几何 课程 ， 
这 种 “一 理 一 证 ”的 特点 给 初学 者 带 来 何其 多 的 烦恼 ,而 他 们 在 绞 
尽 脑汁 冥 思 苦 索 后 有 所 发 现 之 时 , 又 会 感受 到 “ 苦 尽 甘 来 ”的 欣 
E 正 是 在 这 种 磨炼 之 中 ,学 生 们 领略 了 数学 发 展 的 历史 过 程 , 接 
受 了 数学 思维 和 基本 技能 的 训练 ,为 以 后 的 学 习 和 研究 奠定 了 必 
要 的 基础 . 

何谓 数学 定理 的 机 械 化 证 明 ? 一 言 以 项 之 ;“ 万 理 一 证 ”. 即 把 
某 一 类 定理 (这 类 定理 可 能 成 干 上 万 ,也 可 能 无 穷 无 尽 ) 当做 一 个 
整 体 加 以 考虑 ,建立 一 种 统一 的 、 确 定 的 证 明 程 序 , 使 得 该 类 中 的 
每 个 定理 ,只 要 按照 此 程序 机 械 地 (死板 地 )、 按 部 就 班 地 一 步 一 步 
实施 下 去 ,经 有 限 步 之 后 即 可 从 数学 命题 的 假设 推断 出 数学 命题 
的 结论 是 否 为 真 . 命题 为 真 时 即 为 定理 . 对 一 类 定理 而 言 ,这 种 统 
一 的 确定 的 证 明 方法 称 为 定理 证 明 的 机 械 化 方法 . 依照 机 械 化 方 
法 实施 数学 定理 的 证 明 称 为 数学 定理 的 机 械 化 证 明 . 建立 和 提供 
数学 定理 证 明 机 械 化 方法 的 数学 原理 称 为 数学 定理 证 明 的 机 械 化 
原理 . 自然 ,从 “一 理 一 证 ”到 “万 理 一 证 ”, 即 实现 数学 定理 证 明 的 
WRAAE BRS HUM PK ER. 

数学 机 械 化 的 思想 曾 吸 引 了 无 数 数学 家 为 之 倾注 心血 . 建立 
坐标 系 从 而 把 变量 引入 数学 的 笛 卡 尔 (Descartes) 在 其 未 发 表 的 
著作 中 提出 过 宏伟 的 设想 :一 切 数学 问题 都 化 为 代数 问题 ,而 一 切 
代数 问题 都 归结 为 单个 代数 方程 的 求解 问题 . RE 
未 能 实现 ,但 这 一 深刻 的 思想 对 其 后 的 数学 发 展 有 着 重大 影响 . 微 
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Fi 2E AY Ac UK SE E JE 2E (Leibniz) 设想 过 数学 领域 的 推理 机 器 ,这 
可 看 作 机 械 化 思想 的 初步 尝试 . 对 20 世纪 数学 发 展 作出 重大 贡献 
的 希 尔 伯 特 CHilbert) ,在 其 名 著 《 几何 基础 》 中 强调 了 数学 公理 化 
体系 的 建立 . 也 就 是 在 这 本 著作 中 ,Hilbert 同时 叙述 了 数学 机 械 
化 的 思想 , 写 进 了 数学 著作 中 最 早出 现 的 -一 条 机 械 化 定理 . [2 ] 中 
称 其 为 Hilbert 机 械 化 定理 . Hilbert 本 人 在 其 数 十 年 的 数学 生涯 
中 ,不 断 探求 数学 机 械 化 的 途径 . 然而 .Hilbert 对 数学 的 这 一 深刻 
认识 却 长 期 为 数学 家 们 所 忽视 . 1] + Gt B (von Neumann) 自然 
是 数学 机 械 化 的 积极 倡导 者 . 数学 机 械 化 的 研究 以 及 电子 计算 机 
的 出 现 , 使 数理 逻辑 这 门 学 科 应 运 而 生 . 可 是 当 它 获得 长 足 的 发 展 
之 后 , 却 把 其 热情 倾注 于 计算 机 科学 ,小心翼翼 地 同 数学 的 机 械 化 
保持 一 段 距离 . 这 些 数学 大 师 们 以 及 无 数 数学 家 坚持 不 懈 地 求索 ， 
表明 了 数学 机 械 化 的 思想 重要 而 深刻 ;而 他 们 遭受 的 挫折 ,同时 也 
意味 着 数学 机 械 化 的 道路 漫长 而 艰难 . 

数学 定理 的 机 械 化 证 明 须 要 构造 性 数学 . 对 机 械 化 数学 而 言 ， 
只 证 明 数 学 问题 的 解 的 存在 性 是 远 远 不 够 的 ,必须 有 具体 的 .确定 
的 算法 把 解构 造 出 来 . 当 数 学 问题 的 解 具体 构造 出 来 之 时 , 它 的 存 
在 性 也 就 不 证 自明 了 . 就 此 而 言 ,构造 性 数学 要 比 存在 性 数学 困难 
得 多 . 在 数学 发 展 的 历史 长 河中 ,如 果 说 古 希 腊 的 数学 及 其 延续 以 
数学 公理 化 及 演绎 推理 为 其 特点 ,那么 从 问题 出 发 ,建立 算法 的 机 
械 化 则 是 古代 中 国 数学 研究 的 传统 . 成 书 于 公元 前 的 《 九 章 算术 》 
是 算法 机 械 化 的 光辉 典范 .《 九 章 算 术 》 归纳 了 九 类 数学 问题 ,每 
章 中 讨论 一 类 问题 ,给 出 解答 ,并 具体 讲 明 该 类 问题 的 求解 方法 ， 
算法 成 立 的 理由 则 在 注释 中 加 以 说 明 ( 见 [5]). 从 问题 出 发 ,“ 寅 理 
于 算 , 不 证 自明 ”是 该 书 的 特色 .《 九 章 算 术 》 中 明确 给 出 了 解 线性 
方程 组 的 消 元 法 ,这 要 比 高 斯 (Gauss) 早 1800 多 年 . 被 西方 推崇 为 
中 世纪 最 伟大 的 数学 家 的 朱 屁 杰 ( 见 [8]) ,他 扎 著 的 数学 名 著 《 四 
THE) 于 1303 年 出 版 . 在 这 部 数学 经 典 中 已 给 出 了 高 次 代数 联 
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立方 程 组 的 解法 ,未 知 数 的 个 数 最 多 可 达 4 个 . 而 这 类 问题 的 求解 
却 长 时 期 困惑 着 近代 数学 家 们 . 合理 地 继承 和 发 扬中 国 古 代数 学 
研究 的 创造 思想 ,不 仅 是 数学 史学 家 们 的 任务 ,而 且 也 应 当 是 每 位 
中 国 数学 工作 者 的 责任 . 吴 文俊 机 械 化 原理 的 创立 ,从 思维 到 方法 
都 受益 于 中 国 古 代数 学 研究 的 构造 性 思想 . 

前 面 讲 到 的 Hilbert 机 械 化 定理 断言 : 一 类 纯 交 点 型 定理 可 以 
实现 机 械 化 证 明 . 这 类 定理 要 适合 如 下 的 假定 :定理 中 设 定 的 变 元 
应 以 线性 方式 出 现在 代数 关系 式 中 ,所 以 这 类 定理 只 能 描述 点 和 
直线 的 从 属 关系 ,诸如 :点 在 线 上 , 线 过 一 点 ,二 线 交 于 一 点 ,过 已 
知 点 作 一 直线 平行 于 给 定 直线 ,等 等 . 初等 几何 中 最 基本 的 概念 
“距离 ”以 及 最 基本 的 图 形 “ 阅 ”尚未 能 包括 在 内 . 这 就 使 得 依 
Hilbert 机 械 化 定理 能 实现 机 械 化 证 明 的 数学 定理 的 范围 过 于 和 狂 
55.1950 年 , 塔 斯 基 (Tarski) 证 明 , 实 数 闭 域 上 的 初等 几何 问题 可 
以 机 械 化 证 明 . 但 是 他 所 给 出 的 方法 极为 繁 难 , 虽 经 多 人 改进 ,时 
至 今日 仍然 不 能 具体 实现 . 只 是 在 中 国 数学 家 吴 文俊 先生 创立 了 
数学 定理 机 械 化 证 明 的 吴 氏 原理 之 后 ,人 们 才 第 一 次 得 以 实现 大 
量 相当 困难 的 数学 定理 的 机 械 化 证 明 . 

1977 年 , 吴 文俊 先生 关于 数学 定理 机 械 化 证 明 的 重要 论文 
《初等 几何 判定 问题 与 机 械 化 问题 》 发 表 . 1984 年 ,学 术 专 著 《 几 何 
定理 机 器 证 明 的 基本 原理 》( 以 下 简称 为 《机 证 原理 》) 由 科学 出 版 
社 出 版 . 这 本 专著 遵循 机 械 化 思想 引进 数 系 和 公理 ,依照 机 械 化 观 
点 系统 地 分 析 了 各 类 几何 体系 ,诸如 Pascal 几何 ,垂直 几何 ,度量 
几何 ,以 及 欧 氏 几何 ( 即 常用 几何 ), 明 确 建 立 了 各 类 几何 的 机 械 化 
E 理 .《 机 证 原理 》 一 书 , 系 统 地 阐明 了 几何 定理 机 械 化 证 明 的 基 
本 原理 ,奠定 了 数学 机 械 化 体系 的 基础 . 

几何 问题 的 代数 化 是 几何 问题 机 械 化 的 第 一 步 . 为 此 需要 引 
进 数 系 ,建立 坐标 系 , 把 几何 构图 中 的 各 种 关系 利用 代数 方程 来 找 
述 . 在 适当 选取 坐标 系 之 后 ,如 果 数 学 定理 的 假设 条 件 可 表示 为 一 
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组 代数 方程 
SP Cty stots ) = 0; 
fs Ti eret) —0; 


(CH); 


SF Crys Tost sy) 一 0. 
而 数学 定理 的 结论 由 代数 方程 
Cig(G r.0)—0 
所 刻画 ,这 里 有 1,f;;…,f, 和 g 都 是 变 元 Xx,,7x,,… ,zx, 的 多 项 式 , 那 
么 数学 定理 的 机 械 化 证 明 就 归结 为 如 下 的 问题 . 

机 械 化 问题 ”构造 并 提供 一 种 确定 的 ,机 械 的 算法 ,使 得 依 
此 算法 进行 有 限 步 之 后 即 可 判定 :在 若干 附加 条 件 之 下 ,结论 C 是 
人 否 可 由 假设 H E mud f,-0.f,—0.-.f,—oftthig 
= 0. 

数学 定理 机 械 化 证 明 的 吴 氏 原理 完满 地 解答 了 这 一 -机 械 化 问 
题 . 

多 项 式 组 的 升 列 和 不 可 约 升 列 的 概念 是 吴 氏 原理 中 的 基本 概 
念 . 设 为 特征 为 零 的 数 域 ( 比 如 ,有 理 数 域 ),K 上 以 变 元 ri ,zz， 
tenu unt, 为 不 定 元 的 多 项 式 环 记 为 Kary syst enu 
uJ ,其 中 zi,z2,… ,Xz 称 为 约束 变 元 ,uy.us,…,u, 称 为 自由 变 元 . 

EM 如 果 多 项 式 组 4,,4,,…,A, C Kay East 
u, ] ,满足 下列 条 件 , 则 称 其 为 升 列 . 

D ”对 任 一 多 项 式 AA 中 包含 的 变 元 的 最 大 下 标 为 i, 即 A, 
DE c: HKG A 

Ain , t xu ttu) = lax + 2; 的 低 次 项 ; 
Kp I, 为 KET sT utu] 中 的 多 项 式 , 称 为 A; 的 初 
X. 

ii) ”每 一 4,i —2,3,,n HERI j AX A, BZA 
1L. BD A; 的 初 式 了 中 出 现 的 c; ERREF A 中 z RER m. 
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还 需要 把 升 列 的 定义 稍 许 扩充 : 
定义 MRP AEA RAR HET a. ,uw 的 多 项 式 
4 则 称 该 升 列 是 矛盾 的 . 
定义 ”如果 升 列 41.4,,… .4, 满足 下 列 条 件 , 则 称 其 为 不 可 
£m». 
i) id K, = KG au) 为 数 域 K 添加 未 定 元 Uus, ttt, 
的 扩 域 . A, 作为 人 。 上 的 多 项 式 是 不 可 约 的 ; 
i) 一般 而 言 , 对 每 个 z = 203.0 | HETA AL, 
的 零点 , id K,- = K,_2(9-1) 为 Ki, 添加 7i-1 的 扩 域 . A; 作为 K,.， 
上 的 多 项 式 是 不 可 约 的 . 
从 上 述 定义 可 以 看 出 , 升 列 具 有 如 下 的 规范 的 “三 角 化 ”形式 ;: 
A, = AG ww), 
A, = AG £24), 


Ani = Aa CTTI TU), 

A, = An (2t xou), 
其 中 u = (Uy suvsu,). 

设 给 定 升 列 A ,4,,…,4,, 其 中 A; 的 初 式 记 为 1;,i = 1,2... 

n. WAFER Kirtu u] 中 的 任 一 多 项 式 
GGr s; Luo thy seerste) s 85 8] f aH FE PAR RT SENE AC G 中 约束 
AE CHEK. 首先 C 对 4, 求 余 式 RR P r ARR A, P 
Ty HER m, TRIG Rw 对 AL KRR Ry Raz P Lae ERE 
于 An P xci 的 者 次 . 依次 进行 下 去 ,最 后 可 得 

[Sree TG = QA + Q;A; 十 … 十 Q.4. 十 Ru， 
FER 5152500 95, 为 非 负 整数 ,Qi Qe Q 为 nsns, 
的 多 项 式 . 这 一 公式 称 为 G 对 升 列 A1, 45 7 ,A, 的 余 式 公式 ,R。 
称 为 G 对 AA A, 的 余 式 . 须要 指出 : 余 式 Re 一 般 仍 为 变 元 
LyX Zr u, 的 多 项 式 , 只 是 R 中 约束 变 元 zi(i = 1,2, 
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eun) ROE A 中 二 的 最 高 车 次 m. 

根据 余 式 公式 ,可 以 获得 数学 定理 机 械 化 证 明 的 基本 定理 . 

基本 定理 ( 吴 文 俊 ) EFIA A A BPA HR 
为 卫 一 1,2,…,n. 对 任意 的 多 项 式 G, 如 果 G 对 升 列 A ,A,,…， 
A, 的 余 式 R AA WU TEN DAR fF Di 0,2 = 1.2, n RR. Uf 
A, = 0,4; = 0.77. A, = O HEIN G = 0. 如 果 升 列 ALAS SALE 
ANY 24H) WRR R 为 零 也 是 C = 0 可 从 A, = 0,4; = 0,5, A, 
= 0 推出 的 必要 条 件 . 

这 一 基本 定理 为 实现 数学 定理 的 机 械 化 证 明 开 辟 了 有 效 的 途 
R, 然而 ,基本 定理 是 对 升 列 而 言 的 . 升 列 是 一 种 具有 规范 形式 的 
多 项 式 组 ,其 中 排列 有 序 的 约束 变 元 是 依次 出 现 的 . 一 般 情形 下 ， 
根据 数学 定理 的 几何 构图 所 获取 的 代表 数学 定理 假设 条 件 的 多 项 
式 组 ,其 中 变 元 出 现 的 状况 往往 杂乱 无 章 前 后 交错 . 因此 ,如 何 把 
杂乱 无 章 的 多 项 式 组 整顿 得 井然 有 序 , 即 从 一 般 的 多 项 式 组 获取 
相应 的 升 列 ,是 实现 数学 定理 机 械 化 证 明 的 关键 . 

现 假设 给 定 多 项 式 组 PS: pis p, ,pa, 其 中 每 一 多 项 式 是 变 
元 Vir Vor Ym 的 多 项 式 . 对 变 元 y1,y1，… ,ya 适当 排 定 次 序 , 则 
有 - 

整 序 定理 ( 吴 文 俊 ) ”存在 机 械 化 算法 ,使 对 任意 给 定 的 多 项 
XB PS:p1,p;,…pa, 依 此 算法 机 械 地 进行 有 限 步 之 后 ,或 得 一 矛 
盾 列 ,或 得 一 非 蔬 盾 升 列 

CS; A; = Ai(ziyT Titty seu, = Lom + XZ; 的 低 次 项 ， 

1 二 1,2, ,°° 7, 
EP x, Erst Tyo sUr mtr = m, HBT yrs ,yn 的 某 
一 排列 . 

升 列 CS 称 为 多 项 式 组 PS 的 特征 列 . 从 多 项 式 组 PS 推导 出 特 
征 列 CS 的 过 程 称 为 对 多 项 式 组 PS 进行 整 序 . 整 序 过 程 是 按 确 定 
的 机 械 的 步骤 进行 的 . 整 序 过 程 中 变 元 yeso. 自动 区 分 为 
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约束 变 元 和 自由 变 元 . 多 项 式 组 PS 和 相应 的 特征 列 之 间 的 代数 关 
系 是 ， 

D 多项式 组 PS 中 任 -- 多 项 式 p 对 特征 列 的 余 式 为 零 . 

D 如 果 多 项 式 组 PS 的 公共 零点 集 ( 即 由 户 = 0,5; = 0, 
…, 因 一 0 所 定义 的 代数 能) 记 为 Zero(PS), 则 特征 列 CS 中 每 一 
多 项 式 A, 在 Zero(PS) EX. 

设 7 = 1, +1, veces L, 为 特征 列 中 诸 初 式 之 乘积 . M Zero 
(CS/D) 表示 CS 的 公共 零点 集中 那些 不 使 了 为 零 者 ,并 且 命 PS, = 
Ui bri bel 为 把 初 式 1; 添加 到 多 项 式 组 PS 中 得 到 的 扩大 的 
多 项 式 组 ,那么 ,多 项 式 组 PS 和 相应 的 特征 列 组 CS 的 零点 集 之 间 
的 关系 由 下 列 定理 描述 . 

零点 结构 定理 ( 吴 文 俊 ) ”多 项 式 组 PS 和 经 整 序 后 得 到 的 特 
征 列 CS 为 已 知 , 则 有 

Zero(PS) = Zero(CS/D + UZero(PS;), 
其 中 诸 符号 如 前 面 所 定义 . 

这 一 定理 精确 地 刻画 了 多 项 式 组 和 它 的 特征 列 之 间 的 关系 ， 
保证 了 由 特征 列 赫 代 多 项 式 组 ,即将 数学 定理 假设 条 件 所 获得 的 
多 项 式 组 替换 为 由 它 经 整 序 得 到 的 特征 列 的 合理 性 . 

须 强调 的 是 :特征 列 CS 中 诸 初 式 1 ,1,,… ,1, 是 在 对 多 项 式 
组 PS 整 序 过 程 中 自动 产生 的 ,它们 是 由 多 项 式 组 PS 本 身 所 确定 
的 . 如 果 多 项 式 组 PS 代表 数学 定理 的 假设 条 件 , 则 = 0 往往 表 
示 了 数学 定理 本 身 的 某 种 退化 ,或 者 说 假设 本 身 的 某 种 不 合理 性 . 
因此 ,1 A 0,i = 1,2,…,n, 可 称 为 数学 定理 成 立 的 非 退 化 条 件 . 
数学 定理 机 械 化 证 明 的 基本 定理 表明 ,从 数学 定理 的 假设 推出 数 
学 定理 的 结论 ,须要 假定 非 退 化 条 件 D; 25 0,i = 1,2…,n 成 立 ,这 
一 假定 不 仅 是 必要 的 ,而 且 是 合理 的 ,数学 定理 在 一 些 非 退化 条 件 
下 为 真 称 为 该 定理 一 般 性 成 立 . 在 整 序 过 程 中 自动 产生 若干 非 退 
化 条 件 ,是 吴 氏 机 械 化 原理 的 一 项 重要 发 现 . 
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让 我 们 从 两 个 具体 例子 领略 一 下 依据 吴 氏 机 械 化 原理 实行 数 
学 定理 机 械 化 证 明 的 大 致 过 程 . 

例 1 (Desargues 定理 ) 如 
图 1, 设 平面 上 二 直线 5x 
FOL, EERO A, Ap lL, 上 
任 取 一 点 Bi, 过 A， 作 直 线 平行 于 
AB, HAL, RF B. 在 平面 上 任 
取 一 点 C, ,过 A,,B, 分 别 作 直 线 
平行 于 A1C1,BiC1, 且 二 直线 相 图 1 
BEF C: W O,C,, C, 三 点 共 线 . 

由 于 这 一 定理 只 涉及 点 线 的 从 属 关 系 及 平行 关系 , 故 可 如 下 
选取 坐标 系 :4 为 一 坐标 轴 ,l, 为 另 一 坐标 轴 , 点 O 为 坐标 原点 , 诸 
点 坐标 分 别 为 

O(0,0),A, (21,0) ,A2(2,50),B, (0,25) 5 

C, (44505) Bz (0525) Cy G, 24). 
Wu sg Sue BL AR PEE ISO BH, = 0,H, = 0,H, = 0, 其 
中 


Ay! = 2,25 — 1.245 
H,: = 2x3 — X53) — xg — T3), 
Hi: = (x — xrjg. — xgGn — rj). 
而 结论 可 表示 为 C = 0, 
Gt 一 ZXZs — T527. 
TREE OSEE GRAB UH Hi Ha) 进行 整 序 ,得 到 如 下 特征 列 ， 
Al: = 2,25 — ru, 
Ant = (TT3 — XTs 一 TIT); + (Hy xm 
+ 1244255 
4,3 = 2425 — (xy 一 Ta) 一 4X4, 


其 中 初 式 为 L=az sl = Lia 一 mix, 一 T7451, = Ta. 经 直接 计算 
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Al G Xt Ai, A.A, 的 余 式 为 零 , 所 以 有 如 下 的 结论 :在 非 退 化 条 件 
I, # 0.1, £ 0,1, #0 Z F,Desargues 定理 成 立 . 这 样 就 完成 了 
Desargues 定理 的 机 械 化 证 明 . 

让 我 们 考察 一 下 各 退化 条 件 的 几何 意义 ,条 件 五 = 盖 一 0 表 
明 点 4, 与 点 O 重合 ,此 时 过 4, 与 41B, 平行 的 直线 将 与 4 平行 ， 
故 定理 假设 旦 一 种 不 合理 的 退化 . 条 件 = 2,2, — TT; 一 Taty = 
0 表明 点 C, 位 于 直线 ALB, ZE BAC, 必然 在 4:B, 之 上 ,并 且 
位 置 是 不 确定 的 . 因而 在 这 种 退化 情形 定理 未 必 成 立 . 条 件 1, = 
z, = 0, 则 表明 点 C, 位于/, 上 ,因而 Ci 也 必然 位 于 i, 上 ,定理 也 呈 
现 为 一 种 退化 . 

例 2 (初等 几何 中 著名 的 Feubach 定理 ) 三 角形 的 九 点 圆 与 
任 一 与 三 角形 三 边 都 相 切 的 贺 相 切 . 

如 图 2, 设 三 角形 AABC 三 边 , 4 


上 的 中 点 分 别 为 M,N,P;7 为 与 三 AN 

边 都 相 切 的 圆 的 圈 心 . 建立 如 下 的 4 y 

坐标 系 :4AB 为 一 坐标 轴 , 过 1 与 4B AEX 

垂直 的 直线 为 另 一 坐标 轴 , 则 诸 点 ^ y 5 

坐标 可 取 为 ， m2 
I(0,2,5,ACr,,0),BGn,0), 

CG, n), 另 设 九 点 圆 的 较 心 为 Olz, z1), 九 点 图 的 半径 平方 为 


zi 两 圆心 0 与 了 的 距离 平方 为 zi. 则 定理 中 诸 假设 条 件 化 为 


Hi: = 2,’ — ze — (zi — 2)’, 

Hi = un — r? )r; + 22,2, (2, — 24), 
H,: = (Gn! — 2); + 22,23(23 — 2), 
Hy! = Ax! 一 4z? — (22, 一 x; — x), 


H; 3 = 4x; — (22, 一 Ta — m) — (22, — 25)’, 
Hy? = 42,’ — (22, — T, — x0! — (22, — x, 
而 结论 则 表示 为 
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G; = x don! + oxy! 2x — nU 一 esa. 
经 过 对 多 项 式 组 { 妃 ,五 :，…,E) 进行 整 序 . 可 得 特征 列 : 


AQ: = Gn) orania, — xj Gba. 


AQ: = Cr? + oru) LL TT, 

A,t = 47, — Cr, + 7,4 2249. 

Agt = 4550, — as! — (Ty — Hy) (A, — 2235 — 0477 04). 
Ag? = 42, — (Qa — x, — T3) — 4x,’ 

Agt = 2)? — re — (4, — x)’. 


直接 计算 可 知 C 对 4 ,4:，…,4s 的 余 式 为 索 . 因 此 , 依 基 本 定理 可 
知 : 在 非 退 化 条 件 了 站 = m) + x7, 40.1, = 4r; £0 2 F.Feubach 
定理 成 立 . 大 家 知道 ,初等 几何 中 Feubach 定理 的 证 明 是 相当 难 
的 , 需要 精巧 的 构思 . 而 依 吴 原理 实行 机 械 化 证 明 , 则 是 纯粹 的 代 
数 运算 ,是 简单 易 行 的 . 

现 在 考察 一 下 非 退 化 条 件 的 几何 意义 . 条 件 = ze 十 rx 
= 0 表明 ,三 角形 AABI 为 直角 三 角形 . 即 人 AIB 为 直角 .或 者 等 
价 地 有 人 14B 十 ZIBA = 90°, 然 而 直线 41.BI 分 别 是 ACAB 和 
ZCBA 的 分 角 线 . 所 以 如 果 n! 十 razrs = 0 可 推出 ZCAB + 
LEBA = 180", 这 显然 表示 三 角形 ABC IE ÁRBOL (EX S CRIT 
4 一 4zs 一 0 则 表明 点 C 位 于 第 一 坐标 轴 AB E ,同样 表明 ALABC 
处 于 一 种 退化 状态 .因此 假定 万 关 0, 天 0 是 合理 的 ,必要 的 . 

数学 定理 机 械 化 证 明 的 基本 定理 ,对 多 项 式 组 进行 笛 序 以 获 
得 特征 列 的 整 序 定理 以 及 零点 结构 定理 是 吴 氏 机 械 化 原理 的 主要 
组 成 部 分 . 以 这 一 原理 为 基础 ,在 广泛 的 领域 开展 了 机 械 化 数学 的 
研究 . 依据 这 一 原理 ,大 量 颇 不 简单 的 数学 定理 实现 了 机 械 化 证 明 
(参阅 [9j,[10j) ;一 些 难以 证 实 的 猜测 得 到 证 明 , 从 而 机 械 化 地 发 
现 一 些 新 的 定理 ;实现 了 非 欧 几何 定理 的 机 械 化 证 明 . 三 角 防 数 、 
超越 函数 恒等式 的 证 明 , 不 等 式 的 证 明 以 及 微分 几何 定理 的 证 明 ， 
开展 了 多 项 式 理论 的 研究 (参阅 [11] 一 [16]). 
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高 次 代数 联 立 方程 组 的 求解 ,是 长 期 困扰 数学 家 们 的 难题 . 吴 
涯 理 提供 了 高 次 联 立方 程 组 求解 的 有 效 方法 ( 参 阔 13],[4]), 对 多 
项 式 组 进行 整 序 , 本 质 上 是 一 种 消 元 过 程 ,零点 结构 定理 则 保证 求 
解 过 程 中 代数 方程 的 解 既 不 增加 也 不 漏 掉 . 这 一 方法 已 经 在 非 线 
性 规划 和 线性 控制 系统 的 理论 研究 中 获得 成 功 的 应 用 . 随 着 更 多 
的 人 了 解 和 掌握 这 一 方法 , 必 将 在 更 为 广泛 的 研究 领域 发 挥 作用 . 

吴 原 理 为 未 知 关 系 的 推导 提供 了 强 有 力 的 工具 . 根据 这 一 原 
理 , 一 些 著名 公式 实现 了 自动 推导 ; 某 些 运动 轨迹 得 以 自动 确定 ; 
实现 了 多 项 式 动力 系统 极限 环 的 机 械 化 计算 ,以 及 从 Kepler 定律 
到 Newton 定律 的 机 械 化 推导 . 

匡 氏 原理 自身 也 在 迅速 发 展 . 最 为 重要 的 是 , 吴 文 俊 先生 已 经 
把 代数 多 项 式 的 机 械 化 原理 扩展 到 微分 多 项 式 ,创立 了 代数 微分 
几何 的 机 械 化 原理 , 这 是 机 械 化 数学 研究 的 重大 进展 . 微分 多 项 式 
的 机 械 化 原理 , 必 将 对 许多 数学 分 支 (诸如 代数 几何 ,微分 几何 , 代 
数 微分 几何 ,微分 方程 等 ) 的 机 械 化 研究 产生 深远 的 影响 (参见 
[17],[18]). 

代数 几何 是 吴 文俊 机 械 化 原理 的 数学 基础 . 吴 氏 原理 着 眼 于 
多 项 式 组 的 零点 集 , 脱 离 了 对 多 项 式 理想 论 的 依赖 ,这 样 更 能 准确 
地 反映 问题 的 本 质 , 准 确 有 效 地 解决 问题 . 吴 氏 原理 需要 构造 性 代 
数 几何 的 支持 , 反 过 来 它 又 使 代数 几何 中 一 些 基 本 概念 的 建立 更 
为 直观、 简捷 ,从 而 使 得 代数 几何 中 许多 问题 的 讨论 得 到 简化 . 存 
在 性 数学 和 构造 性 数学 是 数学 发 展 中 的 两 股 潮流 ,它们 相互 交织 ， 
相辅相成 ,互相 促进 . 只 强调 其 一 而 忽略 其 二 ,势必 不 利于 数学 的 
发 展 , 那 种 片面 追求 数学 抽象 化 形式 化 的 倾向 , 必 将 把 数学 研究 和 
从 事 数 学 研究 的 数学 家 们 禁 钢 于 象牙 之 塔 , 令 数学 失去 活力 , 实现 
数 学 的 机 械 化 将 促使 机 械 化 数学 的 蓬勃 发 展 . 数学 机 械 化 的 思想 
将 启示 人 们 以 更 为 开 玫 的 视野 去 审视 数学 的 现状 ,从 新 的 角度 来 
思考 和 勾画 数学 发 展 的 前 景 . 
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当前 ,数学 界 正面 对 着 非 线 性 数学 的 强硬 挑战 . 物理 学 .力学 、 
化 学 .生物 科学 .系统 科学 等 领域 涌现 出 大 量 非 线性 的 数学 问题 ， 
期 待 着 数学 家 们 予以 解答 . 数学 理论 本 身 ,在 许多 分 支 中 ,诸如 在 
代数 几何 、 微 分 几何 、 微 分 方程 . 泛 函 分 析 、 数 学 物理 以 及 运筹 学 、 
统计 学 等 分 支 中 ,有 许多 非 线性 数学 问题 迫切 要 求人 们 加 以 研究 . 
数学 中 的 线性 问题 ,从 理论 到 方法 都 已 相当 成 熟 ,数学 家 们 运用 起 
来 得 心 应 手 . 而 对 于 非 线性 问题 却 往往 感到 茫然 无 措 . 长 期 以 来 ， 
数学 家 们 形成 这 样 一 种 共识 ;线性 问题 和 非 线 性 问题 是 两 个 截然 
不 同 的 领域 ,可 以 预想 , 非 线 性 数学 问题 研究 上 的 突破 ,必定 要 求 
数学 家 们 对 数学 有 更 为 深刻 的 认识 和 理解 ,从 新 的 观念 .新 的 高 度 
来 提出 概念 ,提供 方法 ,建立 理论 . 吴 文俊 机 械 化 原理 的 创立 为 非 
线性 数学 问题 的 研究 开辟 了 新 的 途径 . 作为 一 种 数学 理论 , 吴 原理 
本 身 就 是 研究 和 讨论 非 线性 的 数学 问题 . 随 着 吴 原理 的 发 展 和 完 
善 ,将 为 非 线性 数学 问题 的 研讨 和 发 展开 创 全 新 的 局 面 . 

所 亩 数学 研究 ,或 者 是 定理 求证 ,或 者 是 方程 求解 ,或 者 是 未 
知 关系 的 推导 . 吴 文俊 机 械 化 原理 在 这 三 个 方面 都 将 大 有 作为 . 它 
将 促使 数学 研究 的 面貌 改观 . 它 自 创立 之 日 起 ,就 受到 国际 数学 界 
的 高 度 重视 . 随 着 人 们 对 它 的 了 解 日 益 深入 , 随 着 吴 原 理 的 应 用 更 
为 广泛 , 随 着 它 的 影响 逐步 扩展 ,这 一 原理 越 来 越 受到 国际 数学 界 
的 高 度 评价 . 吴 文俊 机 械 化 原理 植 根 于 中 国 传统 数学 这 片 沃土 ,从 
(HEAR) COTES) 到 《机 证 原理 ,中 国 传统 的 机 械 化 数学 
思想 清晰 可 匈 . 吴 氏 原理 也 注意 汲取 他 人 的 有 益 成 果 , 丰 富 自己 . 
任何 庞大 数学 体系 的 建立 ,总 是 从 最 基本 、 最 简单 的 问题 入 手 的 . 
现在 ,初等 数学 的 机 械 化 问题 已 成 为 被 翻越 的 一 章 . 更 加 诱 人 的 前 
景 也 已 展现 在 面前 . 然而 ,数学 机 械 化 的 道路 毕竟 是 漫长 而 艰难 
的 . 匡 文 俊 机 械 化 原理 为 数学 的 机 械 化 奠定 了 坚实 的 基础 . 建立 具 
有 中国 特色 的 机 械 化 数学 体系 仍然 任 重 而 道 远 . 这 有 待 于 有 志 于 
此 的 人 们 共同 努力 . 

15 


16 


吴 文 俊 . 初等 几何 判定 问题 与 机 械 化 证 明 . 中 国 科 学 ,1977:507 一 516， 
吴 文 俊 . 几何 定理 机 器 证 明 的 基本 原理 ,科学 出 版 社 ,1984. 

吴 文 俊 .〈 解 方程 器 ) 和 (Solver) 软 件 系 统 概述 . 数学 的 实践 与 认识 ， 
1986(2). 

SE SCHR. ( 解 方程 器 和 (Solver) 软 件 系 统 应 用 举例 . 数学 的 实践 与 认 
座 ,1986(3). 

内 文俊 编 .《 九 章 算术 》 与 刘 徽 . 北京 :北京 师范 大 学 出 版 社 ,1982. 
Hilbert D. . Grundlagen der Geometrie. 1899. Teuber. (中 译本 :几何 基 
础 . 科学 出 版 社 ,1958. ) 

Tarski. A.. A Decision Methode for Elementary Algebra and Geome- 
try. Berkeley. 194871951. (中 译本 ;初等 几何 和 代数 的 判定 方法 . 科学 
出 版 社 ,1959. ) 

UM. 中 国 科学 技术 史 ( 第 三 卷 ). 科学 出 版 社 ,1978. 

JE uk if. Mechanical geometry theorem-proving. Reidel. 1988. 

和 东明 ,高 小 山 . Geometry theorems proved mechanically using Wu's 
method. 数学 机 械 化 与 机 械 化 数学 研究 报告 ,1987(2). 

王 东 明 . On Wu's method for proving constructive geometric theorems. 
数学 机 械 化 与 机 械 化 数学 研究 报告 ,1989(3). 

篇 小 山 , Transcendental functions and mechanical theorem proving in 
elementary geometries. 数学 机 械 化 与 机 械 化 数学 研究 报告 ,1987(2). 
t iR. EKRIR. A mechanization method of geometry and its applica- 
tion. 5 ,Solving transcendental equations by algebraic method. 数学 机 
被 化 与 机 械 化 数学 研究 报告 ,1989(3). 

本 了 明 . A new proof of Collins's theorem. 数学 机 械 化 与 机 械 化 数学 研 
究 报 告 ,1987 (OD. 

XU #42. A method of isolating complex roots of polynomials — An 


application of Wu-Ritt Principle. 数学 机 械 化 与 机 械 化 数学 研究 报告 ， 


16. 


17. 


18. 


1987 (2). 
RMR. On reducibility problem in mechanical theorem proving of ele- 


mentary. 数学 月 刊 ,1987(2). 数学 机 械 化 与 机 械 化 数学 研究 报告 ,1987 


(2). 

吴 文俊 . A mechanization method of geometry and its applications, 4. 
Some theorem in planar kinematics. f 5f fb 2E 5j BHF CM AR) 1989 
(2). 

吴 文俊 . On the fundation of algebraic differential geometry. 数学 机 械 
化 与 机 械 化 数学 研究 报告 ,1989(3). 


17 


ATE 

(中 国 科学 院 应 用 数学 研究 所 ) 

Du Dingzhu 

(Institute of Applied Mathematics, 


Academia Sinica) 


TRIR P-NP 问题 
A Tale on P-NP Problems 
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中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 


of Mathematics in China 


$1 什么 是 好 算法 


萝卜 快 了 不 去 泥 . 多 了 ,滞销 ,就 要 遭 到 挑 挑 拣 拣 . 类 似 的 情况 
发 生 在 组 合 优化 的 研究 中 . 当 算 法 的 种 类 和 数量 积累 到 一 定 程度 
时 ,比较 和 分 类 的 想法 也 自然 产生 了 . 什么 是 好 算法 ?J. Edmonds 
于 1965 年 提出 了 一 个 标准 , 它 一 直 被 沿用 到 今天 . 那 就 是 ,计算 时 
间 作为 输入 数据 长 度 的 函数 有 一 个 多 项 式 作 为 上 界 的 算法 ,俗称 
多 项 式 时 间 算 法 , 以 计算 时 间作 为 衡量 算法 好 坏 的 尺度 是 件 较 自 
然 的 事 . 事 实 上 ,计算 费用 是 和 计算 时 间 直 接 挂钩 的 . 但 是 ,为 什么 
用 多 项 式 而 不 用 其 他 函数 作 分 界 点 呢 ? 这 有 两 个 原因 . 

其 一 是 ,常见 的 组 合算 法 大 致 可 分 两 类 . 一 类 是 多 项 式 时 间 内 
可 实现 的 ; 另 一 类 需要 指数 时 间 , 换 句 话说 ,对 某 些 输入 数据 , 它 的 
计算 时 间 是 输入 数据 长 度 的 指数 函数 . 随 着 自 变量 的 增加 ,指数 函 
数 要 比 多 项 式 的 值 增长 的 速度 快 得 多 . 因此 ,多 项 式 时 间 算 法 的 可 
实现 性 远大 于 指数 时 间 算 法 . 这 明显 的 区 别 是 选择 多 项 式 作为 好 
坏 分 界 点 的 原因 之 一 . 

原因 之 二 是 ,与 计算 模型 的 无 关 性 . 计算 时 间 总 是 相对 于 一 种 
计算 模型 而 言 的 . 读者 可 以 把 计算 模型 理解 为 一 台 理 想 的 计算 机 . 
由 于 理论 上 的 需要 ,我 们 假定 机 器 相当 可 靠 , 计 算 多 久 都 不 会 出 差 
错 ,同时 假定 机 器 内 存 空间 总 是 足够 大 ,不 至 于 因 空 间 不 够 而 实现 
不 了 某 算法 . 常识 告诉 我 们 ,对 同一 个 算法 来 说 ,在 不 同类 型 的 计 
算 机 上 实现 ,计算 时 间 是 不 同 的 . 但 是 ,它们 之 间 并 非 没 有 关系 . 这 
种 关系 被 称 为 广义 Chuch-Turing 命题 . 它 的 内 容 如 下 :给 定 两 计 
算 模型 4 和 五, 那么 ,存在 一 个 多 项 式 己 使 得 对 任何 算法 有 

4 实现 “的 时 间 << p(B 实现 a 的 时 间 ). 

吉 无 疑问 ,好 算法 的 概念 应 该 与 模型 无 关 才 适 当 , 由 于 多 项 式 
与 多 项 式 的 复合 函数 是 多 项 式 , 因 此 ,模型 B 的 多 项 式 时 间 算 法 也 
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是 模型 4 的 多 项 式 时 间 算法 . 换言之 , 选 多 项 式 时 间 算法 作为 好 算 
法 的 同 义 HEEE T a RRL AR 
当 好 算法 的 概念 确定 了 以 后 ,第 一 个 令 人 关心 的 问题 就 是 :是 
PEP 
时 ,人 和 们 通常 是 把 它 化 为 相应 的 判定 问题 来 考虑 的 . 判定 问题 是 只 
有 肯定 和 否定 两 种 答案 的 问题. 例如 ,给 出 一 个 图 , 问 它 是 否 有 
Hamilton 图 ?这 是 个 判定 问题 . 俗称 Hamilton BB TE. 但 是 ,组 合 
优化 问题 通常 不 是 判定 问题 . 例如 ,给 出 一 个 边 长 为 自然 数 的 图 ， 
间 可 以 找到 多 短 的 旅行 路 线 ,从 某 顶点 出 发 走 遍 所 有 顶点 再 回 到 
出 发 点 ?这 一 优化 问题 被 称 为 旅行 售货员 问题 . 它 的 可 能 答案 显然 
并 非 两 种 . 虽然 优化 问题 不 是 判定 问题 ,但 是 ,很 容易 把 它 化 为 判 
定 问题 来 处 理 . 例如 ,旅行 售货员 问题 可 以 化 为 如 下 的 形式 :给 出 
一 个 边 长 为 自然 数 的 图 和 一 个 自然 数 4, 问 是 否 有 长 度 不 超过 4 走 
痪 所 有 顶点 的 巡回 旅行 路 线 ?优化 问题 和 相应 之 判定 问题 的 难度 
是 一 样 的 .换言之 ,一 个 有 好 算法 , 另 一 个 也 必 有 . 以 旅行 售货员 问 
题 为 例 , 若 原 问题 有 好 算法 ,以 其 解 确定 相应 判定 问题 之 解 ,可 得 
相应 判定 问题 之 好 算法 . 若 相应 判定 问题 有 好 算法 ,那么 原 问题 可 
以 用 如 下 方法 求解: 首先 估计 一 个 那 种 巡回 行走 路 线 的 最 短 长 度 
所 在 范围 ,例如 说 , 它 不 会 短 于 图 的 最 小 支撑 树 长 4, 也 不 会 长 于 
最 小 支撑 树 的 两 们 长 6 一 24, 取 4 一 [全 |, 解 相应 判定 问题 .车 
答案 为 肯定 的 , 则 可 判定 最 短 巡 回 旅行 路 线 长 在 区 间 


[2.[¢ Ies: 若 答案 为 否定 的 , 则 可 判定 最 短 巡 回 旅行 路 线 


长 在 区 间 | [对 ?| ,5 | 之 中 ,这 样 ,用 二 分 法 ,至 多 解 [log:(b 一 
a)] 次 相应 判定 问题 ,我 们 就 可 以 找到 原 问 题 的 解 了 . 显然 ,上 述 
解法 是 个 好 算法 . 由 于 二 者 之 间 的 上 述 等 价 关系 ,在 本 文中 我 们 不 
得 区 分 优化 问题 与 它 的 相应 判定 问题 . 
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具有 多 项 式 时 间 算 法 的 判定 问题 形成 一 个 计算 复杂 性 类 , 记 

为 P.J. Edmonds 在 提出 算法 好 坏 的 衡量 标准 的 同时 ,也 注意 到 了 

有 些 组 合 优化 问题 可 能 不 属于 P, 具 体 来 说 ,他 猜测 ,旅行 售货员 
问题 没有 多 项 式 时 间 算 法 . 


$2 多 项 式 时 间 归 约 


通常 ,人 们 把 属于 P 的 问题 看 作 是 易 解 问题 ,不 属于 P 的 问题 
看 作 是 难 问题 .Edmonds 猜测 又 可 以 表达 为 ,旅行 售货员 问题 是 
难 问题 . 特别 是 , 它 比 了 中 问题 都 难 . 难 易 是 就 比较 而 言 的 ,无 比较 
何以 谈 难 易 呢 ?如 果 我 们 能 建立 两 个 问题 之 间 的 难 易 比 较 方法 ,无 
疑 会 对 解决 Edmonds 猜测 有 所 帮助 . BS AIL, 人 们 已 经 研究 了 
许 许多 多 种 比较 方法 . 我 们 这 里 只 介绍 常见 的 一 种 , 称 为 多 项 式 时 
间 归 约 , 它 起 源 于 如 下 的 考虑 . 

把 一 个 问题 通过 演化 归结 为 另 一 个 问题 来 解 是 数学 研究 中 的 
常 用 方法 . 现在 ,我 们 看 一 下 ,如 果 可 以 把 一 个 判定 问题 4 化 归 为 
另 一 个 判定 问题 B, 那 么 会 怎样 ?这 时 ,A 的 答案 可 以 通过 如 下 途 
径 找到 : 先 把 4 化 为 已 ,对 已 给 出 解答 ,其 答案 相应 于 4 的 解答 . A 
此 ,假如 将 4 A BRAS KES AA EA, BA BAS 
项 式 时 间 算 法 时 ,4 也 一 定 有 .反之 , 若 4 没 有 多 项 式 时 间 算 法 , 则 
B 也 一 定 没 有 . 这 确实 从 某 种 程度 上 反映 了 AM B 之 间 的 难 易 关 
系 . 当 问 题 4 可 以 在 多 项 式 时 间 内 化 为 问题 8 的 特殊 情况 时 ,我 们 
Wr 4 可 多 项 式 时 间 归 约 于 B, 并 且 记 为 4 LB. 从 上 面 的 论述 中 
易 知 

命题 1 #BEPHAS<SRB WEP. 

由 于 多 项 式 与 多 项 式 的 复合 函数 还 是 多 项 式 , 我 们 还 有 

命题 2 SZAXLBHSB:xIC.HWAxzC. 

命题 1 说 明 多 项 式 时间 归 约 对 类 P 是 封闭 的 ,命题 2 说 明 它 是 
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个 偏 序 关系 . 为 使 读者 对 此 归 约 有 个 较 具体 的 印象 ,我 们 举 两 个 例 
T. 

例 1 Hamilton 图 问题 «7 旅行 售货员 问题 . 

给 一 个 图 G = (V ,E), 其 中 V 是 G 的 顶点 集 ,而 玉 是 G 的 边 
集 . 对 G 的 每 条 边 赋 予 单位 长 度 ,那么 , 当 G 有 Hamilton 图 时 ,在 G 
上 走 遍 金 部 顶点 的 最 短 巡 回路 线 长 为 1V |; 当 G 没 有 Hamilton 图 
时 ,那样 的 旅行 路 线 长 至 少 要 [V | 十 1. 这样, 对 G 来 说 ,Hamilton 
图 问题 得 到 肯定 的 回答 而 且 仅 当 对 边 长 赋 子 1 的 G 和 *== V LS 
行 售货员 问题 获 肯定 回答 , 亦 即 我 们 把 Hamilton 圈 问 题 化 成 了 旅 
行 售货员 问题 . 另 一 方面 ,Hamilton 图 问题 的 输入 是 G, 由 G 构造 
边 长 均 为 1 的 G 和 二 |V1( 旅 行 售 货 员 问 题 的 输入 ) 显然 不 需要 
多 少时 间 , 至 多 是 | 五 | 十 IV] 的 线性 函数 , 即 在 多 项 式 时 间 内 , 因 
此 ,Hamilton 圈 «C» 旅行 售货员 问题 . 

由 本 例 可 体会 到 ,所 谓 将 问题 4 化 为 问题 8B 的 特殊 情况 ,也 就 
是 将 问题 4 的 对 象 ( 输 入 ) 化 为 问题 B 的 对 象 ( 输 入 ). 换 句 话说 ， 
找 一 个 映 象 ,从 问题 A 的 对 象 集合 映 入 问题 B 的 对 象 集合 ,使 得 
问题 4 对 对 象 z 的 答案 是 肯定 的 当 且 仅 当 问题 B 对 GO 获 肯定 
答案 . 当 了 是 多 项 式 时 间 可 算 时 ,我 们 就 有 4 <%B 了. 

在 接触 第 二 个 例子 之 前 ,首先 让 我 们 介绍 一 个 问题 . 

有 三 颗 珍珠 ,其 中 可 能 有 假 的 . 某 人 想 选 一 颗 真 的 . 他 征求 了 
三 位 识 货 者 的 意见 . 将 珍珠 编号 后 , 甲 说 ,“1 号 和 2 号 是 真 的 . Z 
说 ,“2 号 和 3 号 是 真 的 . ” 两 说 ;“3 号 为 真 而 2 号 为 假 .” 假 如 每 人 
都 至 少 说 对 了 一 半 , 问 :该 人 应 选 哪 颗 珍珠 ? 

这 问题 可 用 逻辑 方程 求解 . 令 布 尔 变 量 x, ,zx, 和 zs 分 别 代表 
三 颗 珍 珠 ,其 意义 如 下 : 

_ (1, Fi 号 珍珠 为 真 ， 
10, 若 i 号 珍珠 为 假 . 
接 题 意 ,每 人 的 意见 都 至 少 对 一 半 , 故 有 
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ata, — x, bor, — 4, +2,= 1. (2.1) 
这 里 的 加 法 是 布尔 加 法 运算 , 即 0 十 1= 王 1 十 0=1 十 1 一 1 且 0 
4-0 0. Zz, 表示 变量 x, BE. BE r, = Oe, = 1IFA x; 1H 
Zz 0. (2. D 式 也 可 写 为 如 下 形式 : 
(x, + xD Gr + x) Gn 十 T) d. (2.2) 
将 其 展开 ,可 得 
LLZ, 十 L£ 十 LLT 十 TT; = 1. 
这 说 明 ,方程 (2. 2) 的 每 组 解 均 含 zs = 1, 因 此 ,该 人 应 选 3 号 珍 
珠 . 
如 同方 程 (2. 2) 左 端 形式 的 布尔 表达 式 被 称 为 合 取 范 式 . 合 
取 范 式 是 布尔 变量 和 布尔 变量 非 的 布尔 和 之 积 , 在 合 取 范式 中 ,每 
个 因子 都 被 称 为 初等 和 . 当 一 个 布尔 函数 有 使 其 为 1 的 赋值 时 ,被 
称 为 可 满足 的 . 给 出 一 个 合 取 范 式 , 问 它 是 否 可 满足 ?这 一 问题 称 
为 满足 问题 . 
例 2 满足 问题 < Hamilton 圈 问 题 . 


wi) Miz Wa Wi 


Mi,4m 十 4 
Wi, imti 


图 1 H 

BF Cy 0 :……C。 是 个 含 a 个 布尔 变量 nnn, H 
ERER. 我 们 要 由 下 出 发 构造 一 个 图 GC(F) ,使 得 下 可 满足 当 且 
仅 当 G(F) 有 Hamilton 图 . 首先 ,对 每 一 变量 ri ,构造 一 如 图 1 的 
PB EH. 我 们 注意 ,该 图 恰 有 两 条 从 > Bl y; 的 Hamilton 路 , 亦 即 
经 过 已 ,所 有 顶点 的 路 ,Pa 5 (Vista Va Wa Wis Viz Mart 
Ua ao Jii) 和 Pio = Cina a Wa sizs Vig s Wiz vtt Wi amat Viti) 
将 诸 已 连结 成 一 圈 ( 如 图 20 ERE H. H E 27 4 Hamilton Bé 
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好 相应 于 7 个 布尔 变量 r, 
Lost XL, AY 2" H 赋 
<D EDCA 的 2 种 不 同 的 


i » wa | fH. 当 某 Hamilton Ri Ait 

| m | pn( 或 ps) 时 ,相应 的 赋值 是 

\ S 一 yn | 2, = 08 D. 现在 ,对 每 一 
i> GD CEP t 

初等 和 cj 给 出 一 新 点 z;,Jf 

图 2 H 且 , 对 cj; 含 的 每 个 zx;, 将 zj 与 


Ui,4j—2 和 Ui ,47 一 1 相连 ;对 Cj 含 
的 每 个 Zi, 将 £j 5 Wiaj- Al Wiaj- 相连 . 这 样 所 得 的 含 12mn 十 m 
十 14n 个 顶点 的 图 ,我 们 定义 为 G(F). 显然 ,由 下 构造 G(F) 可 以 
TEXT m 十 n 的 多 项 式 时 间 内 完成 . 

设 巨 是 可 满足 的 ,并 且 设 使 F 满足 的 赋值 对 应 的 图 五 的 
Hamilton 图 为 Q. 我 们 来 修改 Q@, 使 其 成 为 G(F) 的 Hamilton H. 
注意 ,每 个 cj 必 会 一 项 被 赋 于 值 1, 若 此 项 为 zx;, 则 Q@ 必 合 pA 
G(F) Wy BF BI Ciaj 9%;) TI (te; uii 925). 我 们 将 此 二 边 添 入 Q HE 
PAW (9,4; TEE Q 多 经 过 一 顶点 Zje * Cj 会 工 H T; =], 
则 Q 必 经 过 Pio 而且 G(F) UR waj- T2) 和 Cw; 4j jx). 将 此 
二 边 加 入 Q HER Cw, usw us ,也 可 以 使 @ 经 过 z 这 样 ， 
就 找到 了 GCF) 的 Hamilton H. "n 

RZ,RG(F) & Hamilton f]. 党 人: 

QUEN EEQ 中 只 能 与 某 个 Lud gou 

tiuj- RA tiu- O RA W; 4j- 2» B, 

者 Ui aj-1 相 邻 . 不 妨 设 它 与 Ui,4j—2 Wij- — Wdj 

相 邻 , 亦 即 Q 含 边 (ww sz) EZ m 

QA LG, G4 vu fus 

10,722 ,否则 的 话 ,Q 无 法 经 过 点 Viaj- 这 样 ,假若 QQ 不 含 边 
Gs iz) ABZ Q ES vius viu 都 必须 通过 wi,sj A wu 进 
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出 (如 图 3), 这 是 不 可 能 的 , 故 Q@ 必 会 边 (ui.4-1,z)). 这 说 明 ,zj 在 QQ 
中 的 两 个 相 邻 点 之 间 有 H 中 的 边 相 连 . 去 掉 x; 及 其 相 邻 边 , 添 入 
连结 zj 的 相 邻 点 的 边 ,我 们 可 由 人 @ 缩 至 右 的 一 个 Hamilton Bj. 容 
易 检验 ,该 图 相应 的 赋值 可 使 满足 . 


$3 P.NP 问题 


设 多 是 由 判定 问题 组 成 的 一 个 类 . 若 B € v HIHET AE 
E H A «BEA PR BONS Sis IRL 如果 一 个 算法 的 计算 时 
间 , 作 为 输入 数据 长 度 n 的 函数 ,以 2” 为 上 界 , 其 中 a 为 一 常数 , 那 
么 称 该 算法 是 指数 时 间 的 . 所 有 具有 指数 时 间 算 法 的 判定 问题 组 
成 一 个 类 , 记 为 EXP. 1965 年 ,Hartmanis 和 Stearns 以 Turing 机 
“为 计算 模型 莫 定 了 计算 复杂 性 理论 的 严格 理论 基础 . 随 之 ,人 们 证 
明了 P S EXP. 旅行 售货员 问题 属于 EXP 是 个 众所周知 事实 . 一 
个 自然 的 想法 是 ,如 果 能 证 明 它 是 EXP 完全 的 ,那么 依据 命题 1， 
它 就 不 属于 P T. RTTE 这 种 想法 至 今 还 是 难以 实现 的 . 但 是 ， 
1971 年 ,Cook 证 明了 一 个 类 似 的 结果 . 

定理 1 满足 问题 是 NP 完全 的 . 

什么 是 NP 类 ?NP 类 是 具有 不 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 的 判定 
问题 组 成 的 类 . 所 谓 不 确定 型 是 种 计算 方式 . 现实 世界 中 的 计算 机 
的 计算 方式 都 是 确定 型 的 . 事实 上 ,如 果 机 器 和 艳 序 没有 毛病 , 那 
么 只 要 输入 一 确定 ,计算 就 会 按部就班 地 一 步 步 走 下 去 . 无 论 算 几 
遍 , 计算 过 程 都 不 会 改变 . 可 是 ,不 确定 型 计算 可 以 不 具备 上 述 可 
重复 的 特点 . 下面 是 解 满足 问题 的 不 确定 型 算法 . 我 们 来 分 析 一 下 
它 的 特点 . | 

第 1#. 输入 合 取 范式 FG x). AEE zz 的 一 组 
赋值 . 

第 2 步 .检查 下 在 该 赋值 下 是 否 值 为 1. 若 值 为 1, 则 停止 ,输出 
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Vi il - iE TEE SE A EA (8 3f. 
首 完 ,该 算法 有 一 个 猜 的 步 又 . 猜 的 结果 不 同 ,后 面 的 计算 过 
是 也 就 不 向 了 . 这 意味 着 计算 过 程 不 是 唯一 的 ,不 具备 可 重复 性 . 
其 次 , 若 天 可 满足 , 则 至 少 有 一 计算 道路 ( 猜 对 时 ) 使 计算 在 有 限 
步 内 停止 并 且 输 出 1; 若 三 不 可 满足 , 则 在 有 限 步 内 停止 且 输 出 1 
的 计算 过 程 吓 不 存在 的 . 

在 信 计 不 确定 型 算法 的 计算 时 间 时 .不 失 一 般 性 ,可 以 假定 ， 
从 每 其 个 元 素 中 猜 一 个 ,要 算 一 步 . 因此 ,上 述 算 法 实际 上 是 做 了 
n 次 猜测 , 不 确定 型 算法 的 计算 时 间 定 义 为 各 种 可 能 的 计算 过 程 
的 最 短 时 间 . 一 个 解 判定 问题 的 不 确定 型 算法 被 称 为 多 项 式 时 间 
的 ,只 要 计算 时 间 , 作 为 定义 在 使 问题 得 到 肯定 回答 的 输入 上 的 函 
数 ,有 - 多 项 式 为 上 界 . 当 变 量 的 赋值 一 旦 猪 定 , 计 算 合 取 范 式 下 
的 估 显 袋 只 花 多 项 式 时 间 , 因 此 ,上 述 算法 是 不 确定 型 多 项 式 时 间 
TE. 

一 般 来 说 ,不 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 正 是 有 前 述 两 特点 的 多 
项 式 时 间 算 法 .下 面 是 又 一 个 例子 . 

第 1 步 .输入 一 图 C, 猜 全 部 顶点 的 一 个 顺序 . 

第 2 步 . 若 G 有 按 此 顺序 的 一 个 圈 , 则 计算 停止 且 输 出 1; 否 
NL BUEN CR. 

这 是 个 解 Hamilton 圈 问 题 的 不 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 . 在 估 d 
计 猜 占用 的 时 间 时 ,可 以 这 样 来 想 :将 每 个 顶点 对 应 一 个 二 进位 整 
数 . 设 G 有 个 顶点 ,那么 我 们 只 要 用 长 为 [logzn] 的 二 进 制 整 数 就 
85 T. 这样, 每 猜 一 个 顶点 , 只 要 猜 [logzn] 个 数字 , 即 花 [logsn] 
F. 因此 ,多 全 部 顶点 的 顺序 至 多 要 n logn] 2b. 

前 面 两 个 算法 说 明 满足 问题 和 Hamilton 圈 问 题 都 属于 NP. 
作为 一 个 练习 ,读者 可 以 证 明 旅 行 售 货 员 问题 也 属于 NP. 根据 定 
理 1 以 及 前 一 节 的 例 1 和 例 2, 可 以 进一步 知道 ,Hamilton 图 问题 
仙 旅 行 售货员 问题 也 是 NP 完全 的 . 
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B Cook 定理 发 表 以 后 ,到 今天 , 人们 已 发 现 了 二 干 多 个 NP 
完全 问题 ,这 些 问题 分 布 于 国民 经 济 的 各 部 门 以 及 逻辑 .代数 、 自 
动机 .组合 优化 等 许多 领域 . 按照 NP 完 全 性 的 定义 和 命题 1 可 知 ， 
一 个 NP 完 全 问题 属于 P 当 且 仅 当 所 有 NP 完 全 问题 属于 了 ,而 且 ， 
它们 不 属于 P 当 和 且 仅 当 P 关 NP. 这 一 广泛 的 应 用 背景 已 使 P= 
?NP 问题 成 为 当前 的 一 个 重大 而 著名 的 题目 . 

P =?NP X s P-NP 问题 ,这 是 个 难题 . 围绕 这 一 难题 ,人 们 已 
做 出 了 相当 多 的 工作 . 下 面 我 们 介绍 比较 活跃 的 两 个 方面 . 

[iE] 本 节 和 上 一 节 的 叙述 没有 完全 按照 历史 的 发 展 顺序 . 事 
实 上 ,Cook 定理 出 现在 本 文 所 述 的 多 项 式 时 间 归 约 出 现 之 前 . 后 
者 是 1972 年 由 Karp 引入 的 ,因此 又 称 Karp 归 约 .Cook 于 1971 证 
明 的 NP 完全 性 是 相对 于 另 一 种 归 约 而 言 的 . ESRREOUSUT 
式 时 间 Turing 归 约 或 者 Cook 归 约 . 


$4 多 项 式 时 间 同 构 


在 前 两 节 中 ,我 们 证 明了 满足 问题 «Hamilton 圈 问 题 , 亦 即 
. 存在 一 个 多 项 式 时 间 可 计算 的 映射 GC(.), 将 每 个 合 取 范式 下 映 到 - 
—E GCF) EFA E A GCF) & Hamilton Bi. 同时 ,我 
们 说 明了 满足 问题 和 Hamilton 图 问题 都 是 NP 完全 问题 . 作为 一 
个 推论 ,我 们 有 Hamilton Ri [8] EE «5, 满足 问题 , 亦 即 存在 一 个 多 项 
式 时 间 可 计算 的 映射 严 (') ,将 每 个 图 G 映 到 一 合 取 范式 (G), 使 
G 有 Hamilton M 4 H [34 FG) 可 满足 .一般 来 说 ,GC(*) 和 FC:) 
没有 明显 的 关系 . 但 是 ,1975 年 ,Berman 和 Hartmanis 发 现 了 , 存 
FENG) AFC) EGC) BFC) HBR. RAM BERS 
判定 问题 . 如 果 存 在 一 个 由 4 的 对 象 集 到 B 的 对 象 集 上 的 一 一 且 
满 的 映射 有, 使 得 f 和 广 ! 都 是 多 项 式 时 间 可 算 的 ,并 且 针 对 问题 
4, 工 获 肯定 , 当 且 仅 当 针对 问题 B,f(zx) KAGE MAKAMB ER 
28 


多 项 式 时 间 同 构 的 .因此 ,我 们 也 可 以 说 .满足 问题 和 Hamilton 图 
问题 是 多 项 式 时 间 辣 构 的 . 事实 上 ,Berman 和 Hartmanis 发 现 了 ， 
大 们 在 实际 中 遇 到 的 NP 完全 问题 都 是 多 项 式 时 间 同 构 的 ,同时 
做 了 如 下 和 猪 测 . 

Berman-Hartmanis 猜测 全 部 NP 完全 问题 都 是 多 项 式 时 
pa i] RA EY. 

KRUR Jj fi FRA GS ey B-H 傅 测 . B-H 猜测 可 以 导出 了 
z^ NP. 要 明 自 这 一 点 ,只 要 了 了 解 如 下 的 不 难 证 明 的 事实 . 

命题 3 若 P=NP, 那 么 除去 他 和 习 ' 两 个 特例 外 ,P 中 问题 
者 是 NP 完全 的 ,其 中 念 是 不 可 能 有 肯定 回答 的 问题 ,而 2" 是 不 
可 能 有 否定 回答 的 问题 . 

现在 ,考虑 这 样 的 判定 问题 44; 给 出 一 自然 数 n, 问 它 是 否 等 
TIRK n= 1 时 才 会 获得 肯定 的 问答 .很 明显 .4 € P. 假若 P 
= NP, 依 命题 3,4 是 NP 完全 的 .这样 ,B-H 猜测 可 导出 4 和 满足 
问题 多 项 式 时 间 同 构 . 这 意味 着 在 一 个 有 限 集 {1) 和 无 穷 集 {F | 
是 可 满足 的 合 取 范式 } 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 ,这 显然 不 可 能 ， 
因此 ,B-H 猜测 导出 P 天 NP. 正 由 于 此 ,B-H 猜测 引起 了 许多 人 的 
研究 兴 趣 . 1980 4E, Mahaney 证 明了 D-H 猜测 的 一 个 重要 推论 , 

定理 2(Mahaney) Æ P ÆNP, W NP 5z 4c [o] EH] dE BibL OU. 

什么 是 稀疏 的 ?简单 地 说 .就 是 获 肯定 回答 的 可 能 性 很 小 的 问 
题 . 为 了 给 出 较 精确 的 说 法 ,我 们 首先 说 明 输 入 数据 长 度 一 词 的 精 
确 含 义 .计算 机 只 能 直接 存储 0 和 1 两 种 符号 . 其 余 的 输入 对 象 ， 
如 合 取 范式 ,图 等 ,都 是 先 编码 为 由 0 和 1 组 成 的 有 限 符号 串 , 然 
后 存 到 存储 器 中 的 . 所 谓 输入 数据 长 度 就 是 上 述 符号 串 的 符号 个 
数 ,或 者 说 在 存储 器 中 占有 的 位 置 个 数 . 长 度 不 超过 的 0-1 符号 
串 有 2 … 一 1 个 .如 果 其 中 只 有 不 超过 pO) 个 符号 串 对 应 获 肯定 
回答 之 输入 .而且 PO) 是 个 多 项 式 ,那么 与 2: 一 1 相 比 较 , 获 肯 
定 回答 的 可 能 性 是 太 少 了 ,因此 , 称 那样 的 问题 是 稀 芍 的 . 人 们 已 
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知 
命题 4 若 4 和 已 是 多 项 式 时 间 同 构 的 . 则 A 稀 玖 当 且 仅 当 


BEL. 
命题 5 RI BEM. 
由 此 二 命题 可 推 知 


推论 BH 猜测 真 , 则 所 有 NP 完全 问题 是 非 稀疏 的 . 

Mahaney 定理 是 B-H 猜测 的 一 个 弱 推 论 . 可 是 , 它 是 人 们 已 
知 的 NP 完全 问题 的 不 多 性 质 之 一 . Mahaney 定理 加 强 了 人 们 对 
B-H 猜测 的 信任 ,但 是 ,1983 年 ,Joseph 和 Young 提出 了 相反 的 见 
解 . 假如 把 每 个 判定 问题 的 输入 数据 都 编码 为 0-1 符号 串 , 那 么 所 
有 获 肯定 回答 的 输入 就 组 成 了 一 个 0-1 符号 串 集 . 这 一 集 反 过 来 
也 可 以 确定 该 判定 问题 . 因此 ,在 理论 上 ,我 们 可 以 用 这 些 0-1 符 
号 串 集 来 代替 判定 问题 来 讨论 . 相应 于 NP 完全 问题 的 0-1 符号 串 
集 被 称 为 NP 完全 集 . Joseph 和 Young 构造 了 一 种 新 的 NP 完全 
集 , 称 为 &- 创造 集 . 种 种 迹象 表明 ,8- 创造 集 之 间 多 项 式 时 间 同 构 
的 可 能 性 与 单 陷 门 函 数 的 存在 性 有 关连 . 什么 是 单 陷 门 函数 ? 设 f 
是 一 个 定义 在 由 全 部 有 限 长 0-1 符号 串 组 成 的 集 X^ FB 
在 " 中 的 一 对 一 的 函数 . 如 果 f 满足 如 下 条 件 

499: 3 72: p lel << pC f@). S lel 和 a| 

分 别 表示 符号 串 x 和 f(x) 的 长 度 ， l 
(2) /是 多 项 式 时 间 可 计算 的 ,但 是 , 广 ' 不 是 多 项 式 时 间 可 
计算 的 ， 

那么 称 f 是 单 陷 门 函数 . 单 陷 门 函数 的 存在 性 是 理论 密码 学 的 重 
大 未 解 问题 . 人 们 已 经 知道 

命题 4 Rr RR. P v NP. 

Joseph 和 Young 猜测 ,B-H 猜测 不 真 当 且 仅 当 单 陷 门 函数 存 
在 . 这 样 就 构成 了 如 图 4 的 有 趣 关系 . 
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B-H 猜测 真 


B-H 猜测 不 真 


Joseph-Young 猜测 


PÆNP ( 单 陷 门 函数 存在 


的 4 


由 图 4 中 关系 可 知 ,Joseph-Young 和 猜测 也 可 以 导出 P 关 NP. 
1985 年 ,Ko,Long 和 Du 证 明了 单 陷 门 函数 的 存在 性 确实 与 多 项 
式 时 间 同 构 有 关 ,从 而 支持 了 Joseph-Young 猜测 . 但 是 , 无 论 是 
B-H 猜测 ,还 是 Joseph-Young 猜测 ,它们 的 最 后 命运 还 等 待 着 新 


的 研究 结果 来 决定 . 


$5 电路 复杂 性 


我 们 已 经 谈 到 过 ,每 个 判定 问题 对 应 于 一 个 0-1 FS BK. 现 


在 ,我 们 指出 ,每 一 个 0-1 符号 串 集 
4 又 可 对 应 于 一 个 布尔 函数 序列 
(fab ,其 中 广 是 二 元 函数 ,定义 如 
F: 

Saliste Eq) 

1,4 rarer, € A, 
s LiT X, ÇA, 
每 个 布尔 函数 f, 都 可 以 用 由 与 门 、 
或 门 和 非 门 组 成 的 逻辑 电路 来 计算 
(如 图 5). 这 里 ,我 们 规定 每 个 逻辑 
门 的 输入 端 线 不 超过 两 根 . 这 时 g 


图 5 
f. = Gr + Zz) . Ge; + X3) 
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辑 电 路 的 尺寸 定义 为 还 辑 门 的 个 数 ,并 且 布 尔 函 数 f 的 电路 复杂 
性 定义 为 计算 它 的 电路 的 最 小 尺寸 *(z). 如 果 存 在 一 个 多 项 式 , 使 
得 对 任何 x 有 s(n) p(n) MARRS 4( 或 相应 判定 问题 ) 有 多 
项 式 尺寸 的 电路 . 如 下 的 事实 是 相当 重要 的 . 

定理 3 P 中 间 题 都 有 多 项 式 尺 寸 电 路 . 

定理 4 ”如果 存在 一 个 NP 完全 问题 有 和 多项式 尺寸 电路 ,那么 
A = HP. 

xB, A? 和 HP 都 是 计算 复杂 性 类 . 如 同 P-NP 问题 一 样 ,人 8 
一 ?HP 也 是 个 未 解 问题 ,但 是 ,人 们 普遍 认为 A 关 HP. 这 样 ,NP 
完全 问题 有 多 项 式 尺 寸 电 路 的 希望 是 不 大 的 . 这 提供 了 研究 P-NP 
问题 的 一 个 途径 . 也 就 是 说 ,通过 证 明 某 一 NP 完全 问题 没有 多 项 
式 尺寸 电路 达到 证 明 P 关 NP 的 目的 . 1985 年 ,Razhorove 考虑 图 
的 最 大 团 问 题 ,这 是 个 NP 完全 问题 . 他 证 明了 ,最 大 团 问题 没有 
多 项 式 尺寸 的 不 用 非 门 的 电路 (这 种 电路 称 为 单调 电路 ). SA 
惜 的 是 ,Razhorove 的 方法 不 能 应 用 到 非 单调 电路 上 . 事实 上 , 即 
使 只 允许 使 用 一 个 非 门 ,人 们 至 今 也 证 明 不 了 相应 的 结果 . 如 果 读 
者 有 兴趣 ,不 妨 来 试 试 ,新 的 突破 正在 等 待 着 你 们 . 
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81 从 微 局 部 观点 考察 函数 


与 物理 学 中 有 宏观 物理 学 与 微观 物理 学 相仿 ,在 数学 理论 的 
分 析 学 中 也 有 大 范围 分 析 与 微 局 部 分 析 等 分 支 . 

函数 是 分 析 学 中 所 研究 的 一 类 基本 对 象 ,在 函数 的 各 种 性 质 
(例如 相等 .可 微 性 .有 界 性 、 振 呈 性 、 崭 近 性 等 ) 中 ,有 些 性 质 是 局 
部 性 质 ,例如 我 们 可 以 说 一 个 函数 在 某 点 可 以 求 导 ; 有 些 性 质 是 整 
体 性 质 ,例如 我 们 可 以 说 一 个 函数 在 某 区 域 中 有 界 . 而 函数 的 某 些 
整体 性 质 常常 可 以 从 其 每 个 局 部 中 的 局 部 性 质 推出 ,例如 , 若 两 个 
函数 在 某 区 域 中 点 点 相等 , 则 这 两 个 函数 在 该 区 域 中 相等 . 近代 数 
学 理论 中 , 函数 概念 已 发 展 成 广义 函数 (分 布 ) 或 更 一 般 的 概念 . 
这 时 ,局 部 性 质 就 是 指 在 一 点 的 充分 小 的 邻 域 中 的 性 质 , 这 种 局 部 
性 质 也 常常 可 推出 相应 的 整体 性 质 . 以 下 为 了 叙述 的 方便 ,我 们 所 
提 及 的 函数 一 般 就 是 指 广义 函数 ,而 说 到 函数 在 某 点 的 性 质 就 是 
指 它 在 该 点 充分 小 的 邻 域 中 的 性 质 . 

可 微 性 也 是 一 种 局 部 性 质 ,为 考虑 函数 在 某 定义 域 中 的 可 微 
性 ,可 以 分 别 考察 它 在 各 点 的 可 微 性 . 如 果 一 函数 在 某 点 为 无 穷 
次 可 微 的 ,我 们 称 它 为 在 该 点 是 Co 光滑 的 ,或 简称 为 在 该 点 光 
滑 , 否则 , 则 称 它 在 该 点 非 光滑 . AEC RSA A Pe Bt 
支 集 , 记 为 sing supp u. 进一步 的 考察 可 知 ,在 一 点 附近 同 为 非 光 
滑 的 函数 ,其 性 质 可 以 相差 很 大 . 这 种 现象 促使 我 们 对 函数 的 局 部 
性 质 作 更 细致 的 考察 . 

我 们 以 =,z? 平面 上 的 阶梯 函数 OC) 与 Dirac 函数 SCz) 为 例 
进行 讨论 . 9(x) 定义 为 

1, Zz>0; 
8x) = x <0. (1) 
EEr = 0 坐标 轴 上 有 一 个 台阶 ,5(Cz) 是 一 个 广义 函数 , 它 可 以 
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ie ——— 


ARJ eR 


nt lal <r 
d= fF 1 (2) 


0 |x| 之 a 
的 弱 极 限 , 从 而 可 以 想象 成 在 原点 有 一 个 高 度 为 无 限 大 的 山峰 ,其 
余 点 为 零 . 显然 ,这 两 个 函数 在 原点 附近 的 局 部 性 质 相去 其 远 . 特 
别 , 当 我 们 把 这 两 个 函数 取 为 波动 方程 的 初 值 时 ,所 得 到 的 波动 方 
程 的 解 是 截然 不 同 的 . 


初 值 问题 
Uy = Wu + ous 
" = 6); (3) 
uo = 0 
的 解 是 
l» z >t; 
u=44, -<a <t (4) 
0 Zi 性 一 上 
而 初 值 问题 
Vu = Un. ToU 
" = (r); (5) 
vl, 0 
的 解 是 
1 9 1 
e Sia | 了 (6) 
0. jal « t. 


由 解 的 表达 式 可 见 , 问 题 (3) 的 解 x 的 奇 性 ( 非 光 滑 点 ) 沿 着 
平面 z = E EAM ee. MAB) 的 解 v 的 奇 性 从 原点 出 发 沿 
特征 锥 Ir] = 上 往 各 个 方向 传播 . 
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怎样 把 b(z) 与 SCz) 在 原点 非 光滑 性 的 不 同 特点 表达 清楚 
呢 ? 一 个 很 好 的 工具 就 是 Fourier 变换 . Fourier 变换 将 函数 的 可 微 
性 与 变换 后 的 象 在 无 穷 远 处 的 增长 性 联系 在 一 起 . 我 们 知道 
Fourier 变换 建立 了 速 降 函数 空间 y 到 它 自身 的 同 构 , 故 若 u(x) 为 
C," 函数 , 则 ucr) 的 Fourier 变换 u(é) 在 |E] > oo AER. 
从 而 对 任意 N, 有 常数 Cw, 使 得 1800 | Cv + 18D ST BK 
证 为 
[& | =oclé|™), JE] — oo. (7) 
于 是 ,如 果 u(z) 在 某 点 为 C” ,我 们 就 可 以 找 一 个 支 集 在 该 点 充分 
小 的 邻 域 中 的 CL” 函数 GO Lf pu (D 的 Fourier 变换 gu (£) 
满足 (7) 式 , 反 之 , 若 在 一 点 不 光滑 , 则 对 任意 在 该 点 非 零 的 Co” 
函数 (x), pu CO 不 可 能 有 (7) 中 所 示 的 估计 ， 
但 是 , C 式 提供 了 我 们 作 更 细致 考察 的 可 能 性 ,在 (7) 式 不 
成 立 的 情形 下 ，& (D 仍 有 可 能 沿 着 某 些 方向 是 速 降 的 , 例如 ,该 
9, GS GO 都 是 Co” BR. oap 的 Fourier 变换 是 
F[bpg] — [^ [ eg rg pr dnd, 


- e| ente, ddz. 

由 于 |é, | —> oo It o, (5) 为 速 降 的 ,而 后 一 个 因子 一 般 不 是 速 降 
ij act | etin aod |< [ln ceo lan 是 有 界 重 ,所 以 ， 
uu, £5 = JE mor HE c6 0. RE LE) x c|5 E IE | 
— oo 时 仍 有 

F[lopg](é) = 0d = O(CJ&|7). 
HET AALE r = 0 时 ,Op9 的 Fourier 变换 才 不 是 速 降 的 ,从 而 
我 们 可 以 说 ,只 有 方向 (r,,0)( 或 直接 写成 ( 土 1,0)) 是 “ 坏 ” 方 向 ， 
而 其 他 方向 均 是 “好 ”方向 . 
XT BRM SCz) ,情形 就 完全 不 同 了 ,只 要 9X0) 25 0, 就 有 
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F(98](5) = (pd,e*) = g0) #0. 
因此 ,不 管 # 沿 什么 方向 趋 于 无 穷 , 3 ($) 都 不 会 速 降 ,也 就 是 说 ， 
这 时 所 有 方向 都 是 “ 坏 ” 的 . 与 前 面 所 给 出 的 二 维 波动 方程 初 值 问 
题 的 解 相 比较 ,我 们 发 现 ,“ 坏 ”的 方向 与 解 的 奇 性 传播 的 方向 有 
密切 的 联系 . 对 问题 (3) ,在 zi = 0 上 各 点 的 奇 性 以 波 速 1 向 方向 
(+ 1,0) 传播 ,因而 波 阵 面 为 x = 土 dL 对 问题 (5), 虽 然 初 值 的 奇 
_ 性 仅 在 原点 出 现 ,但 它 以 波 速 1 向 四 周 传 播 ,从 而 解 在 特征 锥 || 
= 4 上 出 现 奇 性 . 这 里 所 指出 的 波动 方程 初始 值 问题 中 初始 值 
Fourier 变换 的 “ 坏 ” 方向 与 初始 值 奇 性 传播 方向 间 的 联系 决 非 偶 
然 , 它 正 是 微 局 部 分 析 理 论 将 揭示 的 一 个 规律 . 为 了 精确 地 描述 函 
数 u 在 非 光滑 点 的 局 部 结构 ,Hormander 引入 了 以 下 的 波 前 集 
WFu 的 概念 . 
定义 1 对 于 给 定 的 € D (0),WFu 为 0 xX Ri\O 中 这 样 
8T 48.26 0060 €WFu WA Xo 的 邻 域 w,é, 的 锥 邻 域 “V ,使 得 
对 任 一 函数 wz) € CY (w) ,任意 NN ,存在 常数 Cw, 有 
Ie (DI &Cyad- IED", veev (8) 
成 立 .* 
BAIE GE) € WFu, Wl x. € sing supp u. 
又 利用 有 限 覆 盖 定 理 可 证 ,如 果 对 一 切 方 向 和 60, €WFu, 
则 x, Gsing supp x, 于 是 , 若 以 也 表示 从 R XARI R: HREH 
子 , 我 们 有 
Il WFu = sing supp u. (9) 
波 前 集 WFzw 又 称奇 谱 , 它 反映 了 函数 u 的 一 个 重要 特点 , 引 
入 这 一 概念 也 有 助 于 研究 函数 的 运算 . 例如 ,广义 函数 的 乘法 是 一 
个 很 困难 的 问题 ,而 今 利用 波 前 集 的 概念 ,可 以 得 到 广义 函数 能 够 


* 所 谓 饶 邻 域 是 指 这 个 邻 域 为 难 形 的 , 即 若 E V WEE t>o bA tE v. 
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作 乘 积 的 一 个 充分 条 件 . CRE: uv € Z (OD) 且 

WFu + WFv 

= ((7,6);€ = £ + £,, (r,£,)) € WFu,G,£,)) € WFv} 
非 空 , 则 乘积 uv 可 定义 . 

对 函数 作为 对 象 进行 各 种 运算 所 导致 的 相应 波 前 集 的 变化 规 
则 已 有 较 充分 的 研究 ,例如 可 参见 [1j. 特别 , 当 我 们 作 自 变数 的 可 
io Cr 变换 xz 一 >y 时 ,u(y) 与 (uo9) GO 波 前 集 之 间 有 关系 
WE (ue) = (G8 x = e GE d GG) = WEu). 

(10) 

等 式 (10) 中 所 示 的 (z,6) 与 (y,7) 之 间 的 关系 恰好 是 余 切 丛 的 局 
部 坐标 的 变换 规律 ,因此 我 们 也 可 对 给 定 在 一 个 微分 流 形 M 上 的 
函数 来 定义 波 前 集 , 它 是 余 切 从 7T*M 上 的 一 个 子 集 . 

我 们 通常 把 自 变 数 工 变化 的 区 域 0 或 流 形 M 称 为 底 空 间 ,而 
把 变量 变化 的 空间 Ri 称 为 对 偶 空间 或 纤维 空间 . 在 前 面 的 讨论 
中 ,我 们 是 先 在 底 空间 中 对 所 讨论 的 函数 作 局 部 化 ,再 对 对 偶 空 间 
中 所 讨论 对 象 作 进一步 的 局 部 化 处 理 . 两 者 合 之 称 为 微 局 部 的 处 
理 . 上 述 过 程 有 时 也 可 以 逆 过 来 进行 ,例如 , 设 x(z) 为 给 定 的 函 
数 , 作 其 Fourier 变换 2 (0 GE Eu GO 具有 紧 支 集 , 则 Fourier 变 
换 必定 存在 ), LER: 中 找 一 个 单位 分 解 1 = Dige, KH 
9G) € CECRI) WUES ul) = Djula) Ap 

aE) = pE & (£). 

u(x) 的 许多 性 质 可 以 通 对 每 个 v; (或 9; 000 的 了 解 而 得 到 ， 
而 wu; Cr) 的 性 质 又 依赖 于 对 偶 空 间 中 局 部 化 ( 即 单位 分 解 ) 的 方 
X. 当然 , 若 有 必要 的 话 , 还 可 以 在 R} 中 对 uj) 再 作 分 解 . 

同时 在 底 空 间 上 与 对 偶 空间 上 考察 函数 是 一 个 观点 上 的 飞 
EK. 它 相 当 于 物理 学 中 不 仅 从 位 置 的 变化 而 且 也 从 动量 的 变化 来 
研究 物体 的 运动 . 这 是 量子 物理 学 的 基本 思想 之 一 . 与 此 相应 ,在 
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数学 中 也 产生 了 既 在 底 空间 中 又 在 对 偶 空 间 中 作 局 部 化 处 理 的 研 
究 方法 ,这 种 方法 就 称 为 微 局 部 分 析 方 法 . 


$2 拟 微分 算 子 


若 要 对 给 定 的 函数 同时 在 底 空 间 与 对 偶 空间 中 进行 微 局 部 
化 , 就 需要 引入 新 的 数学 工具 , 其 中 最 基本 的 工具 就 是 拟 微分 算 
子 . 拟 微分 算 子 是 微分 算 子 概念 的 推广 , 它 的 一 个 特点 也 正 是 把 底 
空间 与 其 对 偶 空间 作 完 全 平等 的 对 待 . 其 系统 理论 是 于 60 年 代 中 
期 建立 起 来 的 . 

ER" 中 偏 微 分 算 子 的 一 般 形 式 为 P = 2) a GOD' Xa 


la| m 


为 重 指数 (wo),D' = Da…D%, 且 为 了 以 后 运算 的 方便 我 们 
采用 了 微分 记号 Ds = 十 P 形式 上 看 ,P ED.D, 的 一 个 


多 项 式 , 由 Fourier 变换 的 性 质 知 
Pu = Ma()D'u = |e**p(x,8) à (DTE, aD: 


lai m 


其 中 dé = ony df p(2,€) = leot 称 为 算 子 P 的 象征 (或 


更 准确 地 称 为 全 象征 ). 它 可 以 写成 Pal) 十 p, iG de 
KPE- ARE € 的 某 次 齐 次 多 项 式 . 然而 就 (11) 寺中 的 积分 来 
说 ,要 求 pa, E) 对 于 二 是 相当 一 般 的 孜 数 ,而 对 于 上 只 是 多 项 式 ， 
这 二 者 是 不 平等 的 . 因此 ,将 000,5 用 关于 的 更 一 般 的 防 数 代 
入 ,就 提供 了 一 种 推广 微分 算 子 概念 的 可 能 性 . 

现在 我 们 把 象征 类 扩大 ,使 其 每 一 项 不 一 定 是 的 多 项 式 , 而 
是 类 似 于 齐 次 函数 的 所 谓 S" 类 函数 , 即 满 足 条 件 

lazai alz D| SCA H JEDI, ' 2 
此 外 ,和 式 中 的 项 数 也 不 一 定 有 限 , 它 可 取 为 无 限 项 这 类 函数 的 渐 
icf. A EEG.) W Eala, E) ES” mm, FET 
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一 co, ARRIE aré) H iaa 00) 的 渐 近 和 . 即 对 任意 k, 
k—l 
a(x,6) 一 S)aj(x,€) € S", (13) 


>7ai(z,E6) BH a Gc 8) 的 渐 近 展开 ,这 里 并 不 要 求 级 数 是 收敛 
的 . 
igS" = US", 将 Sm 作为 象征 类 ,引入 
定义 2 alz, ê) € SS”, MMA € C7(0),3 定义 
Au = [tact & (£) d£, a4) 
Bk 4 为 拟 微分 算 子 ,并 称 <(z,e) 为 4 的 象征 . 
H ulr) E C(O) 时, & (E) tg £— oo 时 是 速 降 的 ,所 以 (14) 
右 端 积分 有 意义 ,容易 证 明 ,(4zx)(z) Æ x 的 C" 函数 ,而 且 4 是 
CO) 到 C^(0) 的 连续 映照 . 
为 了 运算 的 方便 ,我 们 常 把 (14) 改写 为 
Au = [esa (2, ®)uCy)dy tE 
的 形式 ,或 更 一 般 地 考察 积分 


Bu 一 [Je o ucy)dy dé, (15) 
HF by, 满足 
[3:25b(x,y, | SCA + [6], (16) 


它 也 称 为 5S” 类 函数 . 积分 (16) 已 经 不 是 通常 的 Lebesgue 积分 , 它 
可 以 按 


lim fe 7 v9b(r, y, £)a i u(y)dy t a7) 


来 定义 ,其 中 a(z) 是 在 | 一 1 时 恒 等 于 1 的 Cun RM. 当然 ,我 们 
必须 说 明 极限 (17) 存在 , 且 极 限 值 与 函数 zx 的 选取 无 关 , 而 这 些 都 
是 可 以 严格 地 证 明 的 . 
按 (15) 式 定义 的 Bw 也 称 为 拟 微分 算 子 ,而 且 可 以 证 明 ,在 略 
去 一 个 具 C” 核 的 积分 算 子 ( 以 下 称 为 光滑 算 子 ) 的 差别 下 , 它 可 
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以 表示 为 (14) 的 形式 ,这 时 ,在 形式 (14) 中 出 现 的 函数 e(z,) 0 
然 称 为 拟 微分 算 子 的 象征 . 
拟 微分 算 子 有 以 下 一 些 重要 的 性 质 . 


一 、 拟 局 部 性 


当 拟 微分 子 算 子 A 作用 到 一 个 函数 x 上 时 ,不 会 扩大 该 函数 
的 奇 性 集合 , 即 
sing supp Au C sing supp u. (18) 
若 在 微 局 部 意义 下 考察 函数 的 奇 性 时 ,还 有 
WF(Au) C WFu. (19) 


二 、 拟 微分 算 子 构成 代数 


对 于 拟 微分 算 子 当然 可 以 进行 常规 的 加 法 与 数 乘 运算 . 此 外 ， 
将 算 子 复合 作为 乘法 , 拟 微分 算 子 集合 构成 一 个 代数 ,这 里 需要 说 
明 的 是 ,为 了 使 拟 微分 算 子 的 定义 域 与 值 域 一 致 , 通 常 总 是 略 去 -- 
个 光滑 算 子 的 相差 . 所 以 更 严格 地 说 , 若 以 Ps(co) 记 形 为 (15) 的 
拟 微分 算 子 全 体 ,Ps(-co) 记 光 滑 算 子 集 , 则 Ps(co)/Ps(-ce) 构成 
一 个 代数 ,而且 这 个 代数 中 还 有 两 种 运算 : 转 置 与 共 斩 . 

有 意思 的 是 ,对 于 拟 微分 算 子 的 象征 也 可 以 规定 某 种 运算 ,使 
象 征 全 体 按 这 种 运算 规则 构成 线性 代数 ,并 与 拟 微分 算 子 代数 构 
成 一 一 对 应 . 与 拟 微分 算 子 集合 中 视 Ps Co 算 子 为 零 一 样 ,在 象 
征集 合 中 也 将 5-” = DS" 中 的 任 一 元 素 视 为 零 元 素 . (Fy BT 
积 求 导 法 则 中 Leibnitz 公式 的 推广 ,我 们 定义 “乘法 ” 

q Xp ~ M lotaG.DDipG.6. (20) 

可 以 证 明 , 以 qo 为 象征 的 算 子 Q 与 以 por 为 象征 的 算 子 
P 的 复合 算 子 Qop 怡 具有 象征 g Xp, 又 S"/S”~ 关 于 加 法 、 数 乘 以 
及 “乘法 ”构成 代数 . 
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TER AEG PRAY SA “HR” “ste” PROB S.B 
“ 转 置 ”， HG) ~ DY a DtpG 6). (21) 


"JUR". aD ~ J) dt DipG D. (22) 


也 可 以 证 明 ,以 如 z,6) 为 象征 的 拟 微分 算 子 PP 的 转 置 P URE 
已 " 恰 上 共有 如 (21)(22) 所 示 的 象征 ,当然 ,这 些 都 得 在 前 述 的 不 计 
Ps(-co) 类 算 子 的 差别 以 及 不 计 S™ 类 象征 的 差别 的 意义 上 说 的 . 

总 之 ,Ps(co)/Ps(-o0) 与 S~/S” 成 为 同 构 ,它们 都 是 具有 转 
BS Mis NEC 


三 、 微 分 流 形 上 的 拟 微分 算 子 


由 于 微分 流 形 上 分 析 学 的 需要 ,人 们 和 希望 能 够 考察 在 微分 流 
形 上 的 拟 微分 算 子 ,这 一 点 是 可 以 做 到 的 . 首先 ,考察 在 欧 氏 空间 
坐标 变换 下 所 诱导 出 的 拟 微 分 算 子 及 其 象征 的 变化 规律 , 设 有 0 
— 2, 的 一 个 微分 同 胚 9:y = wz) , 则 对 于 人 2 上 的 函数 x, 可 得 0, 
ERE u 一 ze9, 今 若 给 定 拟 微分 算 子 4:Co (2) — C7 (2), 
则 可 以 诱导 出 一 个 算 子 4, = 9. AQ, CE C) 一 C” (22) 的 
映照 . 能 够 证 明 A, 也 是 拟 微分 算 子 , 而且 它 的 象征 可 以 利用 算 子 
A 的 象征 以 及 函数 表示. 

如 果 算 子 4 的 象征 az.) 有 渐 近 展开 aO. 其 中 
aj(z,€) € S™ ,mo = max mj, JWR as Cr 8) 为 a(z,é) 的 主 象征 . 由 
微分 同 胚 p 所 诱导 出 的 拟 微分 算 子 A 的 主 象征 oCy,7) S as Gr. 0) 
有 关系 

6Cy,7) = as, 8) agio etos (23) 
(23) 式 中 所 示 的 (z,6) 与 (y,7) 之 变换 关系 也 正 是 余 切 丛 的 局 部 
坐标 的 变换 规律 .于 是 ,以 坐标 变换 下 的 拟 微分 子 算 子 的 变换 规律 
为 基础 可 以 定义 在 微分 流 形 上 的 拟 微 分 算 子 ,而 此 时 拟 微分 算 子 
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的 主 象征 定义 在 该 微分 流 形 的 余 切 从 上 . 
` 拟 微分 算 子 的 有 界 性 


当 拟 微分 算 子 作用 于 Sobolev 空间 中 的 元 素 时 , 它 常常 具有 
某 种 有 界 性 , 例如 , 若 4 为 县 S” 类 象征 的 拟 微 分 算 子 , 则 对 口中 任 
C ERREK, K 有 常数 C ,使 

Aula, x Clulgp:7.V u € C," CK). (24) 
(24) 式 是 指 A’ 空间 中 的 有 界 性 ,通常 称 为 L? 有 界 性 ,更 进一步 还 
可 讨论 L 有 界 性 ,或 在 其 他 类 型 函数 空间 中 的 有 和 界 性 或 种 种 估 
计 . 

上 述 诸 性 质 的 证 明 以 及 关于 拟 微 分 算 子 其 他 性 质 的 介绍 可 参 
考 [1],[2]. 

利用 拟 微分 算 子 为 工具 可 以 将 有 些 定理 的 证 明 大 大 简化 . 例 
如 , 椭圆 型 方程 在 右 端 是 C” 函数 的 区 域 中 解 必 为 C. 的 ,这 是 一 
个 著名 的 定理 ,现在 利用 拟 微分 算 子 可 以 很 快 地 证 明 它 . 设 P 是 一 
个 椭圆 算 子 ,函数 x 满足 Pu = Sf EKR wH S e C7 (wo), RTE 
设法 找到 P H-T ERT EME QP 一 了 = R, PR AK 
滑 算 子 ,如 果 这 种 拟 微分 算 子 @ 存 在 ,将 人 作用 于 Pu = /的 两 端 ， 
得 

u + Ru = Qf. (25) 
由 拟 微分 算 子 的 拟 局 部 性 质 知 Qf € C7 G0 ,而 因 尺 为 光滑 算 子 ， 
故 Ru € C” ,这 样 x 在 w 中 就 必定 是 C” 的 ,于 是 问题 就 归结 为 算 
FQ 的 寻求 . 

为 寻求 算 子 Q 只 需 寻 求 它 的 象征 ,而 若 这 个 象征 有 一 个 渐 近 
展开 式 , 我 们 只 需求 出 此 渐 近 展开 式 的 每 一 项 , 接着 就 可 以 用 


Borel 技术 构造 出 所 需 的 象征 , 设 @ 的 象征 为 yq AT P HRE 


为 齐 次 多 项 式 P。(z,5#)( 这 并 不 影响 方法 的 实质 ) ,比较 QP = 了 十 
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R 的 象征 的 各 同 次 器 ,可 得 
Ps G qu Gr, 6) =], 
Pala Eq rE) + >) atq Gs Dip, (c. E) = 0, 
lal=1 


Pml ENCE) + 之 3:q,Cr, ED Pal, E) = 0, 
jal j=k 
"m e (26) 
由 于 PIRAAT, EFA b. Gn 5) A0, Ail JA ERD Bee 
qorli gt， 于 是 象征 qCr,5 以 及 算 子 @ 均 可 求 得 ,从 而 椭圆 
型 方程 解 的 内 正则 性 获 证 . 
上 述 关 于 椭圆 算 子 的 内 正则 性 定理 可 以 写成 : 若 P 为 椭圆 算 


子 , 则 


sing supp Pu = sing supp u. (27) 

用 类 似 的 方法 还 可 以 证 明 
WF(Pu) = WFu. (28) 
这 里 的 一 个 例子 初步 显示 了 拟 微分 算 子 的 威力 ,在 下 节 中 我 

们 将 较 多 地 叙述 它 的 应 用 . 


拟 微 分 算 子 的 理论 到 70 年 代 又 发 展 到 了 一 个 新 的 高 度 ， 
Fourier 积分 算 子 的 系统 理论 建立 了 . Fourier 积分 算 子 是 拟 微分 
算 子 概念 的 进一步 推广 , 它 将 (15) 式 中 指数 函数 ee ve 替换 成 
er^? ,其 中 oCr y, E) 称 为 位 相 函 数 ,满足 一 定 的 条 件 , 例 如 关于 
为 齐 一 次 ,没有 使 P= 0 的 临界 点 等 .Fourier 积分 算 子 的 一 般 
形式 是 - 
| (Fw) (zx) = | [er ace y tuty)dyd, (29) 
其 中 记号 z,y, 所 表示 的 自 变数 的 个 数 也 不 一 定 相 等 . 这 类 算 子 
在 讨论 拟 微分 算 子 的 化 简 , 双 曲 型 算 子 解 的 构造 等 问题 中 更 为 有 
效 .至 于 它 的 性 质 与 应 用 的 详 述 可 参考 有 关 著 作 , 如 [3]. 
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回 到 本 节 之 初 所 提出 的 微 局 部 化 问题 , 若 在 BR2XxR3: 中 有 一 

个 单位 分 解 1 一 9G. D. ST BM o GO TEE > co 时 是 关于 

和 零 次 齐 次 的 (甚至 是 具有 界 支 集 的 ), 则 可 以 用 p(x,&) 为 象征 定 

义 一 个 所 微分 算 子 , 记 为 pl(z,D). 于 是 ,对 于 任意 函数 u(x) ,可 以 
有 分 解 

u(x) = X u2) = Mo. Du, (30) 

我 们 称 每 个 单项 w(x) 微 局 部 地 支 于 supp e, E. 这 时 ,车 有 5S” iR 

数 <(z,6) 满足 supp a N supp 9 = Ø, WYA a(z,D)u, € C. 


$3 微 局 部 分 析 的 应 用 


用 微 局 部 分 析 的 方法 来 研究 偏 微分 方程 导致 了 线性 偏 微分 方 
程 的 巨大 进步 . 人 们 借 此 对 于 偏 微分 方程 理论 的 许多 基本 问题 重 
新 加 以 认识 与 处 理 , 有 些 问题 研究 历史 久 长 ,而 从 此 得 到 了 迅猛 的 
进展 ,也 有 些 问题 是 近期 才 提出 的 ,它们 使 偏 微分 方程 理论 研究 达 
到 了 一 个 更 深 的 层次 . 我 们 几乎 可 以 说 ,60 年 代 后 线性 偏 微分 方 
E 理论 的 每 一 个 重要 进展 无 一 不 是 与 微 局 部 分 析 紧 密 相连 的 ,以 
下 举 几 个 例子 说 明之 . 


一 , 柯 西 问题 的 唯一 性 


偏 微分 方程 Cauchy 问题 唯一 性 的 研究 由 来 很 久 , 早 在 20 世 
纪 初 Holmgren 证 明了 具有 解析 系数 Cauchy 问题 在 非 解析 函数 类 
中 解 的 唯一 性 .但 当 方 程 系 数 仅 为 C” 函数 时 ,Cauchy 问题 不 一 定 
有 唯一 性 .到 30 年 代 末 ,对 于 含 两 个 自 变 数 方程 的 Cauchy 问题 唯 
性 才 有 了 较 普 遍 的 结果 ,而 对 含 多 个 变数 的 方程 ,直到 50 RK 
以 前 仍 只 有 零星 的 结果 . 1958 年 ,Calderon 利用 拟 微分 算 子 为 工 
具 证 明了 不 具 重 特 证 的 偏 微分 方程 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 ,他 只 
要 求 方程 具 C" 系数 与 不 具有 重 特征 ,并 不 需要 对 方程 的 类 型 提 
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出 什么 要 求 . 

Calderon 证 明 Cauchy 问题 唯一 性 的 要 点 如 下 :他 首先 引入 以 
EI 为 象征 的 拟 微分 算 子 (也 称 为 奇异 积分 算 子 ) 将 高 阶 方程 组 化 
成 一 阶 方程 组 ,这 种 化 方程 组 的 方法 不 会 增加 特征 ,因而 所 得 到 的 
方程 组 也 不 具有 重 特征 ,这 个 一 阶 方程 组 的 象征 是 一 个 不 具 重 特 
征 值 的 矩阵 ,所 以 能 够 通过 相似 变换 化 成 对 角 阵 . 然后 问题 大 体 上 
就 相当 于 单个 一 阶 方程 的 问题 ,从 而 较 容易 建立 适当 的 估计 式 ,而 
导致 齐 次 Cauchy 问题 的 解 为 零 . 这 里 需 强调 的 是 ,我 们 将 一 阶 方 
程 组 的 象征 矩阵 化 成 对 角 阵 的 过 程 就 相当 于 在 拟 微分 算 子 范畴 中 
对 方程 组 进行 变换 ,而 且 由 于 方程 组 的 象征 阵 化 成 对 角 阵 是 在 
R: XR 的 每 点 的 邻 域 中 进行 的 ,因此 每 次 所 得 到 的 估计 都 是 微 
局 部 的 . 仅 在 将 这 些微 局 部 的 估计 综合 以 后 才 得 到 一 个 整体 的 估 
计 式 . i 


二 ,高 维 双 曲 型 方程 组 的 初 边 值 问题 


在 微 局 部 分 析 理 论 出 现 以 前 ,对 高 维 双 曲 型 方程 组 的 初 边 值 
问 题 的 研究 通常 采用 能 量 积分 的 方法 ,这 一 方法 对 于 对 称 双 曲 组 
比较 有 效 , 而 对 非 对 称 双 曲 组 就 难以 奏效 . 因为 在 高 维 的 情形 ,一 
般 不 可 能 通过 自 变数 与 函数 的 变换 把 各 个 微分 算 子 的 系数 阵 同时 
化 成 对 称 阵 , 但 是 ,从 微 局 部 的 观点 来 看 ,整个 微分 算 子 组 的 象征 
只 是 一 个 矩阵 ,在 每 点 (x,é) 的 邻 域 , 它 都 可 以 通过 矩阵 的 相似 变 
换 化 成 对 称 阵 ,翻译 成 拟 微分 算 子 的 语言 . 就 是 说 , 原 方程 组 可 以 
微 局 部 地 化 成 对 称 的 拟 微 分 方程 组 . 这 样 ,能 量 积分 法 可 以 用 到 各 
个 拟 微 分 方程 组 上 去 , 导 得 一 系列 的 微 局 部 的 能 量 估 计 , 综 合 之 可 
以 得 到 整体 的 能 量 估 计 , 从 而 为 获得 初 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 
商定 了 基础 . 此 外 ,由 于 在 选择 土 述 的 相似 变换 将 原 方程 组 的 象征 
EE 化 成 对 称 阵 时 有 较 多 的 灵活 性 , 故 有 可 能 考虑 取 更 一 般 的 边界 
条 件 的 初 边 值 问题 . 60 年 代 , 人 们 通常 要 求 边界 条 件 是 “ 耗 散 ” 型 
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的 ,到 1970 年 Kreiss 对 一 般 严 格 双 曲 组 的 研究 中 , 仅 要 求 边界 条 
件 满 足 Lopatinski 条 件 . 


三 .局 部 可 解 性 


大 家 知道 , 常 微分 方程 总 是 有 很 多 解 的 . 由 于 偏 微分 方程 可 以 
看 作 是 常 微分 方程 的 推广 ,人 们 长 期 认为 一 个 偏 微 分 方程 也 总 是 
有 很 多 解 的 ,并 需要 以 适当 的 定 解 条 件 来 确定 其 解 . 然而 1957 年 
H. Lewy 给 出 了 一 个 反例 
a Ri — iG i =f. /^— (QD 
对 这 样 的 方程 若 仅 要 求 f 是 原点 邻 域 中 的 C7 函数 ,对 于 很 多 f, 
方程 根本 就 没有 解 . 这 一 新 现象 的 发 现 , 促 使 人 们 去 研究 这 样 一 个 
问题 ,究竟 什么 样 的 方程 才 是 对 任意 右 端 有 解 的 . 更 准确 地 说 , 若 
了 为 在 台中 定义 的 偏 微分 算 子 ,zeE ,如 果 有 zo 的 令 域 %, 使 对 任 
— f E C (0) RA u E D (0), 使 Pu = 了 在 w 中 成 立 , 则 称 算 
FLE 点 为 局 部 可 解 的 . 自 1957 年 以 后 的 一 段 相 当 长 的 时 期 
中 , 局 部 可 解 性 问题 成 了 当时 线性 偏 微分 方程 理论 研究 的 一 个 热 
A. 
1960 4£ Hórmander 证 明了 实 系数 主 型 算 子 总 是 局 部 可 解 的 ， 
这 里 的 主 型 算 子 也 就 是 指 没有 重 特征 的 算 子 . 1963 年 Nirenberg 
与 Treves 对 于 具 复 系数 的 一 阶 主 型 算 子 局 部 可 解 的 必要 条 件 与 
充分 条 件 得 到 了 较 完整 的 结果 . 但 是 对 于 高 阶 主 型 算 子 的 局 部 可 
解 性 直到 1970 年 才 有 较 完整 的 结果 ,其 原因 也 是 在 此 以 前 缺乏 合 
适 的 分 析 工 具 . 1970 年 Nirenberg 与 Treves 的 做 法 是 先 在 高 阶 算 
子 的 特征 点 邻 域 中 将 它 分 解 成 一 个 椭圆 算 子 与 一 个 一 阶 算 子 的 习 
积 ,后 者 在 该 邻 域 中 与 原 高 阶 算 子 具有 相同 的 特征 点 ,然后 集中 研 
究 该 一 阶 算 子 的 局 部 可 解 性 由 于 这 种 算 子 分 解 只 能 在 拟 微分 算 
子 的 范畴 中 进行 ,因而 也 只 有 在 拟 微 分 算 子 的 系统 理论 发 展 与 成 
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熟 以 后 ,局 部 可 解 性 问题 的 研究 才 有 了 重大 的 突破 . 然而 ,应 该 指 
出 ,这 个 问题 至 今 仍 未 彻底 解决 . 


、 奇 性 传播 


偏 微分 方程 解 的 正则 性 是 偏 微分 方程 理论 研究 的 基本 课题 之 
一 ,正则 性 与 奇 性 实际 上 是 同一 对 象 的 两 个 侧面 ,因此 人 们 一 般 更 
注重 于 偏 微分 方程 解 的 奇 性 生成 .分 布 .强度 或 奇 性 结构 . 关于 偏 
fk 分 方程 解 的 奇 性 分 布 的 一 个 经 典 的 结论 是 : 解 的 弱 间 断 只 能 在 
特征 曲面 上 出 现 , 较 精细 的 结论 是 , 解 的 弱 间 断 是 沿 方程 的 次 特征 
线 传播 的 , 对 于 线性 主 型 偏 微分 方程 , 则 有 更 精确 的 奇 性 传播 定 
理 , 它 是 Hórmander 等 人 在 60 年 代 末 建立 的 . 

UP HRC RU EITT.UUESU pa), 9 
Hamilton 方程 组 


(32) 


满足 pC(z(s),&(s)) = 08,12 6G), 6G) HAF P B 28 oS GEAR , U 
有 

定理 á Eue Z(M 为 方程 Pu = f HR RPP = pee, 
D) WER, p(2.,8,) = 0, (1,,8,) € WFu,7 Wit le E 的 零 次 特 
征 带 , 则 若 7 EWES, AY EWFu. 

上 述 定理 也 可 表述 为 ,在 微 局 部 的 意义 下 , 当 S 为 光滑 时 ,只 
要 “在 某 点 有 奇 性 ,这 个 奇 性 就 沿 着 次 特征 带 传播 ,显然 ,这 一 结 
论 比 经 典 的 在 底 空 间 中 的 奇 性 传播 结论 更 精细 ,而 通过 往 底 空间 
的 投影 ,很 容易 导出 经 典 的 奇 性 传播 定理 . 

奇 性 传播 的 研究 完全 是 属于 微 局 部 分 析 范 畴 的 课题 , 它 引导 
人 们 对 偏 微分 方程 解 的 性 质 作 更 深入 的 了 解 . 
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关于 微 局 部 分 析 对 偏 微分 方程 研究 的 影响 还 可 举 出 很 多 例 
子 , 例 如 Cauchy 问题 适 定性 的 研究 , 非 椭圆 方程 解 的 次 椭圆 估计 ， 
重 特征 算 子 的 分 类 与 化 简 , 等 等 . 此 外 , 它 在 散射 理论 .量子 力学 的 
准 经 典 近 似 等 方面 的 应 用 也 是 令 人 瞩目 的 . 


五 、 非 线性 微 局 部 分 析 


微 局 部 分 析 在 线性 偏 微分 方程 理论 研究 中 所 取得 的 出 色 成 就 
必然 吸引 人 们 将 微 局 部 分 析 方 法 应 用 于 其 他 各 种 问题 ,特别 是 非 
线性 偏 微分 方程 的 研究 . 近 十 年 来 在 这 一 方面 人 们 也 取得 了 很 大 
的 成 功 ,从 而 形成 了 非 线 性 微 局 部 分 析 的 分 支 .其 中 最 重要 的 成 果 
有 非 线性 方程 解 的 奇 性 传播 以 及 高 维 守 恒 律 双 曲 型 方程 组 广义 解 
的 存在 性 等 . 下 面 我 们 分 别 简 述 之 . 

由 于 非 线性 效应 ,方程 的 解 的 奇 性 会 产生 相互 干扰 ,因而 一 般 
来 说 , 它 的 解 的 奇 性 分 布 比 相应 的 线性 方程 解 的 奇 性 分 布 要 复杂 
得 多 . 目前 ,人 们 通过 多 年 的 研究 对 非 线 性 方程 解 的 奇 性 传播 , 反 
射 .干扰 等 规律 已 有 了 较 清楚 的 认识 . 特别 是 法 国 J. M. Bony 在 研 
究 这 类 问题 中 又 发 展 了 仿 微分 算 子 的 理论 与 二 次 微 局 部 分 析 的 理 
论 ,从 而 为 微 局 部 分 析 的 应 用 开辟 了 更 广阔 的 前 景 . 

在 高 维 守恒 律 双 曲 型 方程 组 的 研究 中 , 带 有 各 种 类 型 间断 的 
解 的 存在 性 等 问题 长 期 以 来 是 人 们 十 分 向 往 而 又 束手无策 的 问 
Bi. 因此 ,尽管 一 维 守 便 律 双 曲 型 方程 组 的 研究 已 有 长 久 的 历史 与 
很 好 的 精细 结果 ,但 一 到 高 维 的 情形 ,很 多 结论 是 否 成 立即 成 为 未 
Al. 现在 鉴于 微 局 部 分 析 理 论 的 发 展 ,人 们 能 够 先 对 相应 的 线性 化 
问题 作出 比 以 往 更 精细 的 估计 ,从 而 导 得 非 线性 问题 的 所 需 结果 . 
例如 ,在 80 年 代 ,A.Majda 5 S. Alinhac 先后 获得 了 高 维 守 恒 律 双 
曲 型 方程 组 带 有 激 波 与 带 有 中 心 波 的 解 的 存在 性 ,相应 地 还 有 一 
批 结果 涌现 ,从 而 使 人 们 在 这 个 领域 中 的 研究 获得 了 重大 的 突破 . 
当然 ,在 高 维 情况 下 , 非 线性 守恒 律 双 曲 组 广义 解 研究 的 内 容 十 分 
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丰富 ,还 有 许多 复杂 而 深刻 的 问题 未 解决 . 


近年 来 ,J. Y.Chemin 利用 微 局 部 分 析 对 不 可 压缩 流体 的 数 


学 理论 进行 研究 ,也 取得 了 重要 的 进展 . 


目前 ,作为 一 个 新 兴 的 学 科 分 支 , 微 局 部 分 析 还 在 迅速 地 发 


展 , 它 的 应 用 也 正在 渗透 到 更 多 的 方面 . 它 无 疑 是 当代 数学 发 展 的 
一 个 主攻 方向 ,更 丰硕 的 成 果 尚 有 待 我 们 努力 去 摘 取 . 


10. 
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8$1 决定 性 系统 的 数学 模型 


我 们 把 不 断 变 化 发 展 着 的 一 件 事物 叫做 一 个 系统 . 系统 可 以 
很 简单 ,例如 一 个 自由 下 落 的 质点 ;也 可 以 很 复杂 ,例如 银河 系 、 大 
型 计算 机 . 在 一 定时 刻 ,系统 的 状态 用 X, 表示 . 随 系统 的 不 同 ,X， 
也 许 是 一 个 实数 ,也许 是 一 组 实数 ,也 许 是 曲面 上 的 一 个 点 ,也 许 
是 一 个 无 穷 数列 ,也许 是 一 条 曲线 或 一 张 曲 面 . 一 系统 所 有 可 能 状 
态 的 集合 记 作 M. 

如 果 一 个 系统 的 变化 发 展 完全 由 内 部 的 因果 关系 所 制约 ,就 
叫做 决定 性 系统 . 对 这 样 的 系统 ,只 要 知道 了 它 在 某 一 时 刻 的 状 
d. 就 能 准确 地 预测 它 未 来 的 命运 并 回溯 它 的 历史 发 展 过 程 . 当 
然 , 这 要 假定 我 们 有 足够 的 知识 . 

用 数学 语言 来 描述 ,决定 性 系统 是 这 样 的 系统 :在 取 定 了 计时 
起点 之 后 ,系统 在 时 刻 的 状态 六 ,完全 由 初始 状态 XQ 与 时 间 上 所 
确定 . 用 符号 表示 就 是 说 ;X, = F(t,X。), 即 X, ee AX, HRM. 
而 且 这 个 函数 下 与 计时 起 点 的 选取 无 关 . 

但 并 非 随便 什么 函数 都 可 以 充当 这 种 描述 决定 性 系统 因果 关 
系 的 工具 , 容易 看 出 ,F 应 当 满 足下 列 两 个 条 件 ， 

1 F(0,X) =X; 
| FG,FG,X)) = F(s t 6X) (1) 
(X € M; s.t € (— œ + œ)). 

这 两 条 的 意思 直观 上 很 清楚 :1" 表示 ,时 刻 为 0 的 状态 是 初始 
状态 ;2° 表示 ENRE X 出 发 ,经 过 时 间 * 达到 了 状态 了 = FG, 
XX) ;从 状态 Y 出 发 ,经 过 时 间 z 达 到 状态 Z; 则 从 六 出 发 ,经 过 时 间 
s 十 上 也 达到 状态 Z. 这 是 说 :因果 关系 与 时 间 的 起 点 无 关 ,只 决定 
于 时 间 和 间隔. 

一 般 来 说 ,给 了 状态 集 M 和 满足 (1) 的 一 个 映射 
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F: RXM>M (2) 
(Y = F(t,X),t € RIX,Y € M) 
CX HR ERA ER (-00, + 00)) ,我 们 便 说 有 了 一 个 M 上 的 动 
Ji FG.X). 

至 于 动力 系统 这 个 名 目 , 是 因为 当初 Poincaré 采用 了 这 样 的 
数 学 模型 研究 多 个 天 体 ( 例 如 日 .月 .地 球 三 体 ) 在 万 有 引力 作用 
下 的 运行 规律 , 这 正好 是 一 个 质点 组 动力 学 系统 . 

在 (2) 中 ,M 可 以 是 区 间 , 或 平面 、 空 间 区 域 .曲线 ,曲面 或 多 
维 的 流 形 . 通常 要 求 下 对 :和 XX 可 微 , 这 时 称 系统 F(t,X) 为 微分 
动力 系统 . 如 果 变 量 t 只 能 取 非 负 实 数 ,1 € (o, 十 ceo), 这 意味 着 从 
初始 状态 出 发 我 们 只 能 预测 未 来 而 无 法 回溯 历史 ,这 时 叫 半 动 力 
系统 . 

我 们 可 以 从 银幕 上 选取 一 系列 画面 编 成 电影 故事 连环 画 . 这 
个 办 法 也 可 以 用 来 研究 动力 系统 , 在 (2) PR = 1, 便 得 到 一 个 M 
到 自身 的 映射 一 一 短期 因果 关系 映射 

f: M>M (3) 
(Y = f(X) = FX». 
由 (1) 可 知 
ff(X)) = F(l,F(I,X)) = F(2,X), 
ff CHÁU = Fn,X). 
LL 


n 重 
这 表明 :映射 f 的 迭代 产生 的 序列 ,可 以 用 来 描述 系统 在 时 刻 : = 
1,2,3,- 处 的 一 串 画面 . 因此 ,我 们 把 M 上 的 自 上 映射 f 所 产生 
的 迭代 序列 ， 

P(X) = X, 

leon = fX» 
(n= 0,1,2,.") (5) 
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(4) 


叫做 M 上 的 离散 半 动 力 系统 . mR FTA, f ti RR OC 
AY n KER MUZE CS) 中 =” 可 以 取 全 体 整数 “ 半 ” 字 就 可 以 去 掉 了 . 

由 于 近 几 十 年 来 电子 计算 机 技术 的 迅速 发 展 ,使 迭代 的 实际 
计算 变 得 轻而易举 ,因而 离散 动力 系统 的 研究 十 分 活跃 .于 是 人 们 
常常 把 离散 动力 系统 就 叫做 动力 系统 . 同时 把 由 (1) 所 定义 的 动 
DARFU, X) 叫做 M 上 的 一 个 流 ， 

除了 流 和 和 迭代 之 外 ,描述 决定 性 系统 的 又 一 重要 数学 模型 是 
微分 方程 . 

MH FU,X),S 

X(t) = FG,Xy. (6) 
EE X(O) 对 t 求 导 ; 
— X(t) 


Xo- ax - lime + 2 
li FG d h,X) — F(,X) 

=) oor 
he0 h 


li F(h,F(t,X,) — F(t, Xo) 
m^ A 


Fh, XO) — XW) 
h , 


— lim (7) 
最 后 的 极限 仅 与 和 GD 有 关 , 因而 它 可 以 表 成 状态 X®) 的 函数 
P(X). 于 是 得 到 ， 
X= p(X). | (8) 
这 是 一 个 右 端 不 包含 主 变 元 上 的 常 微分 方程 组 . 通常 称 之 为 定常 
的 常 微 系 统 . 它 从 另 一 角度 描述 了 决定 性 系统 . 
因此 ,微分 动力 系统 与 常 微分 方程 便 结 下 了 不 解 之 缘 . 不 过 ， 
本 文 的 目的 只 是 介绍 迭代 生成 的 动力 系统 的 一 点 有 关 的 基本 知 
W. 更 进一步 的 了 解 可 看 [1],[8],[9]. 
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82. —HXE CBE T BSH 


微分 动力 系统 的 研究 ,已 运用 着 相当 深奥 的 数学 工具 ,产生 了 
大 批 艰深 的 结果 . 但 也 有 些 极其 有 趣 的 发 现 , 却 是 不 用 多 少数 学 知 
识 的 预备 便 可 品尝 的 . 这 主要 限于 一 维 情形 . 
通常 ,一 个 很 简单 的 函数 f, 它 的 4 次 迭代 疡 可 能 变 得 很 复 
杂 . 例如 ,f(z) = 1 一 工时 ,f/"* 是 1024 次 多 项 式 .而 f* 的 表达 式 
可 以 印 成 摩 摩 的 一 本 大 书 ! 
但 也 有 些 函 数 ,和 迭代 起 来 相当 简单 . 如 ， 
Al fa) 一 z 十 a 户 (z) — xd na 
(对 应 地 有 流下 (tz) = 2+ at). 
例 2 f(z) = Az, f(z) = Ax 
(对 应 地 有 流 FG) = Xx). 


AZ f(r) = àr +a, f(z) = 1-2 


[对 应 地 有 流 Fe,z) = X 1-4, 


— T n TT . 
例 4 fG — UE JPG) = Uu 


[对 应 地 有 流 Paso = I. 


AS f(z) = r, f(z) = 27 
(对 应 地 有 流 FG uz) = x5). 
从 这 些 简单 的 迭代 出 发 ,使 用 相似 变换 的 技巧 ,可 以 写 出 更 多 
的 迭代 表达 式 [2]. 设想 我 们 已 知道 了 广 的 表达 式 , 但 不 知道 a" 的 
表达 式 . 如 果 能 找到 一 个 可 省 的 映射 h(x) ,使 
g —h fh 
(Gl g(x) = h^! L[É(O GOD D, (9) 
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则 立刻 得 到 ， 
g'G) =A [f ((2)], (10) 
这 就 找到 了 g" 的 表达 式 . 
例 6 g(r) = 227 一 1, 取 jz) = 22, 
4 A(x) = arc cosx, 得 
h-'Lf(hCr)) ] = cos2(are cosx) 
= 2cos'(arc cosx) — 1 = 2r? — 1 = g(x), 


A go = eoe are cosz)]. 
例 7 ga) = B f Gn) = 22, 


4 h(x) = arc ta 得 
h [f(h(x))] = tg2(arc tgx) 


= —Stglarc ter) 0 2r oe) 
1 — tg’(arc tgr) 1—2z 8 


故 ”g"(zx) = erue tgz). 


例 8 g(x) = Vii — K f(x) = IIT! 
4 h(x) 一 以 ,得 
h^ [f G)] = ———- gi, 
UG») T Fay mee 
(z) = LÁ. 
故 ga "eee 
889 g(x) = 二 一 a RIO sz, 
? "n 
x’ ne ee 
h 3G GQG)) = ZE—G—pDUa-i" g(x), 
az 


Cx) = h Lh a = -. 
故 g"(z [G0] = —— 5 3 


但 是 ,这 种 方法 的 成 功 大 体 上 有 赖 于 巧合 . 事实 上 ,能 写 出 
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KERHRARKAH BREEEMER MH. 对 于 绝 大 多 数 写 不 
出 表达 式 的 迭代 映射 产生 的 动力 系统 ,就 要 通过 其 他 方式 来 研究 


序列 


Xos XXe D, OT 
(Xas = FCX,)) 


的 变化 趋势 . 这 样 的 序列 ， 
叫做 在 了 作用 下 过 Xo 的 
一 条 正 向 轨道 . 

如 果 f 是 区 间 上 的 自 
的 几何 图 示 法 来 描述 轨 
道 . 请 看 图 1 :在 直角 坐标 
AP hj I f(x) 的 图 
$z£EENBADy—cdEX 
轴 上 任 取 一 点 zo, 自 zxo 引 
Y Bim; XT Po, 
则 ZEE VE T 


aD 


的 1 


fGy). H P, 3| X Si PETERE LT QQ, AY RAE BR BP Tis H Q X. 
3| Y 轴 平 行 线 交 于 Pi, 则 P, 的 纵 坐标 恰好 是 r, = jz) 这 
样 下 去 一 步 一 步 画 出 一 张 蛛 网 图 ,从 图 上 可 以 看 出 To Ti X2*t** 这 


条 轨道 的 来 龙 去 脉 , 


这 种 蛛网 图 ,确实 能 对 一 些 实际 问题 提供 有 价值 的 咨询 , 下 面 


是 两 个 应 用 实例 : 


例 10 设 鱼 塘 里 的 鱼 一 年 长 成 ,并 且 在 繁殖 若干 代 之 后 自然 
死亡 .于 是 在 一 定 外 界 条 件 下 ,今年 塘 中 成 鱼 的 数量 可 以 决定 明年 
成 鱼 的 数量 , 亦 即 明年 成 鱼 数量 y 与 今年 成 鱼 数量 = 之 间 有 着 某 
种 函数 关系 y = f(z). 经 过 一 番 调 查 研 究 , 这 种 函数 的 图 象 大 体 


上 如 图 2. 
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从 图 2 看 出 , 曲线 = Lay sx 
与 直线 有 一 个 交点 P = i 
Get xt). 这 个 x" 满足 
Sa't) = zx'. 凡 满足 方程 

fz) = z (12) 
的 工 叫 做 了 的 不 动 点 .这 
里 不 动 点 zx" 意味 着 鱼 群 
数 景 的 平衡 点 :如果 今年 
有 这 么 多 鱼 , 明 年 也 这 么 
多 一 一 水面 负荷 已 达到 
了 极限 . 如 果 初 始 鱼 群 ro 
€ (0,z'), 则 由 图 可 见 
Zz1,T2,T3,"** 将 一 年 年 增长 而 趋 于 平衡 点 . 而 当 zo xt 时 ,xz ur, 
…, 将 一 年 年 减少 而 趋 于 平衡 点 . 

图 上 还 有 另 一 个 不 动 点 x = 0, 很 显然 ,这 表示 着 今年 塘 里 无 
鱼 , 明 年 也 不 会 有 .但 x = 0 与 x = ct 这 两 个 不 动 点 有 了 明显 的 不 
E. 当初 始 值 稍稍 偏离 x = 0 时 ,以 后 会 一 年 年 离 x = 0 更 远 . 反 
之 ,初始 值 稍稍 偏离 x = zx" 时 , 则 会 一 年 一 年 地 更 趋 近 回 来 . 所 
以 ,把 z= 0 这 样 的 不 动 点 叫做 不 稳定 不 动 点 ,而 z 二 xz" 叫做 稳定 
不 动 点 . 

如 果 工 是 了 的 不 动 点 , 则 当 |f (z)| > 1 时 它 是 不 稳定 的 ， 
S (z)| < 1 时 是 稳定 的 . [PG | = 1 时 两 种 情形 都 会 发 生 . 

图 2 中 有 一 条 斜 的 虚线 /,, 叫 捕捞 参考 线 . a RRT hE 
工作 晤 确定 .i 与 的 交点 PII BU TS cr 是 由 于 捕捞 而 形成 的 新 
的 平衡 点 . 捕捞 量 愈 大 ,zr? 愈 小 . 竭 泽 而 渔 , 则 z? BF 0. D PQ 
反映 渔 获 量 的 大 小 . 从 图 上 看 出 ,捕捞 过 多 过 少 都 是 不 利 的 . 

这 里 把 复杂 事情 简单 化 了 . 因为 决定 下 一 年 鱼 群 数量 的 因素 ， 
除 今年 鱼 群 数量 之 外 ,还 有 群 中 鱼 的 年 龄 分 布 . 那样 就 不 能 用 一 元 
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函数 描述 了 . 

类 似 的 方法 , 可 用 
来 研究 人 口 增长 的 规 
律 ,生物 种 群 的 消长 等 . 

例 11 很 多 种 果 
树 的 收获 量 有 大 小 年 之 
分 . 这 种 现象 也 可 以 用 
迭代 的 蛛网 图 来 描述 . 

在 一 定 条 件 下 ,我 
们 可 以 设想 果树 明年 的 
产量 y 是 今年 产量 x+ 的 
KK: y= ga) (FES 
鱼 塘 问题 的 函数 有 不 同 的 特 
征 


图 3 表示 某 种 大 小 年 现象 
不 显著 的 果树 . 从 大 年 ze 出 
发 ,接着 是 小 年 ,大 年 zx;, 小 
年 xz;,…. 但 大 小 年 的 差别 越 
来 越 小 , 最 后 稳定 于 不 动 点 
z 一 一 常年 产量 . 但 图 4 则 是 
另 一 种 状况 :即使 前 两 年 ze 与 
Xi 相差 甚 微 ,但 年 复 一 年 地 差 
距 愈 来 愈 大 ,最 后 趋 于 两 点 a、 
b. 3X Hi g(a) = b,g(b) — a. 两 
点 放 在 一 起 叫做 g 的 一 个 “2- 周期 轨 ”. 而 z= 二 a 和 zx 二 6 都 叫做 g 
的 二 周期 点 . 具有 这 种 曲线 的 果树 ,大 小 年 现象 将 是 严重 的 ,应 采 
取 适 当 园 艺 措施 . 

在 图 3 与 图 4 中 ,迭代 序列 
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XQ Ts Ta Ta (13) 
Gra = gn) 
B n B cmi E FERR OY AR EDR”. 非 线性 振荡 现 
象 在 电磁 学 .力学 .物理 ,化 学 中 到 处 出 现 . 自然 界 的 昼夜 交替 、 寒 
来 团 往 ,生物 繁殖 .波浪 起 伏 等 司空 见 惯 的 周期 变化 也 可 归结 为 非 
线性 振荡 . 人 们 对 非 线 性 振荡 的 研究 已 上 百年 . 微分 动力 系统 这 一 
研究 领域 的 兴起 ,为 非 线性 振荡 研究 提供 了 新 的 思路 与 方法 . 


$3 Sarkovskii JF 5 Feigenbaum 现象 


前 面 在 鱼 塘 问题 中 遇 到 了 不 动 点 f(z' )=2 ,在 果树 问题 中 
NARAT 2- 周期 点 a = ob) 和 6 = g(a). 推 而 广 之 ,可 以 引入 更 
一 般 的 周期 点 概念 :如 果 z 满足 

1D f(xy) = Tos 
H XHEX 0 kn, GO 
(是 正 整 数 )， 
则 称 ze 是 映射 £g n- 周期 点 . 这 时 , 称 点 组 {f(zo);k 二 1， 
an} 为 了 的 一 个 周期 轨 . 

周期 轨 可 以 表示 自然 现象 或 技术 过 程 中 出 现 的 周期 状态 ,在 
微分 动力 系统 的 研究 中 占有 重要 地 位 . 在 许多 有 关 周 期 轨 的 研究 
RRP 容易 理解 而 又 极其 有 趣 的 应 当 说 是 60 年 代 发 现 的 
Sarkovskii 定理 了 . 

利用 连续 函数 的 介 值 定理 容易 证 明 : 若 了 是 闭 区 间 [a 0] bw 
3E ER ÉCE ELE UL 6] F x a fA GD so E x € 
[a b] 使 得 f(x) = 并 .这 肯定 了 1- 周期 轨 的 存在 条 件 . 

对 2- 周期 轨 , 有 人 证 明 过 一 个 有 趣 的 结果 : 设 是 闭 区 间 [a， 
6b] 上 的 连续 自 上 映射 , 则 f 没有 2- 周期 轨 的 充分 必要 条 件 是 :对 一 
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(14) 


Hre [4,5], lim 广 (z) 存在 . 这 表明 ;没有 2- 周期 轨 的 连续 函 

数 ,也 不 会 有 z(> 2) 的 周期 轨 . 它 只 能 是 相当 “简单 ”的 函数 . 
那么 ,有 各 种 周期 轨 的 函数 是 不 是 一 定 很 复杂 呢 ? 倒 不 一 定 . 

图 5 是 一 个 很 简单 的 函数 的 图 象 . 一 眼看 出 它 有 一 个 3- 周期 轨 ， 


f(0) = tale Lf =o}. 


它 有 没有 别 的 周期 轨 呢 ?有 没有 4- 
周期 轨 ?11- 周期 轨 ?108- A bhua 
似乎 很 难 回答 . 但 是 ,只 用 很 少数 学 
知识 (连续 函数 的 介 值 定理 就 够 了 ) 

便 能 证 明 下 列 不 平常 的 事实 . 

“车 在 区 间 上 定义 的 连续 函数 
SA 3- 周期 轨 , 则 对 任 一 正 整 数 n 
SA n- 周期 轨 .” 9 

比 这 个 结果 更 有 趣 和 更 细致 
的 ,是 著名 的 Sarkovskii 定理 . Pg A 
述 这 一 定理 , 先 把 全 体 自 然 数 重新 排 个 顺序 . 用 记号 m «dn 表示 “m 
先 于 n”, W Sarkovskii 序 为 ， 

3«5«7«]19«11«1-- «22 + ee 
6«210- 714 718-1 <J2(2n 十 1)<… 
243825542 74-42 Qn + 1) 4 


xs- 


EE 
en 


2-342 «5«]2! TGGA On 十 1)<… 
T GH «42«t--«16«18«4«12«1. 
也 就 是 说 ,全 体 大 于 1 的 奇数 自 小 而 大 排 在 最 前 面 ,接着 是 它们 的 
2 倍 ,4 倍 ,8 倍 ,…,2 倍 ,…, 最 后 是 所 有 2 的 方 等 ,但 顺序 是 由 大 
到 小 ,最 后 是 1. RMF. A: 
Sarkovskii 定理 ” 设 了 是 区 间 上 的 连续 函数 . 如果/ 有 nn- 周 
67 


期 点 , 则 当 ndm 时 f — 3E m- 周期 点 . 

这 条 定理 发 表 于 60 年 代 . 近年 来 它 引 起 了 广泛 的 兴趣 和 一 系 
列 有 关 的 研究 . 其 中 特别 值得 一 提 的 是 所 谓 Feigenbaum 现象 . 

设 在 [一 1,1] 上 定义 了 一 个 单 参数 的 单 峰 函 数 族 Se) ,参数 
HE [0,4j, 使 得 (如 图 6): 

1° flx) XT AE FE x 
和 参数 4 连续 可 微 ， 

(2 f,(0) =l, 

f,C— 1) = fi) <1. 

3° f,C— x) 
= f). 

4” 对 固定 的 f, 
在 [0,1] 上 单调 下 降 . 

5 f.(—1)= 
fa) =—1. 
则 当 参 数 y 由 0 ZAAK 
B, £L 将 具有 一 切 n- 周期 
点 . 设 扩 是 使 A RA n- 周期 点 的 最 小 参数 ( 即 当 ww< 和 时 万 即 
无 n- 周期 点 ), 则 当 mIn 时 必 有 mm < mm. 这 一 结果 把 Sarkovskii 
序 和 单 参数 函数 族 联系 起 来 了 . 

Feigenbaum 研究 了 与 昆虫 数量 增 减 有 关 的 所 谓 虫口 差分 方 


图 6 


程 

Ing = 1l— pt? OSKAS, E[l, (15) 
这 实际 上 是 函数 族 

f2) =1— pr (pE [0,2],c€[-1,1]) (9 
的 迭代 问题 . HE S, 具有 超 稳定 n- 周期 点 ,就 表明 对 
应 于 参数 4 的 昆虫 数量 变化 以 4 年 为 周期 .所谓 超 稳定 x- 周期 点 ， 
EH f 的 周期 点 Zo, 它 同时 满足 
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Pain, = 0. a2) 
超 稳定 周期 点 对 应 于 易于 观察 到 的 周期 现象 ,在 计算 机 上 也 极 易 
计算 , 故 特别 受到 重视 . 
Feigenbaum 具体 地 计算 出 使 f, 有 超 稳 定 的 2- 周 期 点 的 一 系 
F| y {Hs 4a v Hzr Ha» Hg» ttt Hons ttt. WEH n 越 来 越 大 时 有 


Pe P Oa S = 4 e 669201609. (18) 
Hy! 一 Hr 


当 用 另 一 个 单 峰 函 数 族 代替 Gn) = 1 一 Apz: 时 ,居然 还 得 到 这 同 
一 个 常数 人. 不 仅 如 此 ,这 个 常数 9 竟 又 一 再 在 许多 物理 问题 中 出 
现 . 它 是 一 个 “ 普 适 常数 ”1 这 一 现象 引起 了 广泛 的 兴趣 . 相继 而 起 
的 研究 形成 了 一 个 十 分 活路 的 领域 . 

在 数学 和 自然 科学 中 ,有 一 个 最 重要 的 常数 =, 它 几乎 到 处 出 
现 . 再 一 个 重要 常数 是 , 它 在 微 积分 学 中 扮演 了 重要 的 角色 . 人 
们 说 ,在 Feigenbaum 现象 中 出 现 的 这 个 5, 也 许可 以 叫做 第 三 个 


常数 了 吧 !( 也 有 人 认为 第 三 常数 是 黄金 分 割 数 二 C V5 一 1) = 


0. 618…; 而 9 为 第 四 常数 . ) 

Xj Feigenbaum 现象 的 研究 已 成 为 一 个 活路 的 方向 . 这 一 现象 
的 数学 机 理 尚未 得 到 彻底 的 揭示 . 

与 本 节 有 关 的 更 详细 的 内 容 , 参 看 [4],[5]. 


54 结构 稳定 与 双 曲 性 


在 前 面 已 经 提 到 ,动力 系统 研究 的 基本 课题 ,是 根据 短期 的 因 
果 关 系 映射 了 = F(X) 的 性 质 去 了 解 系统 的 长 期 变化 状态 , 即 轨 
x. 
Xos XL (19) 
(Xari = F(X,)) 
的 性质 . 这 就 很 自然 地 产生 了 一 个 基本 问题 ;根据 短期 因果 关系 ， 
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能 否 有 效 地 预见 系统 的 长 远 命运 ? 

这 个 问题 是 有 道理 的 . 如 果 我 们 研究 的 是 实际 出 现 的 自然 现 
象 或 科学 技术 过 程 ,由 于 测量 手段 的 限制 或 理论 的 简化 ,所 写 出 的 
短期 因果 关系 映射 Y》 = FX) 只 能 是 实际 过 程 的 近似 描述 . 尽管 
"E 可 以 十 分 精确 地 与 真实 情形 近似 ,但 毕竟 不 能 绝对 一 致 . 那么 ， 
在 无 限 迭 代 的 过 程 中 ,误差 会 不 会 越 来 越 大 ,以 至 “ 差 之 毫 厘 , 廖 以 
千里 ,最终 得 出 的 结论 与 实际 过 程 竟 大 不 相同 呢 ? 

确实 有 可 能 这 样 ,请 看 图 7 中 的 三 个 图 象 


在 图 7(6) 中 画 出 一 个 [0,1] 上 的 连续 可 微 函 数 f(z) 的 图 象 , 它 的 
迭代 序列 性 质 是 ; 

LOBWPTAÀAI—Ax—l 

2,48 z € (0,), 则 序列 { 户 (z)} 递增 地 趋 于 à; 

3,8 x € (4,1), 则 序列 { 户 (z)} 递增 地 趋 于 1. 
把 f(z) 稍微 扰动 一 下 , 变 成 相差 极 小 的 广 (z), 如 图 7(e) 所 示 , 其 
迭代 序列 会 有 本 质 的 不 同 : 

Lifi 有 一 个 不 动 点 工 一 1 

2.: 对 一 切 x € [0,1), 序 列 ( 记 (zc)) 递增 地 趋 于 1. 
把 f(x) 按 另 一 种 方式 扰动 一 下 , 变 成 图 7(c) 中 的 FG ERE 
列 的 性 质 又 变 了 : 
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1.:f; 有 三 个 不 动 点 :zi 二 pvr = O,za 二 1. 
2.; 当 工 € (0.4) HEIC," Go ) 递 威 地 趋 于 不 动 点 z=. 
3.: 当 工 € P SFIS) 递减 地 趋 于 不 动 点 z = p. 
4134 x € DENSI) 递减 地 趋 于 不 动 点 z = 1. 
例子 表明 ,多 么 微小 的 误差 也 会 招致 迭代 序列 的 明显 的 性 质 
改变 . 
对 什么 样 的 映射 严 , 小 的 扰动 不 会 改变 它 的 迭代 序列 的 基本 
特性 呢 ? 这 引出 了 结构 稳定 的 概念 : 
定义 ” 设 内 是 Riemann 流 形 ( 可 理解 为 上 面 定 义 了 距离 的 曲 
线 或 曲面 ) ,映射 
F:M>M (20) 
是 连续 可 微 的 . 如 果 存 在 。 > 0 EHE FF Dah’, 
要 
max (o(F (X), F" OX» + |[DFOD — DF*(X)||} «e, (2D 


便 存 在 M SIE Sri is] ACAD M 上 可 逆 的 连续 映射 ,满足 


1 F'(XD-—BAÀ'[FQOGO0)]; (22) 
2* max {p(X ,h(X))} <e, (23) 
便 说 下 是 结构 稳定 的 . 


这 里 ,P(X,Y) 表示 M 上 两 点 X.Y 之 间 的 距离 ,而 DF(X) 是 
F EXHI 一 一 可 理解 为 映射 下 在 XX 处 的 Jacobi 阵 一 一 偏 
导数 矩阵 . 

Ait F^ =h "Po 我 们 在 第 2 节 (9) 式 中 已 见 过 , 当 有 连续 
可 逆 的 h 使 这 等 式 成 立时 , 便 说 "与 FSG Th SRE”. dtc 
一 种 等 价 关 系 . 互相 拓扑 共 罗 的 映射 ,它们 有 相同 的 动力 系统 性 
质 :例如 ,有 相同 个 数 的 周期 轨 . 这 是 因为 "==h-! oF" oA zd. 

因此 ,简单 地 说 :如 果 映 射 已 在 足够 小 的 C' 扰动 下 仍 和 未 扰 
SIBI HE THIER AK FF 是 结构 稳定 的 . 
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所 谓 C' ah, ERRA FARR OOS 
F(X) 相差 很 小 , 连 偏 导数 DF" 和 DF 也 相差 很 小 . 

对 于 结构 稳定 的 映射 已 ,足够 小 的 扰动 不 会 带 来 其 迭代 序列 
性 质 原则 上 的 变化 ,因此 ,我 们 可 从 它 出 发 研究 其 迭代 序列 的 性 状 
而 不 担心 失去 对 实际 系统 的 有 效 性 . 

因此 ,和 弄 清 什么 样 的 映射 (首先 是 可 逆 的 上 映射 
有 结构 稳定 性 , 便 成 了 微分 动力 系统 的 中 心 问题 之 一 . 

经 过 一 些 数 学 家 们 出 色 的 工作 ,基本 上 已 弄 清 楚 :结构 稳定 性 
的 基本 条 件 是 只 具有 双 曲 周期 点 , 即 所谓 双 曲 性 . [1] 

回顾 图 7 85 (0 £O 扰动 后 发 生 
不 稳定 现象 ,问题 主要 出 在 不 动 点 x 
二 4 处 . 这 个 点 是 曲线 与 直线 y 二 工 
的 切 点 , 广 (4) = 1. 这 启发 我 们 ;在 不 
动 点 处 导数 为 1, 可 能 是 不 稳定 的 根 
源 ! 

这 个 想法 基本 上 猜 对 了 . 像 图 8 
那样 的 可 道 函数 f(x), 它 只 有 一 个 不 
动 点 a, 而且 在 这 点 的 导数 0 过 f(a) I] a 
<< 1, 它 确 是 结构 稳定 的 . 

对 于 区 间 上 的 函数 f(x) ,一 般 而 言 , 如 果 在 其 周期 点 ze 处 


H 才 具 


有 
(f(z) | Al, (24) 
就 称 z。 为 的 双 曲 周期 点 .对 连续 可 微 的 单调 的 函数 ,结构 稳定 
的 充 要 条 件 正 是 要 求 所 有 的 周期 点 都 是 双 曲 的 . 
对 于 多 维 流 形 M 上 的 映射 ,如 果 X。 是 它 的 a- 周期 点 ,而 且 
F*CK) 在 X。 处 的 Jacobi 阵 | o| 不 具有 模 为 1 的 特征 值 , 则 称 X. 


为 下 的 双 曲 周期 点 . 如 果 下 是 可 微分 的 同 胚 , 则 卫 结构 稳定 的 基本 
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条 件 仍 是 周期 点 的 双 曲 性 . 

比 结构 稳定 条 件 稍 弱 一 点 的 是 0 稳定 性 . BUB Ze d t a 
上 的 稳定 性 . 

非 游荡 集 是 微分 动力 系统 中 又 一 个 重要 概念 . 要 介绍 这 个 概 
念 ,可 以 先 讲 什 么 是 游荡 点 . 

MRA X。 的 一 个 邻 域 BCXo ,在 已 的 作用 下 ,BCXo) 里 的 点 
都 一 去 不 返 一 一 即 存在 N > 0, 使 对 一 切 NS 

F*(B(X,)) N BX) = Ø (25) 
(2 是 空 集 )， 

就 称 Xo WF 的 游荡 点 . 

游荡 点 的 一 去 不 返 ,相当 于 物理 过 程 中 县 花 一 现 的 “ 暂 态 ”. 对 
暂 态 ,在 研究 中 可 以 少 考虑 ,重要 的 是 那些 能 反复 出 现 的 状态 , 即 
非 游 荡 点 所 代表 的 状态 . 映射 下 的 所 有 非 游 荡 点 的 集合 ,叫做 的 
n g. 

WRF BMC 扰动 变 成 F' MARDE F SF 作为 
OS EPR GEREEN RUE F JE 2 稳定 的 . . 

关于 一 般 流 形 上 微分 动力 系统 的 O 稳定 性 , 即 微分 同 胚 的 0 
稳定 性 ,也 已 有 深刻 的 结果 . 大 体 上 仍 是 双 曲 条 件 . 如 把 同 胚 改 为 
映射 , 则 双 曲 条 件 应 改 为 “扩张 性 ” 这 方面 ， 我 国 青 年 数学 家 张 筑 
生 博 士 做 了 很 有 趣 的 研究 . 

对 区 间或 圆周 上 连续 自 映射 的 0 集 的 性 质 ,0 集 与 周期 点 集 
的 关系 ,国内 外 专家 有 相当 多 的 探讨 . 我 国 数学 家 熊 金 城 教授 、 周 
作 领 教授 有 不 少 工作 . 参看 [3]. 

特别 值得 提 到 的 ,是 北京 大 学 廖 山 涛 教授 在 结构 稳定 性 方面 
的 一 系列 深刻 结果 [7j. 关于 结构 稳定 的 一 般 基 础 知识 及 近年 发 
展 ,可 参看 [8]. 
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$5 马蹄 与 混沌 


为 了 说 明 结 构 稳 定 的 双 曲 型 微分 同 胚 可 以 复杂 到 何 种 程度 ， 
Smale 曾 构造 了 一 个 有 名 的 “马蹄 ”型 微分 同 胚 的 例子 . 

如 图 9, BRN T de 
XX ABCD 变 到 自己 内 部 ， 
做 法 是 这 样 的 ;把 矩形 沿 
AD 方向 拉 成 细 长 条 ,但 
上 下 两 块 ( 即 ABFE 与 
CDHG 两 个 矩形 ) HAR 
两 个 小 帆 ( 图 中 阴影 部 
分 ). 然后 把 长 条 弯 成 马蹄 
状 放 在 矩形 ABCD 之 内 ， 
并 使 两 个 小 帆 落 在 矩形 
ABFE ŻA, AET fe MET. 

这 个 同 胚 是 0 稳定 的 ,而 且 还 可 以 略 加 改造 使 它 是 结构 稳定 
的 . 它 具 有 下 列 有 趣 特 点 : 

(D CM N REE Cantor HER; 

(2) 它 具 有 一 切 二 周期 点 ,而 且 周 期 点 集 在 0 集 内 称 密 ， 

(3) 在 吕 和 集中 有 不 可 数 无 穷 多 这 样 的 点 : 它 在 7 作用 之 下 产 
生 在 0 集中 稠密 的 轨道 

(4) EER d, RARE E> 0B A) It OMA E— AX 
总 可 找到 了 ,使 得 

IX — YI < ef Tim |TT -TO > 4. 
也 有 这 样 的 Y， 
|X — YI > 4, fü lim ITX) — T"(QOJ[ « e. 
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这 里 特点 (2)、(3)、(4) HANS AR ERA 3E ELLA TET 36 
时 刻 十 分 相近 的 状态 后 来 可 以 离 得 颇 远 ,开始 时 离 得 颇 远 的 状态 
可 以 变 得 很 近 , 很 多 状态 在 游 动 ,变化 , 走 遍 各 种 不 同 状态 而 呈现 
出 周期 性 状 , 但 又 非 简单 的 周期 重复 . 这 种 现象 被 叫做 “ 混 
ti” (Chaos). 

对 马蹄 的 研究 使 用 了 “符号 动力 系统 的 移 位 映射 ”技巧 . 这 一 
技巧 已 变 成 研究 混沌 的 基本 手段 . 下 面 ,我 们 通过 一 个 十 分 简单 但 
又 类 似 于 马蹄 的 一 维 映射 ,说 明 一 下 这 种 技巧 . 


图 10 


10《a) 可 以 叫做 “一 维 马蹄 ”. 在 [a,6] 上 给 定 了 一 个 连续 可 
微 的 函数 F(x). 把 [a,6] 如 图 那样 分 为 5 个 小 区 间 [a,0], (00.2, 
[Ae], (450) Lo, 5], E Ci FE Ac. Ai. Ar. As. Ar 并 要 求 在 A 
A A: LA IP GO r>. 

对 任 一 点 z € [a,6], 作 一 个 序列 

IKa = ldek (26) 
Ea) € AWL — j), 
这 个 序列 反映 了 在 S HEREA TF x RES PDE ABD 
的 情形 . 不 妨 称 它 为 z 的“ 踪迹” 容易 看 出 1(z) 的 如 下 性 质 . 
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1) Ia) = LTT, — Rh: 
IED = Lll. 
2 X I, — 0,WDSE FERE £208 la = 0. 
3° B= 4. hia = Od, = 0. 
4 BT, = 2,9] L4 4 Dazu = 0. 
5° el, = 180 3, W L4; — 1,3, 2x 4. 
6" 对 于 任意 一 个 由 1 与 3 两 种 数字 组 成 的 无 穷 序 列 
Idel ,有 了 唯一 的 一 个 z+ 使 (zx) = IL. 
7 BT dil, 是 由 1 与 3 组 成 的 序列 ,而 
IQ) = A I A E 
Ily) = Lee uns 
则 |z — y| S pr”. (27) 
要 证 明 7* 很 简单 :由 于 当 —0,1,2- m RA P GO 5 Oo) 
在 同一 个 区 间 A R A AAA A 或 入 ;内 的 全 ,6,,…,é&, 使 
IED = PCy) = [FED © [Pay — fy) | 


= |f EDS Ef Elz — yl 

2x 一 yl. (28) 
再 由 | f(z) 一 Py) | « e RR. 用 (27) 及 区 间 套 定理 可 得 
6°. 

这 种 利用 P^ GO 落 入 的 不 同 区域 而 把 点 x 用 一 串 符号 表示 的 
方法 , 叫 “ 符 号 动力 系 ” 方 法 . 这 里 作 j 了 的 和 迭代 时 对 应 的 序列 只 需 移 
动 一 下 各 项 的 位 置 , 因 而 叫做 “ 移 位 映射 ”. 

从 性 质 1° 一 7° 容易 得 到 混沌 性 质 (2)、(3)、(4). 事实 上 ,由 1 
与 3 两 种 数字 构成 的 序列 对 应 于 非 游荡 点 . 其 中 节 循环 列 对 应 
Fn- 周期 点 ,这 表明 有 各 种 周期 的 周期 点 . 而 任 一 序列 都 可 以 和 
周期 列 有 前 z= 项 相同 ,这 表明 周期 点 在 纠集 中 稠密 . 由 于 序列 中 各 
项 的 异同 刻 划 出 产 (z) 与 f(y) BBA A RA: 中 ,这 就 容易 
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设计 出 足够 多 的 >, 使 混沌 性 质 (3) 与 (4) 出 现 . 
如 果 对 图 1000 "P ER C 
2r [o < T < 7| , 
ya) | 

2(1 — x) PESIXD 
HE 类 似 的 讨论 ,可 以 更 容易 地 证 明 诸 混沌 性 质 . 这 时 ,周期 点 集 在 
[0,1] Lee. Am [0,1] ROR mi x 86] — 进 小 数 本 身 ， 就 可 以 
作为 描述 z 的 踪迹 的 一 种 方法 . 


选 代 本 是 一 种 决定 性 过 程 . 但 由 于 踪迹 序列 的 任意 性 和 无 穷 
性 ,使 得 当 迭 代 次 数 足够 多 时 z 究竟 落 入 哪个 区 间 成 为 随机 事件 


(29) 


作 了 大 量 迭 代 试验 . 即使 是 简单 的 二 次 函数 (zx) = 1 一 as (71 
Srs1,5a21.5Bbf/"C) ARERR WER x KI 
现 如 同 掷 硬币 出 现 正 反面 那样 的 随机 现象 


严格 的 因果 关系 所 支配 的 决定 性 系统 , 竟 表 现 出 随机 特征 , 这 
与 统计 物理 的 研究 相映 成 趣 : 在 统计 物理 中 ,在 随机 性 的 前 提 下 导 
出 了 宏观 的 决定 性 因果 关系 1 前 者 ,是 时 间 上 的 微观 决定 性 导出 了 
宏观 上 的 随机 性 ;后 者 ,是 空间 上 的 微观 随机 性 导出 了 宏观 上 的 决 
定性 . 微分 动力 系统 的 研究 ,从 新 的 角度 揭示 出 决定 性 与 随机 性 的 
对 立 与 统一 . 

对 混沌 的 研究 ,已 成 为 一 个 多 学 科 交 又 的 活跃 领域 . 数学 家 ， 
理论 物理 学 家 ,以 及 其 他 一 些 学 科 的 专家 们 对 它 怀 有 巨大 的 期 望 
与 兴趣 [4]. 甚至 有 人 估计 ,这 个 领域 的 进展 也 许 能 解 开 多 年 来 困 
扰 著 流体 力学 家 的 满 流 本 质 的 难题 ， 


微分 动力 系统 是 一 个 迅速 发 展 的 研究 领域 . 本 文 仅仅 涉及 一 

些 极 粗 浅 、 极 不 全 面 的 基本 知识 . 有 许多 重要 而 有 趣 的 内 容 如 拓扑 

粮 [6]、 遍 历 性 ,封闭 引 理 、 奇 异 吸引 子 等 则 尚未 提 及 . 有 兴趣 的 读 
77 


者 可 进一步 参看 所 附 的 文献 ,以 及 文献 中 提供 的 资料 . 
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多 项 式 常 微 系统 的 定性 理论 
Qualitative Theory of 
Polynomial Ordinary Differential Systems 


中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 
of Mathematics in China 


多 项 式 系统 的 定性 理论 是 动力 系统 理论 的 一 个 新 方向 . 三 十 
多 年 前 ,中 国 和 苏联 数学 家 在 这 方面 先 走 了 一 步 . 但 近 十 年 来 美国 
和 西欧 的 数学 家 对 此 感 兴趣 的 也 愈 来 您 多 了 . 本 文 重点 介绍 二 次 
AR 统 定性 理论 中 的 主要 成 果 和 研究 课题 ,然后 简要 介绍 它们 在 之 
3 次 多 项 式 系统 方面 的 推广 . 


$1 历史 简 述 


与 微 积 分 发 明 的 同时 就 有 了 微分 方程 (参见 [1] 第 十 章 ). 早 

期 的 数学 家 致力 于 求 微分 方程 的 通 解 和 研究 线性 方程 的 通 解 结 

fy. 如 L.Euler,G. W. Leibniz ,I. Bernoulli, D, Bernoulli, A. C. 

Clairaut ,J. R. D'Alembert ,J. L. Lagrange,J. L. Liouville 等 ,现在 

仍 有 以 他 们 的 名 字 命名 的 可 积 方程 . 但 到 19 世纪 中 叶 ， 
Liouville (他 还 以 Sturm-Liouville 理论 而 著称 ) 证 明 : 即 使 像 

a = pl(r)y + qGOy + r(x) (1) 


( 称 为 Riccati 方 程 ,其 中 p,q,r 是 z 的 连续 函数 ) 这 样 简单 的 方程 ， 
一 般 来 说 ,也 不 能 用 初等 积分 法 来 求 出 通 解 . 于 是 数学 家 转 而 研究 
微分 方程 的 基本 理论 ( 初 值 问题 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 ) ,微分 方 
程 (特别 是 线性 微分 方程 ) 的 解析 理论 (参见 [2]) 和 微分 方程 的 定 
性 理论 . 注意 ,方程 (1) 对 于 未 知 函 数 和 它 的 导数 来 说 是 非 线性 
的 ; 而 具有 两 个 未 知 函 数 的 线性 方程 组 却 可 以 通过 变量 代 换 化 成 
(1) 的 形状 . 

定性 理论 创始 于 H. Poincaré 在 1881 一 1886 年 间 所 发 表 的 四 
篇 论文 “ 论 微分 方程 所 确定 的 曲线 ”. 在 他 的 第 二 篇 论文 中 一 些 特 
殊 的 实 多 项 式 常 微 系统 的 全 局 结构 分 析 起 到 了 验证 他 所 首先 发 现 
的 “极限 环 ” 的 存在 ,不 存在 或 唯一 性 的 作用 . 例如 ,他 证 明 二 次 系 
统 : 
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lg: +y -1,8 -scy-D 
没 有 有 限 远 奇 点 ,在 赤道 上 有 三 对 (直径 相对 ) 奇 点 ,其 中 两 对 为 


结 点 ,一 对 为 鞍点 ,并 画 出 了 相 图 , 即 
dy 5(ay — 1) 
dr x? + y-1 
在 x.y 平面 上 的 积分 曲线 族 的 图 形 . 为 了 弄 清 楚 积 分 线 在 无 穷 远 
处 的 性 态 ,Poincare 用 球 心 投 影 的 办 法 把 位 于 (z,y,z) 空间 中 z= 
1 平面 上 的 ,上 述 方程 的 积分 线 投影 到 上 (或 下 ) 半 单 位 球面 x? 十 
y Bg = 1 上 去 ,于 是 赤道 Xx? 十 y= 二 1,z 二 0 上 及 其 附近 积分 线 
的 性 态 就 代表 原 方程 的 积分 线 在 无 穷 远 处 的 性 态 . 
注意 :在 以 后 出 现 的 方程 中 ,所 有 的 上 都 表示 时 间 参 数 ,而 不 
EZER DARRIE HE e REI, OD 
他 证 明 三 次 系统 : 
r= zle + y — 1)— yle + y — 1), 
y= yl +y -—1 +202? ty nl) 
有 唯一 的 有 限 远 奇 RO 0) ,zx? 十 y? = 二 1 是 极限 环 ,赤道 也 是 极限 
HR. Ht eR HPSS > 的 积分 线 ) BERR, 它 的 一 端 绕 向 x? 
+y=1,5- — RA A 0,0). 
| zz 十 形 一 1)(z 十 内 一 9 一 yz 十 内 一 2z 一 8)， 
y= yr? + y? — D(z? + y — 9) + x(a? y — 2x — 8) 
(五 次 系统 ) 
有 极限 环 zx? 十 y = 1, 内 部 有 焦点 (0,0). BLZ -4-y-—948^ X 
UEILLTIEE PAID LIE — 5 55). 赤道 上 没 
有 奇 点 , 且 处 处 和 轨 线 横 截 相交 ， 
z= AC — B,y= BC + A, (七 次 系统 ) 
其 中 4 = zxzC27z? 十 2y? 十 1),B== yr + 2y 一 1),C = (xz? 十 
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y +22? — yi +0. 1, 有 焦点 | 0, + 7; 和 鞍点 (0,0). 过 (0,0) 


有 8 字形 分 界 环 (z? 十 y)! 十 x 一 y? 一 0. 在 8 字形 的 每 一 圈 内 部 
各 有 一 极限 环 ,分 别 环绕 | 7 s[o. - 去 | ,它们 的 方程 
合 在 一 起 可 用 C = 0 来 表示 . 赤道 处 处 与 轨 线 相 横 截 . 

Poincaré 活 到 1912 年 ,可惜 自 1886 年 以 后 的 26 年 中 他 极 少 
在 这 方面 再 写 文章 了 . 在 他 以 后 微分 方程 定性 理论 的 发 展 并 不 快 ， 
读者 可 以 从 本 世纪 五 六 十 年 代 出 版 的 三 本 常 微 专著 [3],[4],[5] 
中 看 出 .在 30 年 代 以 前 这 方面 的 著名 数学 家 有 A. M. Liapunov, 
G. D. Birkhoff, A. Markov,H. Dulac, A. Denjoy ,O. Perron,I. 
Bendixson, M. Frommer & A. 4H Liapunov I] XE T (Ede n 2E 
奇 点 的 稳定 性 理论 ,Birkhoff 与 Markov 以 抽象 动力 系统 的 研究 而 
著称 ,Denjoy 在 环 面 动力 系统 方面 有 很 好 的 工作 ,Perron 与 
Frommer 的 许多 工作 属于 维系 统 解 的 渐 近 性 态 和 平面 定常 系统 
的 高 阶 奇 点 的 研究 . 所 以 对 平面 定常 系统 的 大 范围 定性 理论 真正 
有 重要 贡献 的 可 以 说 只 有 Dulac 和 Bendixson 两 个 人 . 但 是 
Bendixson 的 工作 主要 是 关于 一 般 平面 定常 系统 的 , 即 现在 通常 
称 为 Poincaré-Bendixson 理论 的 ,以 及 奇 点 的 指标 公式 ; 剩 下 来 只 
有 Dulac 一 人 了 .他 有 两 项 重要 工作 . 一 项 是 关于 有 细 焦 点 型 或 细 
鞍点 型 奇 点 的 二 次 系统 的 可 积 条 件 的 研究 (1903), 结果 很 完全 ,但 
可 异 未 总 结 成 一 个 定理 . 另 一 项 是 证 明 任 一 确定 的 二 次 实 多 项 式 
系统 最 多 只 能 有 有 限 个 极限 环 (1923); 但 证 明 有 漏洞 ,直到 最 近 几 
年 中 才 被 几 位 现代 数学 家 所 补足 . 此 外 , 由 他 所 首创 , 协助 
Bendixson 定理 证 明 不 存在 闭 轨 线 的 ,所 谓 Dulac 函数 法 ,以 后 在 
中 国 和 苏联 数学 家 的 工作 中 被 广泛 地 应 用 ,值得 在 此 一 提 . 又 M. 
Frommer 和 荷兰 数学 家 W. Kapteyn 也 曾 对 二 次 系统 存在 中 心 的 
条 件 以 及 全 局 相 图 做 过 研究 . 

直到 1952 年 苏联 数学 家 H. H. Bayrnn 关 于 二 次 系统 的 中 心 或 
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细 焦 点 经 扰动 可 产生 极限 环 的 文章 发 表 以 后 (摘要 发 表 于 1939 
E) 多项式 系统 定性 理论 才 进 入 一 个 新 的 时 期 . 虽然 二 次 系统 的 
细 焦 点 最 多 只 能 是 三 阶 ( 阶 数 的 定义 以 后 再 说 ) 的 事实 际 上 从 
Dulac 1903 年 的 论文 中 已 可 看 出 ,但 Bayr 的 功绩 在 于 首先 引起 
数学 家 们 对 研究 二 次 系统 的 极限 环 和 Hilbert 第 16 问题 后 半 部 的 
兴趣 ,并 且 给 出 有 关 这 方面 的 第 一 个 重要 结果 . 他 的 由 焦点 改变 稳 
定性 而 产生 极限 环 的 方法 虽然 只 是 现在 熟知 的 所 谓 Hopf 分 支 的 
一 个 特例 ,但 使 用 效果 更 为 显著 ,所 得 极限 环 个 数 也 不 只 一 个 ,而 
可 能 有 三 个 . 1955 Æ H.T. Herposckun 与 E. M. Jlangue 发 表 40 页 的 
长 文 试图 证 明 任何 二 次 系统 在 大 范围 来 说 最 多 也 只 能 有 三 个 极限 
BR. 后 来 发 现 不 但 他 们 的 证 明 有 错误 ,而 且 结 论 也 错 了 (后 者 是 中 
国人 的 功绩 ); 但 是 他 们 的 工作 仍然 起 了 推动 中 国 和 苏联 数学 家 开 
展 多 项 式 系统 实 复 域 定性 理论 研究 的 作用 . 

国内 从 1956 年 开始 ,首先 有 秦 元 勋 , 叶 彦 谦和 草 金 柱 的 工作 . 
以 后 30 年 中 国内 关于 二 次 系统 的 工作 大 量 涌现 ,其 中 工作 成 绩 较 
多 或 较 突出 的 有 王 明 淑 , 史 松 龄 , 马 知 恩 , 田 景 黄 ,朱德 明 , 任 永泰， 
刘 钧 , 陈 兰 苏 , 陈 广 钾 , 陈 叔 平 , 陈 伟 峰 , 李 承 治 , 李 开 泰 , 李 继 彬 , 李 
ZR , 汪 儿 年 , 汪 中 位 , 杜 星 福 , 余 潮 祥 AAS EDE, D EE, H 
信安 Hae ALA PG KES REF RHE. RRR 
BF RAM BVA. BE, BEM BK PR tT , g 
茂 安 ,戴国 仁 (以 姓氏 笔画 为 序 ) FA. 

在 前 苏联 除 H. H. BayTxa 以 外 ,50 年 代 以 后 有 A. H. Bepruac- 
Kuti, JI. C. Jiaruna, H. A. CaxapuukoB, H. A. JIykawesny, JI. A. Hepkac, 
Jl. H. JKunenuu, D. C. Peiukog, H. C. Kyxaec, H. P. Poser, K. S. 
C46upckufi, A. A. Uapun, lO. C. Horesuienko, B. l'. Pomanosckun, 
H. H. Byane 等 人 . 在 美国 和 西欧 自 60 年 代 以 后 有 W.S. Loud, L. 
Markus, L.M. Perko,M. Jacobs,C. Chicone, D.S.Shafer, P. 
Curtz, J. Argemi, J. Llibre, N.G. Lloyd, D. Koditschek, K.S. 
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Narendra, A. Lins, J. Guckenheimer, B. A.Coll, A. Gasull R. 
E. Kooij, C. Christopher, J. W. Reyn, P.de Jager, A. Zegeling, 
在 加 拿 大 有 D. Schlomiuk, C. Rousseau, P. Joyal, 在 巴西 有 R. 
Bámon, J. Sotomayor ,在 澳大利亚 有 W. A. Coppel,C. A. Holmes 
等 .迄今 为 止 ,国内 外 关于 二 次 系统 的 论文 根据 J. W. Reyn(6] 的 
统计 已 在 600 篇 以 上 了 . 研究 的 课题 是 多 方面 的 ,成 果 也 是 非常 丰 
富 的 . 


$2 一 些 最 基本 的 定理 和 重要 研究 课题 


一 .关于 奇 点 
定理 1 实 二 次 系统 一 般 有 四 个 实 的 有 限 远 初等 奇 点 ,三 个 
实 的 无 限 远 初等 奇 点 ;其 指标 的 分 布 有 下 列 三 种 可 能 : 


有 限 ,指标 十 1 无 限 ,指标 十 1 | 无 限 ,指标 一 1 

注意 ;有限 (或 无 限 ) 远 实 奇 点 有 可 能 重合 而 成 为 高 阶 奇 点 ， 
或 消失 而 成 为 复 奇 点 ,有 限 远 奇 点 也 有 可 能 跑 向 赤道 而 与 无 限 远 
奇 点 重合 ,不 一 一 在 此 列举 . 

定理 2 ”即使 二 次 系统 有 三 个 指标 十 1 的 有 限 远 奇 点 ,但 其 
中 最 多 只 能 有 两 个 是 焦点 型 的 . 

定理 3 当 二 次 系统 的 四 个 实 初 等 奇 点 构成 凸 四 边 形 的 顶点 
时 ,两 个 对 项 点 有 指标 十 1, 另 两 个 对 顶点 有 指标 一 1; 它 们 如 果 
构成 外 四 边 形 的 顶点 , 则 三 个 外 顶点 有 相同 的 指标 十 1( 或 一 1), 
一 个 内 顶点 则 有 指标 一 1( 或 十 D. 
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二 、 轨 线 与 直线 的 相 切 或 横 截 性 

EH, 任 一 直线 与 二 次 系统 的 轨 线 最 多 有 两 个 切 点 ( 奇 点 
若 在 此 直线 上 ,也 作为 切 点 看 待 ). 若 切 点 多 于 两 个 , 则 此 直线 本 身 
便 是 轨 线 . 一 般 , 任 一 m 次 代数 曲线 与 二 次 系统 的 轨 线 最 多 有 
mn 十 1) 个 切 点 . 

定理 5 ”对 于 具有 有 限 远 奇 点 的 非 退 化 二 次 系统 ( 即 方程 右 
边 的 两 个 二 次 多 项 式 没有 公 因 子 ), 必 存在 一 直线 工 , 它 或 者 是 轨 
线 ,或 者 轨 线 处 处 从 工 的 同一 边 穿 到 另 一 边 (可 能 除了 一 个 奇 点 以 
Sb). 过 有 限 远 初 等 鞍点 的 分 界线 在 此 点 的 切线 便 具有 上 述 性 质 . 
过 两 奇 点 S, 与 S, 的 直线 ! 若 不 是 轨 线 , 则 轨 线 在 ! 的 三 段 co51， 
5,5, 5S,oo 上 的 穿 过 方向 依次 改变 . 连接 有 限 远 奇 点 与 无 限 远 奇 
点 的 直线 或 为 轨 线 ,或 为 无 切 直 线 . 

三 、 般 轨 与 奇 闭 轨 的 性 质 ,相对 位 置 

定理 6 ”二 次 系统 的 闭 轨 或 其 上 仅 含 一 个 奇 点 的 奇 闭 轨 线 必 
为 严格 的 凸 闭 曲线 , 它 内 部 只 有 一 个 奇 点 ,是 焦点 或 中 心 . 


定理 7 二 次 系统 的 闭 轨 或 都 环绕 同一 焦点 型 奇 点 (集中 分 


布 ) ,或 分 别 环绕 两 个 不 同 的 焦点 型 奇 点. 但 不 出 现 (7 与 OO 


型 的 分 布 . 

定理 8 ”二 次 系统 的 可 定向 奇 闭 轨 必 为 凸 闭 ,但 可 能 含 整 条 ， 
半 条 或 一 段 直线 ,也 可 以 含 一 段 赤道 孤 . 通过 两 鞍点 的 有 限 远 可 定 
向 奇 闭 轨 必 含 一 直线 段 , 它 内 部 的 奇 点 若非 中 心 , 则 必 为 粗 焦 点 . 
若 存在 两 个 这 种 奇 闭 轨 , 则 它们 有 一 公共 直线 段 , 且 内 部 的 奇 点 都 
是 中 心 . 存在 不 能 定向 的 奇 闭 轨 线 , 其 内 部 有 两 个 焦点 或 两 个 中 
心 . 二 次 系统 没有 8 字形 的 奇 闭 轨 线 . 

定理 9 已 知 二 次 系统 的 闭 轨 可 以 存在 (1,0),(1,1),(2,0)， 
(2 ,1),(3,0),(3,1) 等 几 种 分 布 ,其 中 前 两 种 是 严格 成 立 的 ,后 四 
种 可 能 有 模 2 之 差 . 又 二 次 系统 不 存在 极限 环 的 (2,2) 分 布 . 有 对 
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称 中 心 的 二 次 系统 若 存 在 极限 环 , 则 必 为 严格 的 (1,1) 分 布 , 

Hilbert 第 16 问题 的 后 半 部 希望 知道 a 次 多 项 式 系统 的 极限 
环 的 最 多 个 数 以 及 它们 的 相对 位 置 . 即使 对 二 次 系统 这 问题 也 还 
未 完全 解决 . 

定理 10 ”二 次 系统 不 能 既 存 在 中 心 又 存在 极限 环 . 当 它 有 一 
中 心 和 一 焦点 时 ,此 焦点 必定 是 粗 的 . 

定理 11 如 果 二 次 系统 除了 两 个 焦点 型 奇 点 ( 且 其 中 至 少 有 
一 为 细 焦 点 ) 以 外 还 存在 第 三 个 有 限 远 奇 点 , 则 其 极限 环 必 集 中 


分 布 . 
四 发 散 量 
定理 12 二 次 系统 
z= P(x,y), y= Q(x,y) (2) 
aP IQ _. 
的 发 散 量 元 十 dy 若 不 恒 等 于 常数 , 则 
div(P,Q) = T 十 E =0 (3) 


的 轨迹 是 一 直线 工 , OD 的 闭 或 奇 闭 轨 线 必定 和 工 相交. 

定理 13 FERO 经 过 一 非 焦点 型 奇 点 , 则 (2) 的 闭 轨 线 
必 集 中 分 布 ,车 直线 (3) 经 过 两 初等 奇 点 , 则 二 次 系统 (2) 无 闭 轨 
线 . 

定理 14 ” 当 二 次 系统 (2) 的 方程 被 化 成 齐 次 坐标 后 , 则 在 (z， 
1,2) 坐标 之 下 ,div = 0 有 表达 式 ， 


[y(P,+Q,) —4Q],-, = 0; (4) 
在 (1,y,z) 坐标 之 下 ,div = 0 ARIAR: 

[2(P, + Q,) 一 4 五]. = 0; (5) 
而 原来 的 (3) 式 现在 可 以 改写 为 ， 

(CP, + QD ].., = 0. (6) 


这 里 P,Q 是 P,Q 的 齐 次 化 多 项 式 . 
五 .分 类 问题 
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定理 15 以 (0,0) 为 指标 十 1 的 初等 奇 点 的 二 次 系统 经 仿 射 
变换 可 以 化 成 下 列 三 种 标准 型 的 任何 一 种 : 


à) i. [Ar + y + bx’ + (2c + Boxy + dy’), (7) 
ye xd ày +ar + b+ ary d cy. 
GD  r—— y + ôr +r? + mry+ ny, 
y= a(l -F ax + by). (8) 
Gi)  r- y +a + bry, 
y=— z + ôy + nr t+ mry + ly. (9) 
其 中 方程 (8) 又 可 再 分 为 三 类 ， 
z=— y + ôx + lr? + mzy + ny y= z. CI 
z=— yt Óx-da + mryt ny, 
y= x(14- ax).a x 0. Cn) 
z=— y + ôr +l + mry + ny, 
y= zQ d az + by),b Æ 0. (CH) 


以 (0,0) 为 焦点 型 奇 点 的 二 次 系统 除 上 述 三 种 标准 型 (7)， 
(8),(9) 以 外 ,还 可 化 为 : 
Gi) " Ax — y — ha? + (2a, + ADxy d A, 
iv 
y= at ayy + dpa? + (QA + ADry — Ay? 
一 般 的 二 次 系统 (2) 可 以 经 过 仿 射 变换 化 为 下 列 五 种 标准 型 之 


(10) 


(1) z= bo + 2? ,y= QG,.y). (11) 
QqQ z= z, y= Q(zr,y). (12) 
(3) z= by y QG.y). (13) 
(4) T= by. 十 ry, y= QG, y). (14) 
(5) c= bz! + y, y= QG, y). (15) 


(7), (8), (9), (10), (14), (15) 又 可 经 过 一 定 的 非 线 性 变换 
化 为 Lienard 方程 ， 
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O OG ae 
六 、 中 心 
定理 16 ”二 次 系统 (7) 出 现 中 心 的 充 要 条 件 是 人 = 0 再 加 下 
条 件 之 一 : 


i) atcwrbt+d=O, 
ii)  a(ad-c) — Bo cr d), 
aa — (3b + e)a? B + (3c + Bef? — d? —0, (17) 
ii) a+ 50 +d)= B -F 5 +c) = 2a’ +d’) 十 ac 十 
bd = 0. 
二 次 系统 (10) 出 现 中 心 的 充 要 条 件 是 至 少 成 立 下 列 四 条 件 


之 一 : 


D A-A-AÀA-O, 

ii) ÀA-A-—A-0, 

ii) à =% =% = 0, 

iV) A = À = A, + 5A, — 5À, = AGA, — 2A? — A? = 0. 
(18) 

二 次 系统 (8) 出 现 中 心 的 充 要 条 件 是 同时 成 立 下 列 四 个 等 式 : 

à — 0,W, — m t m) — a(5 o 2) =0, 

W, = ma(5a — mo [G 4- 0! (n +b) — abt +n) — 0, 

W, = ma'[2a* + 2n? + ni JEU +n)? G + 6) — a! 2L 


2)] — 0. (19) 
当 线性 部 分 有 纯 虚 特征 根 的 二 次 系统 被 写成 复方 程 
z=iz+ Az?+ Brz+C2’ (20) 
(HPe=ctiy 时 ,出 现 中 心 的 充 要 条 件 是 成 立 下 列 条 件 之 一 : 
D B=0 iD4 一 一 于 ,有 一 1 
ii) LA=I,C=0,B=1; (21) 
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iV) A=2,B=1,|C| — 1. 


定理 17 二 次 系统 的 一 个 中 心 区 域 不 能 充满 全 平面 . 


七 、 焦 点 量 和 鞍点 量 
定理 18 二 次 系统 (10) 在 其 焦点 (0,0) 邻近 的 螺 线 的 后 继 


函数 有 表达 式 : 
p = Pll 十 2rÀ 9 + vip 十 UAP + vpe], (22) 
其 中 
v= TAs — A), 
(OW = FAA (As — ADU, + Sh — 54), (23) 


v7 二 一 P rA s 一 Ag)? (Aga, m 2A. 7 XD, 


TW o; di o. HERR RARER AHR RR. WA 记 满 足 定理 16 
中 条 件 (18) A We A 5 A^ 足够 接近 , 且 |p,| Bae i ee 
级 数 收敛 ,是 有 另 1. 

定义 1 XA OBEO,O0 为 (10) 的 粗 焦 点 ;4 = 0,0, 4 
0 时 (0,0) 为 一 阶 细 焦点 入 = v, = 0,0; 0 RI (0,0) 为 二 阶 细 焦 
点 和 = 03 = v, = 0,0, Æ O FE COO) H= BABE. 09505 v, RH 
Q0) 的 细 焦 点 (0,0) 的 三 个 焦点 量 . BDH... FR CD 
的 细 焦 点 (0,0) 的 三 个 焦点 量 . 

定理 19 二 次 系统 的 细 焦 点 的 最 高 阶 数 为 3, 即 当 = v = 
vs = v, = 0 时 (0,0) 是 (10) 的 中 心 . (10) 的 三 阶 细 焦 点 或 满足 
(18) 式 条 件 iy) 的 中 心 可 以 经 过 小 扰动 产生 (而 且 最 多 只 能 产生 ) 
三 个 小 振 焉 的 单 重 极限 环 *. 


* 车 本 是 z= P(zr,y) ,y= Q(z,y) 的 极限 环 , 则 当 ber, + Q,)de + ORT KAM 


r 
重 极限 环 ,『 的 稳定 性 可 由 此 积分 的 正 或 负 来 判定 , 见 [7],， § 2. 
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定理 20 OKRA 存在 两 个 细 焦 点 , 则 它们 都 只 能 是 
一 阶 的 . 若 它 有 一 个 阶 数 之 2 的 细 焦 点 , 则 无 细 壕 点 ( 即 P; Q9, 


在 此 点 等 于 霉 的 鞍点 ), 亦 无 直线 解 . 
定义 2 解析 系统 
r= yc P(x,y), ye z + Qo. (24) 


GEP P,Q, 是 zx,y 的 二 次 以 上 的 项 ) 在 鞍点 (0,0) 的 鞍点 量 或 对 
偶 Lyapunov 常数 V,” 是 : 当 我 们 能 找到 一 个 函数 下 (zy) = (2? 
一 y?) + F(x,y) + Vil (24) HIRA: 


F= a (24) = Vi (rz yw P+ Vi Cae? yy) 二. (25) 


定理 21 以 (0,0) 为 鞍点 的 实 二 次 系统 . 
z=atar+arytay,jy=— y + by + boxy + br 
(26) 
的 三 个 鞍点 量 为 : 
R, = bb, — ajaz, 
R, = ajb,(2a; — bi) (a; + 25) — bb, (b, — a) (b + 2a), 
R; = (a,b, + azb 一 5asb) [a,b, (4b? — az2) 一 ab (4a)? 一 
b,)], - (27) 
R, = R, = R, = 0 Æ (26) 为 可 积 的 充 要 条 件 . 
以 (0,0) 为 较 点 的 实 二 次 系统 : 
a= yc La? + Mry+Ny',y= 20. + Ar + By) (28) 
的 三 个 鞍点 量 为 : 
V;* = M(N — L) — AG + 2L), 
V,' = AMGA + MYLA'QL + B — N)] + (L—N)*(B— 


N)], (29) 
V,* = A!'M(2A — 2N* + LND[A' GOL + B — N) + (L— 
N)*(B—N)], 


Vt = V? = Vj =0 是 (28) 为 可 积 的 充 要 条 件 . 
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定理 22 方程 

a= y — dx — lr? — mzy — ny',y— 701 c ax + by) (30) 
与 方程 (8) 有 相同 的 奇 点 , 若 O 是 (8) 的 指标 十 1( 一 1) 的 初等 奇 
点 , 则 它 是 (30) 的 指标 一 14 1) 的 初等 奇 点 ; 若 O 是 (8) 的 细 焦 
点 ( 细 鞍 点 ), 则 它 是 (30) 的 细 鞍 点 ( 细 焦 点 ). 且 焦 点 量 的 表达 式 
与 鞍点 其 的 表达 式 当 O 为 (0,0) 时 十 分 相似 . 

定理 23 车 在 方程 (8) 中 有 0 过 x 过 一 bm 十 nn 十 5b) 过 
0.2 = 0, 则 N| 0, 二 | 亦 为 焦点 . 此 时 车 OC0,0) 为 三 阶 细 焦 点 , 则 


N 与 O 有 相同 的 稳定 性 . 
八 . 极 限 环 的 不 存在 性 和 唯一 性 
定理 24 齐 二 次 系统 (不 妨 设 右 端 无 公 因 子 ): 
T= a uT? 十 ary + ayy? y= bnr? + bery + buy 
可 积分 ,没有 极限 环 , 全 局 相 图 只 有 七 种 不 同 的 拓 朴 结构 . 
定理 25 以 (0,0) 为 星 形 结 点 的 二 次 系统 (不 妨 设 右 端 无 公 
Alf): 
z= zx + birt? + bry + by’? y= y +a + ary + any’ 
没有 极限 环 , 全 局 相 图 只 有 17 种 不 同 的 拓 朴 结构 . 
定理 26 方程 (1) 当 9 一 0 时 或 有 中 心 , 或 无 闭 轨 线 . 当 
Óm +n) > OP FAR Om + n) < 0 时 若 有 极限 环 , 必 为 唯 
一 . 对 于 方程 ( 和)。。 也 有 与 上 面相 辣 的 结论 . 
定理 27 二 次 系统 的 三 阶 细 焦 点 外 围 不 存在 闭 和 奇 闭 轨 线 . 
二 阶 细 焦 点 外 围 极 限 环 的 唯一 性 已 在 很 多 情况 得 到 证 明 , 但 问题 
尚未 完全 解决 . 有 细 鞍 点 的 二 次 系统 若 其 第 一 个 鞍点 量 为 零 , 则 或 
是 可 积分 (这 时 第 二 .三 个 鞍点 量 亦 为 零 ) ,或 是 不 存在 闭 和 奇 闭 轨 
线 . 
定理 28 ”二 次 系统 : 
Z 一 一 y 十 AMz 十 5 bzy ,y— x + Ay + 5 ayt y! 


1 十 7 一 2 1 十 7 一 2 
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若 存在 绕 原 点 的 闭 轨 线 , 它 必 定位 于 
z +y + 0 一 0 


的 余 集中 包含 (0,0) 的 那 一 个 连通 支 内 . 

九 .代数 曲线 解 及 其 对 极限 环 的 影 啊 

定理 29 有 一 直线 解 的 二 次 系统 其 极限 环 不 能 多 于 一 个 .者 
二 次 系统 有 一 直线 解 和 一 细 焦 点 , 则 无 级 限 环 , 且 细 焦点 只 能 是 一 
阶 的 . 

定理 30 有 二 实 直 线 解 的 二 次 系统 没有 极限 环 ;但 即使 二 次 
系统 有 三 直线 解 , 它 也 可 能 存在 中 心 . KOKRRA IERE 
线 解 时 有 可 能 存在 极限 环 , 但 最 多 只 有 一 个 . 

定理 31 若 二 次 系统 以 一 椭圆 (或 圆 ) 为 极限 环 , 则 它 别 无 其 
他 极限 环 , 且 此 椭圆 是 单 重 环 . 二 次 系统 若 有 一 双 曲 线 解 , 则 无 极 
限 环 . 有 抛物 线 解 的 二 次 系统 有 可 能 存在 极限 环 . 

定理 32 ”二 次 系统 的 三 次 曲线 解 的 闭 分 支 不 可 能 是 极限 环 ， 
但 有 三 次 曲线 解 的 二 次 系统 有 可 能 存在 其 他 极限 环 . 又 有 重点 的 
三 次 曲线 解 的 封闭 部 分 有 可 能 成 为 分 界线 环 . 

十 .有 界 二 次 系统 

定理 33 ”有 界 二 次 系统 必 可 经 仿 射 变换 化 成 下 列 三 种 形式 
之 一 : 

D X= art any + ¥ y= ays tany— zy + cy, KP 
lc] < 2, 其 他 系数 满足 下 列 条 件 之 一 : 

a) an « 0,b)a, 一 aa 一 03c)a = ay, + ay = 0,02 Æ 0, 
cân 十 an <0. 

2) X= auz,y= anx 十 any + TY, 
其 中 au < 0,25 <0. 

3) f= ayzt t+ any + y5»— any KP ay S 0,45 X 0,24 
+ an < 0:3 an < 0,az < 0,2a5 — ay, > 0. 
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定理 34 ”有 界 二 次 系统 也 可 经 仿 射 变 换 化 成 : 
z=— yt ôr tls? + mry.y= xr +ar + by) 

的 形式 ,其 中 诸 系 数 至 少 满足 下 列 二 个 条 件 之 一 : 

i) (—1)? + 4ma<0.mb <0; 

iD (5b — D? + Ama « O,hb =m +a — 0.m( + mà) <0. 

m 350; 

it) bl = ma,b =— l,a + bó = m.mb « 0. 

定理 35 有 界 二 次 系统 的 有 限 远 奇 点 最 多 有 三 个 . 有 一 个 或 
两 个 有 限 远 奇 点 的 有 界 系统 如 果 存 在 极限 环 , 则 必 为 唯一 , 且 是 单 
EH. . 

下 面 再 列举 有 关 二 次 系统 的 一 些 专题 研究 ,但 只 列 专题 和 主 
要 研究 者 ,不 介绍 细节 . 

1. A ABS A E TERRI E CA. H. Beprnncekuä, C. A . Jlarauon, 
M. C. Kykaec, P. Curtz,J. W. Reyn). 

2. EFC BR Xe RE AY p A A R GA EKHI s Kii BBE, A. H. Bopo6pep， 
l. P. Jlarunos,3. H. Kyp6anoBa,j. W. Reyn, (E 7k &). 

3. 二 次 系统 最 多 只 有 有 限 个 极限 环 的 实 域 证 明 (C. Chicone 
and D. S. Shafer, R. Bámon, B. K. Powanonckuii , B f A). 

4. 结构 稳定 无 环 二 次 系统 的 分 类 (Tavares dos Santos,G. , X 
REM SESS , RH, R. E. Kooij). 

5.x = x(ax- by +c), y = y(a'x + b'y + c) FR RE 
$k. J. W. Reyn). 

6. 有 界 系 统 的 相 图 (R.J. Dickson 5 L. M. Perko, 杨 信安 ). 

7. 有 界 系统 的 极限 环 ( 杨 信 安 ,W.A. Coppel ,J. Llibre 4$, # 
PE KES SARI IEEE HO. 

8. 蓄 系 统 ( 即 没有 有 限 远 奇 点 的 ) 相 图 的 拓扑 分 类 (J. Llibre, 
A. Gasull, Bw A). 

9. — Ik A BER ARH BSH I. A. Hepkac,P. de Jager, 48 
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Ot aR). 

10. 有 三 阶 细 焦 点 的 二 次 系统 的 相 图 和 分 支 曲 线 ( 秦 元 勋 , 史 
松 龄 , 陈 明 祥 ,路 纲 ). 

11. 只 有 一 个 有 限 远 奇 点 的 二 次 系统 的 相 图 (J. Llibre 等 ). 

12. 有 二 个 鞍点 和 一 个 非 贰 点 的 二 次 系统 (A. Zegeling). 

13. 方程 (1) 750 = L— O BER) Sc Hl E CHE S E 
EAM). 4 ô = mu = 0 时 的 分 支 曲 线 ( 曹 振 中 , 曹 玉 林 ). 

14. J/f£ ) 24 8 = n = 0 BL ô — m = 0 时 的 分 支 曲线 与 相 
EREE, WRK). 

15. 有 对 称 中 心 与 细 焦 点 的 二 次 系统 的 分 支 图 ( 董 雨 滋 等 ). 

16. FEO) 94 0 — m = 0 时 的 相 图 ( 罗 定 军 , 孙 开 淡 ). 

17. 方程 (1 ) 251 = ORR ER, EAR, ERR 
TR. 

18. 方程 (1) 当 普 一 0 时 的 极限 环 与 分 支 ( 余 潮 祥 ,孙建华 ， 
JI. V. 冰 HteBHd). 、 

19. FHC) 4 n = OR RBH OE J3 H, JI HI. Kunesuy, 
Jl. A. Hepkac , PE (ASS. Rit eA L. M. Perko). 

20. 一 般 的 方程 ( I) AY BRE FR CIR) WIL. A. Hepxac. JI. H. 
冰 rureBHd)， 

21. 有 高 阶 奇 点 的 二 次 系统 的 相 图 与 极限 环 (W. A. Coppel, 
P. de Jager). 

22. FEE) 4 a = 0 时 的 分 界线 环 (JI. A. Hepkac, H. C. 
Kyxaec, H. D. Poser, fj FLA ,C. A. Holmes). 

23. 有 二 阶 细 焦点 的 二 次 系统 的 极限 环 唯一 性 ( 韩 茂 安 , 陈 伟 
峰 ). 

24. 一 般 的 方程 (下 ) 的 极限 环 ( 陈 兰 蕉 , 蔡 料 林 , 张 平 光 , 沈 伯 
赛 , 陈 广 卿 , 刘 钧 , 徐 思 林 , 孙 建华 , 刘 德 明 等 ). 

25. 二 次 系统 的 代数 曲线 解 (JI. A. Hepkac, A. H. A6nonckun, 
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P. M. Esjtokuweuko, B. ®. Duirnios , BIC , ELE. 

26. 由 一 系 周 期 解 分 支出 极限 环 ( 李 继 彬 , 陈 孝 秋 , 张 芷 芬 ,D. 
Schlomiuk 等 ,朱德 明 ). 

27. 二 次 系统 的 不 变量 理论 (K. C. Cu6upekun, H. H. Bynue, 2E 
继 彬 , 刘 一 项 ). 

28. 有 对 称 中 心 的 二 次 系统 的 极限 环 与 代数 分 界 环 ( 索 光 俭 ). 

29. 旋转 向 量 场 方法 在 二 次 系统 定性 理论 方面 的 深入 应 用 ( 叶 
EE UR JI. A. depkac, 沈 伯 赛 ). 

30. 化 二 次 系统 为 Abel 方程 或 极 坐标 方程 来 研究 极限 环 问题 
(W. A. Coppel,J. Llibre, M. Carbonell, A. Gasull). 

31. 极限 环 (2,2) 分 布 的 不 可 能 性 ( 叶 彦 谦 , 叶 惟 寅 , 张 平 光 ). 

32. 射影 平面 上 的 二 次 系统 的 相 图 ( 梁 向 军 ). 


$3 二 次 系统 定性 理论 研究 对 一 般 平面 自治 系 
统 定 性 理论 的 促进 以 及 向 n 次 多 项 式 系 统 方面 的 
推广 


在 了 1 中 我 们 已 提 到 过 Dulac 函数 法 在 中 国 和 苏联 数学 家 的 
研究 工作 中 被 广泛 地 用 来 证 明 单 连通 区 域 中 闭 轨 线 的 不 存在 性 . 
实际 上 , 它 还 被 用 来 证 明 环 域 中 闭 轨 线 的 唯一 性 和 某 些 二 次 系统 
极限 环 的 集中 分 布 问题 . 类 似 于 此 , 当 G. F. D. Duff 的 旋转 向 量 场 
理论 于 1953 年 发 表 以 后 ,立刻 就 受到 中 国 数学 家 的 重视 和 推广 ; 
并 且 在 研究 二 次 系统 极限 环 的 不 存在 性 ,其 个 数 的 奇偶 性 ,相对 位 
置 ,以 及 分 界线 环 的 形成 与 分 支 等 问题 上 得 到 应 用 . 以 上 两 种 方法 
近年 来 也 被 广泛 地 用 来 研究 生物 数学 方面 多 项 式 或 非 多 项 式 系统 
的 数学 模型 . 

此 外 ,为 了 解决 某 些 二 次 系统 极限 环 的 唯一 性 , 唯 二 性 ,… , 促 
使 中 外 数学 家 发 现 更 多 的 证 明 极限 环 唯一 性 , 唯 二 性 ,以 至 唯 z 性 
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的 定理 . 可 惜 的 是 :我 们 猜想 某 些 二 次 系统 最 多 只 有 两 个 极限 环 ， 
但 迄今 尚 无 法 严格 证 明 . 

二 次 系统 定性 理论 向 三 次 系统 ,以 至 KARNE ER 
料 中 的 事 ,而 且 近 十 余年 来 在 国内 外 已 有 不 少 成 果 . 当然 ,即使 是 
三 次 系统 , 8 2 中 所 列举 的 那些 定理 有 的 已 不 成 立 ,有 的 情况 远 比 
二 次 系统 为 复杂 而 困难 . 这 主要 是 由 于 三 次 曲线 的 拓 朴 分 类 比 二 
次 曲线 的 分 类 要 麻烦 得 多 , 且 三 次 系统 奇 点 的 性 态 (如 焦点 量 ) 的 
研 究 也 困难 得 多 , 但 是 也 有 一 些 二 次 系统 方面 的 定理 能 够 立刻 扒 
MA n 次 多 项 式 系统 去 . 

参照 $ 2 ,我 们 看 到 与 定理 1 对 应 的 有 : 

定理 36 实 x 次 系统 一 般 有 :个 有 限 远 实 初等 奇 点 ,n 十 1 
个 无 限 远 实 初等 奇 点 . 在 有 限 远 实 奇 点 中 指标 十 1( 一 D 的 最 多 
有 < 二 二 个 ,指标 一 1( 十 1) 的 至 少 有 二 个 ;就 是 说 ,不 


同 指标 的 初等 奇 点 的 个 数 之 差 最 大 为 ”. 另 一 方面 ,不 同 指标 的 初 
等 奇 点 的 个 数 之 差 最 小 为 1, 当 n 是 奇数 ;为 0, 当 是 偶数 . 

即使 是 三 次 系统 , 尚 无 与 定理 2 对 应 的 定理 . 李 继 彬 等 曾 举 出 
有 5 个 中 心 和 4 个 鞍点 的 可 积 三 次 系统 之 例 . 但 当 三 次 系统 有 6 个 
指标 十 1 的 奇 点 时 ,它们 之 中 是 否 必 有 一 个 不 是 焦点 型 的 ,尚未 完 
全 证 明 . 不 过 ,对 于 多 项 式 系统 的 奇 点 分 析 国内 有 不 少 工作 , 见 高 
维新 , 李 存 富 , 葛 渭 高 , 杨 世 落 , 权 宏 顺 等 的 文章 . 

与 定理 3 对 应 的 有 ， 

定理 37 ” 实 x 次 系统 若 存在 "二 个 指标 十 1 的 初等 奇 


点 ,二 个 指标 — 1 的 初等 奇 点 , 则 它们 有 可 能 构成 ， 
Qn — 1) — (2n — 3) + 2n 一 5) 一 … 十 (一 1 
(*) 
型 分 布 .就 是 说 ,有 2n 一 1 个 指标 十 1 的 奇 点 处 在 最 外 图 ,它们 一 
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起 构成 一 个 2 一 1 边 形 (不 一 定 凸 ) 的 顶点 ,此 2n — 1337848 — 
其 他 奇 点 都 包含 在 其 内 部 (有 的 可 能 在 边 上 ). 然后 有 2n 一 3 个 指 
标 一 1 的 奇 点 构成 一 个 2n 一 3 边 形 的 顶点 ,把 余下 的 所 有 奇 点 包 
含 在 其 内 部 .……, 依 此 类 推 .最 后 ,有 一 个 指标 十 1 或 一 1 的 奇 点 
处 在 上 述 一 个 套 一 个 的 多 边 形 的 内 部 . 也 容易 做 出 一 个 = 次 系统 
使 其 不 同 指标 奇 点 个 数 之 和 为 x?, 但 个 数 之 差 为 最 小 . 

注意 :即使 是 三 次 系统 ,除了 可 能 出 现 与 (x ) 对 应 的 5 一 3 十 
1 型 分 布 以 外 ,还 可 能 出 现 6 一 3 和 4 一 3 十 2 型 分 布 ;但 可 证 明 不 
存在 3 一 3 十 3 型 分 布 . 至 于 之 4 次 多 项 式 系统 ,上 述 不 同类 型 
的 分 布 到 底 有 多 少 ,还 未 有 人 去 研究 过 . 

有 趣 的 是 : 叶 彦 谦 在 证 明 三 次 多 项 式 系统 的 奇 点 可 以 存在 4 
一 3 十 2 型 分 布 时 ,把 早已 由 Poincare 发 现 ,并 在 [5] 的 第 七 章 中 
得 到 严格 证 明 , 但 是 在 近代 定性 理论 中 并 未 受到 重视 的 下 述 定理 

“定理 38 RG 为 平面 上 的 单 连 通 域 , 它 有 光滑 的 边界 LL 
上 不 存在 动力 系统 工 = p(r,y),y = 9(x,y) 的 奇 点 . 设 轨 线 与 了 
相 外 切 的 点 有 7 个 , 相 内 切 的 点 有 o 个 , 则 G 内 的 奇 点 指标 之 和 为 

=+” (A) 

推广 到 工 非 光 滑 且 可 能 通过 奇 点 的 情况 去 . 然后 用 它 来 证 明 4 一 3 
+ 2 型 分 布 存 在 的 可 能 性 和 3 一 3 十 3 型 分 布 的 不 存在 性 . 又 推广 
到 工 可 以 含 轨 线 段 的 情况 去 ,并 用 它 证 明 当 奇 点 有 5 一 3 十 1 型 分 
布 且 最 外 的 5 个 奇 点 是 一 凸 5 边 形 的 顶点 , 则 这 5 个 奇 点 不 可 能 
都 是 焦点 型 奇 点 . 

另 一 方面 ,公式 (入) 又 可 推广 到 平面 ”连通 域 而 成 为 ， 
由 此 易 得 亏 格 为 4 的 闭 可 定向 曲面 M 的 古典 Poincaré 公式 ， 

M 上 动力 系统 的 奇 点 指标 总 和 = 了) = 2 一 2n. 
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和 定理 4 对 应 的 , 易 证 : 

定理 39” 任 一 直线 与 实 n 次 系统 的 轨 线 最 多 有 个 切 点 ; 若 
切 点 多 于 个 , 则 此 直线 本 身 便 是 轨 线 .一般 , 任 一 m 次 代数 曲线 
与 4 次 系统 的 轨 线 最 多 有 mm 十 7 一 D TUI. 

与 定理 6 对 应 的 有 ， 

定理 40 2n 一 1 或 2n 次 多 项 式 系统 的 一 条 单 闭 轨 线 在 任何 
方向 最 多 只 有 4n* 一 4n 十 2 个 极 值 点 . 

定理 7 和 8 对 三 次 系统 已 不 成 立 ,与 定理 9 对 应 的 ,关于 极限 
环 的 相对 位 置 问题 ,即使 对 三 次 系统 ,情况 也 要 复杂 得 多 . 李 继 彬 
等 用 对 三 次 Hamilton 系统 作 小 扰动 的 方法 获得 三 次 系统 的 极限 
环 的 多 种 形式 的 相对 位 置 ,并 证 明 三 次 系统 极限 环 的 最 多 个 数 至 
少 是 11. 定理 10 至 14 对 三 次 系统 都 不 成 立 . 

关于 由 三 次 或 四 次 Hamilton 系统 或 有 高 阶 奇 点 的 系统 经 过 
小 扰动 以 产生 极限 环 和 分 界线 环 并 在 参数 平面 或 空间 中 画 出 分 支 
的 工作 除 李 继 彬 等 以 外 ,近年 来 国外 研究 得 很 多 , 他 们 也 用 
Picard-Fuchs 方程 以 及 其 他 方法 ,并 且 还 用 Macsyma 等 计算 机 协 
Bii WE BUT BAAR. 其 中 工作 较 突出 的 有 周 修 义 ,F. 
Dumortier, R. Roussarie ,J. Sotomayor ,J. K. Hale,C. Rousseau, 
P. Joyal,A. Zoladek ,以 及 我 国 的 张 芷 芬 , 李 承 治 , 王 铎 等 . 

对 于 更 一 般 的 (x,m) 次 多 项 式 系 统 , 即 

z= PCzy)，y 一 Qo(zyy) 

的 闭 轨 线 的 相对 位 置 问题 最 近 A. Cima 5j J. Llibre 5| yt (Fan) 
MH (Nest) 及 其 阶 数 的 概念 ,得 到 扇 和 巢 的 个 数 以 及 它们 的 阶 的 
一 些 估计 . 此 外 ,他 们 还 得 到 一 些 类 似 于 定理 36 中 关于 指标 为 
十 1( 一 1) 的 奇 点 个 数 的 估计 ,应 用 此 理论 于 (1,3) 系统 ,得 到 极 
限 环 的 可 能 分 布 有 下 列 三 种 : 


O O9 oo 
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这 里 每 一 个 圈 代 表 属于 同一 个 集 的 一 切 图, 但 它们 内 部 还 可 能 包 
含 不 同 个 数 的 奇 点 ,从 而 分 为 几 个 不 同 的 肩 . 对 (3,2) 型 系统 , 则 
STER EBORE C M: 


O. ©. C, (690. OO. OO, 000. 


但 所 有 这 些 图 形 是 否 都 能 被 (1,3) 或 (3,2) 型 多 项 式 系统 来 实现 ， 
则 不 得 而 知 . 

与 定理 15 对 应 ,即使 是 一 般 三 次 系统 的 分 类 问题 我 们 也 还 未 
见 到 过 . 与 定理 16 对 应 ,关于 右 方 不 含 二 次 项 的 三 次 系统 有 中 心 
的 充 要 条 件 已 早 解决 . 对 于 其 他 关于 三 .四 次 多 项 式 系统 在 特殊 情 
况 下 有 中 心 的 充 要 条 件 , 在 苏联 JI A. Uepkac H.C. Kykiec, 
A. TI. Canonckun 等 做 了 许多 工作 ,可 在 [8] 及 [9] 中 找到 . 

与 定理 17 对 应 可 证 :2n — 1 次 多 项 式 系统 的 一 个 中 心 区 域 可 
以 充满 全 平面 ,但 2n 次 系统 的 一 个 中 心 区 域 则 不 能 . 

与 定理 18 对 应 的 ,关于 三 次 系统 类 似 于 (22) 的 表达 式 还 没 
有 . 事实 上 ,三 次 系统 的 焦点 量 的 最 高 阶 数 迄今 未 为 人 所 知 . 

与 定理 19 对 应 , 李 继 彬 等 证 明 三 次 系统 的 一 个 细 焦 点 经 过 小 
扰动 有 可 能 产生 6 个 小 振幅 极限 环 . 但 N. Llyod 等 则 能 获得 8 个 . 

最 近 ,A. Zoladek 得 到 三 次 系统 可 以 有 11 个 小 振幅 极限 环 的 
BT. 

对 于 二 次 系统 情况 是 非常 简单 的 ,定理 20 的 前 半 部 ,到 了 三 
次 系统 情况 也 变 得 非常 复杂 而 难以 彻底 解决 ,可 以 看 Lloyd 和 他 
的 学 生 们 的 工作 . 

对 之 3 次 的 多 项 式 系统 没有 和 定理 21 至 23 对 应 的 结果 . 

与 定理 24 对 应 ,关于 齐 三 次 系统 的 分 类 问题 有 Cima 与 Llibre 
的 工作 ,对 一 般 w 次 齐 次 多 项 式 系统 J. Argemi 做 过 一 些 工作 ,对 
之 3 的 多 项 式 系统 没有 和 定理 26 一 27 对 应 的 结果 . 但 定理 25 与 
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28 可 被 推广 到 方程 的 非 线性 项 为 齐 z( 2) 次 的 情况 去 ,结果 视 
为 奇数 或 偶数 而 有 不 同 . 

关于 代数 曲线 解 对 极限 环 个 数 的 影响 ,有 : 

定理 41( 索 光 俭 ): 若 n 次 多 项 式 系统 有 之 一 一 一 
条 直线 解 , 则 不 存在 极限 环 . 

定理 42( 黄 启 字 ) # Kolmogorov 三 次 系统 

a= zP,(x,y), y= yQ (rT,y) 

有 一 非 退 化 二 次 曲线 解 , 且 不 与 坐标 轴 相 切 , 则 不 存在 极限 环 (后 
一 条 件 是 沈 伯 骞 等 加 的 ). 

关于 三 次 系统 的 极限 环 的 不 存在 性 ,存在 性 ,唯一 性 和 唯 二 
性 , 国内 外 的 工作 不 少 , 都 是 关于 某 些 特殊 三 次 系统 ,如 第 二 方程 
右 端 有 缺 项 的 系统 ， 

z= y,y= Qo, (x €) 

或 某 些 由 工程 ,力学 ,生物 数学 ,化 学 反应 等 方面 推导 出 来 的 三 或 
四 次 系统 . 此 外 关于 z= y 一 下 (z),? 一 一 工 当 天 (z) 为 2 十 1 或 
2n 十 2 次 多 项 式 时 A.Lins,W.de Melo 5 C. C. Pugh 猜想 ,其 极限 
FRE AR nt. BREF) 为 三 次 多 项 式 时 得 到 证 明 ,F(zx) 为 
4 或 5 次 多 项 式 时 间 题 也 未 完全 解决 . 国内 外 还 有 一 些 研究 内 部 包 
& 三 个 奇 点 的 极限 环 的 存在 唯一 性 问题 的 工作 ,如 王 现 , 索 光 俭 ， 
韩 茂 安 等 . 关于 三 次 系统 有 界 性 的 研究 陈 国 维 对 一 般 的 (x * ) 做 
过 详细 的 研究 . 关于 代数 曲线 解 与 极限 环 和 可 积 性 的 关系 最 近 有 
C. Christopher 5 R. E. Kooij 的 工作 值得 注意 . 

最 后 要 提 一 下 多 项 式 系 统 定性 理论 和 代数 曲线 论 以 及 球面 上 
另 一 类 多 项 式 系统 之 间 的 关系 . 关于 前 者 可 以 参考 [10] 的 $3. X 
于 后 者 ,M.1. T. Camacho 于 1981 年 引进 R 中 的 齐 二 次 向 量 场 ， 

Q(z) = (Q, CT) ,Q2 (2) ,Q3(2)) r E R,x = (21,22,23), 
Q(T) G = 1,2,3) H zy x zi B LEX Q(z) TER GEERIBEI S? 上 
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(n + po cp — 1) 


导出 切 向 量 场 Qr: 
QrG) = Q(x) 一 (TQ Cr) + T) + x iG). 
把 Q«GO 4: 8) RI = PE, = {r € R |z; — 15,7 1,2,3, 
可 得 三 个 平面 三 次 系统 : 
Wolt) = (2,Q;(4) —QiG2,,Q4GO —Q;GO,0 , ER — 
(2192251), 
Rolz) = (0,z,Qu GO —Q;G),z,Qi GO — (7)) ,其 中 z= 
(1,25,23), 
Se(z) = (2,Q,(2) — Q1G2,0,7,Q; (1) — Q3(2)) Hh r = 
(2151523). l 
由 此 可 见 (z,y) 平面 上 的 二 次 系统 就 是 在 Wo(z) $4 O,(2) 
= 0 的 结果 . Camacho 55 RBI, BE AE UE IE Wo(z)( 特 殊 的 三 
次 系统 ) 的 轨 线 有 许多 性 质 与 二 次 系统 是 一 样 的 . 对 于 上 述 三 个 
平面 三 次 系统 也 可 以 有 类 似 于 定理 14 的 表达 式 , 其 形式 更 为 对 
称 . 
根据 以 上 三 节 中 所 写 的 ,可 以 清楚 地 看 出 :多项式 系统 定性 理 
论 是 有 广 阀 的 发 展 前 途 的 , 它 是 常 微 定 性 理论 中 一 个 方兴未艾 的 
新 方向 . 


l. B. B. Crenauos. 微分 方程 教程 ( 卜 元 震 译 ,高 等 教育 出 版 社 ,1955). 

2. E.Hille,Ordinary Differential Equations in the Complex Domain. John 
Wiley & Sons , Inc. ,1976. 

3. B. B. Heuuuxnü , B. B. Crerauon. 微分 方程 定性 论 ( 王 和 柔 怀 , 童 勤 庶 译 . 科 
学 出 版 社 ,1954,1959). 

4. E. A. Coddington, N. Levinson. Theory of Ordinary Differential Equa- 
tions ,1955. 
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复 解析 函数 的 迭代 理论 的 研究 ,应 追溯 到 了 . Fatou 55 G. Julia 
的 时代. 他们 在 第 - -次 世界 大 战 期 间 ,分 别 独立 地 进行 了 研究 ,并 
为 这 一 理论 商定 了 基础 ， 
80 年 代 ( 也 即 在 Fatou 5j Julia 的 研究 之 后 60 年 ). 这 种 研究 得 
到 了 复苏 ,并 引起 了 广泛 的 兴趣 ,其 中 一 个 重要 的 因素 是 电子 计算 
机 的 应 用 . 1980 年 ,B. B. Mandelbrot 第 一 次 成 功 地 用 电子 计算 机 
绘制 了 映射 = 上 于 十 < 在 参数 平面 上 的 分 枝 图 ,后 来 人 们 又 绘制 了 
许多 复 迭 代 的 Julia 集 的 图 形 ,这 些 图 形 的 优美 与 复杂 是 出 人 意外 
的 ,一些 配 有 彩色 的 优美 图 形 简 直 可 以 与 艺术 品 相 比美 ( 见 H. 
O .Peitgen 与 P. H. Richlet fp 3E (The Beauty of Fractals 
——- Images of Complex Dynamical Systems )). 48 fg ix # ABA 
们 提出 了 许多 数学 上 的 猜想 ,进一步 刺激 了 这 种 研究 的 发 展 . 
复 解析 动力 系统 在 近 十 余年 来 引起 广泛 兴趣 的 另 一 个 因素 是 
由 于 一 批 著名 数学 家 的 参与 使 得 这 一 理论 有 了 实质 性 的 突破 与 进 
展 . 特别 应 该 提出 的 是 D. Sullivan 的 贡献 . 他 的 关于 有 理 映射 的 稳 
定 域 的 最 终 周期 性 定理 及 周期 稳定 域 的 分 类 定理 , SRA. 是 
Fatou 5j Julia 之 后 这 种 研究 的 最 重要 的 进展 . 此 外 ,A. Douady 与 
J. Hubbard 对 于 二 次 系统 的 深刻 研究 ,使 我 们 对 于 Mandelbrot 集 
有 了 较 多 的 了 解 . 
复 解析 动力 系统 的 研究 与 紊 动 (Chaos) 现象 与 分 形 几 何 
(Fractal Geometry) 有 紧密 联系 . 解析 函数 的 迭代 所 形成 的 Julia 
. 集合 往往 具有 率 动 现象 和 Fractal 的 基本 特征 . 因此 , 复 动力 系统 
的 研究 为 这 些 方面 的 探索 提供 了 新 的 信息 . 
本 文 只 是 复 动力 系统 的 一 个 一 般 介绍 . 我 们 不 试图 罗列 这 一 
领域 的 全 部 进展 ,只 打算 就 其 基本 概念 与 结果 作 一 概括 介绍 ,并 在 
可 能 的 情况 下 提 到 若干 正在 研究 的 问题 . 
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$1 从 牛顿 求 根 方法 说 起 


大 家 知道 ,对 于 一 个 实 系数 的 多 项 式 
pla) = aot" 十 "十 ad。 (ao Æ O), 
我 们 可 以 用 牛顿 方法 求 根 ,也 就 是 说 ,从 一 个 给 定 的 初 值 ze 出 发 ， 
考虑 迭代 序列 
Int = Ta — Play)/p' Gu), 
n = 0,1,2, *** 
在 P(x) FARA TREO F, IRIE IX PREM p) 的 
一 个 实 根 . 
牛顿 方法 的 一 个 自然 推广 便 是 考察 复 域 上 的 多 项 式 的 求 根 问 
题 . 早 在 1879 4E. L. A. Cayley 就 认真 研究 过 这 个 问题 ,其 论文 的 题 
目 为 “The Newton-Fourier imaginary problem”, 并 将 上 述 牛顿 求 
根 方法 扩充 到 复 域 上 的 多 项 式 时 称 为 Newton-Fourier 方法 . 他 建 
议 研究 这 样 的 问题 :在 复 平面 上 确定 这 样 的 区 域 ,使 得 其 中 的 任意 
一 点 作为 初 值 时 上 述 牛 顿 迭代 序列 都 收敛 到 多 项 式 的 某 一 个 根 ， 
他 设想 一 个 多 项 式 应 该 有 若干 个 不 同 的 这 样 的 区 域 , 而 这 些 不 同 
的 区 域 对 应 于 多 项 式 的 不 同 的 根 . 
Cayley 证 明了 , 当 多 项 式 是 有 两 个 不 同根 的 二 次 多 项 式 时 ,由 
两 个 根 的 连 线 的 垂直 平分 线 将 复 平 面 分 作 两 个 区 域 , 在 每 个 区 域 
中 任 到 一 点 作为 初 值 , 其 牛顿 迭代 序列 总 是 收敛 到 位 于 该 区 域 中 
的 根 . . 
当初 值 取 在 上 述 垂直 平分 线 上 时 ,其 牛顿 迭代 序列 将 没有 极 
限 . 
Cayley 本 人 很 快 就 发 现 ,他 所 提 的 问题 的 解答 对 于 二 次 方程 
是 容易 的 ,但 对 于 三 次 方程 就 显得 十 分 困难 . 由 于 他 认识 到 这 个 问 
题 的 困难 与 复杂 ,他 最 终 放弃 了 对 它 的 研究 . 
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尽管 如 此 ,Cayley 所 提出 的 问题 正 是 后 来 Fatou 与 Julia 发 展 
他 们 有 关 有 理 映 射 迷 代理 论 的 一 个 重要 出 发 点 . 
我 们 不 妨 把 Cayley 问题 扩充 为 更 为 一 般 的 形式 . 设 
f(z) = pl(z)/g(z) 
是 一 个 有 理 表达 式 , 其 中 心 与 9 是 两 个 互 素 的 多 项 式 . 设 ze 为 任意 
给 定 的 一 个 初始 值 ,考虑 了 和 迭代 的 序列 ， 
zy = f(xy) oko = f(z), roost! = f(z,),... 
这 个 迭代 序列 或 集合 {z。: n = 0.1. ee) 被 称 为 z。 的 前 向 轨道 ,或 
简称 为 zo 的 轨道 . 
我 们 关心 的 问题 是 : 初 值 z, 落 在 怎样 的 区 域内 时 ,其 轨道 是 
有 极限 的 ,而 其 收敛 性 是 在 区 域内 局 部 一 致 的 . 
很 容易 发 现 , 要求 整 条 轨道 收敛 于 一 点 ,这 个 要 求 是 过 分 强 
了 . 任何 一 条 周期 大 于 一 的 循环 轨道 都 不 可 能 满足 这 样 的 要 求 . 因 
此 ,我 们 不 妨 将 要 求 降低 为 ,轨道 的 任意 一 个 子 序 列 都 有 一 个 局 部 
收敛 的 子 序列 . 在 这 种 要 求 下 , 所 求 的 区 域 就 是 下 面 要 定义 的 
Fatou fi. 


$2 Fatou € 5 Julia € 


为 了 定义 Fatou 集 与 Julia 集 , 我 们 需要 半 纯 函数 正规 族 的 概 
念 . 
00 B X Hf UO BE MERU 上 的 一 个 半 纯 函数 
族 . 若 多 中 的 任意 一 个 序列 ,都 有 一 个 子 序 列 在 上 局 部 一 致 收 
$i , RU Fk .多 是 一 个 正规 族 (normal family). 
这 里 的 收敛 性 是 对 球面 度量 而 言 的 . 
今后 我 们 记 户 为 了 的 = 重复 合 , 即 


106 


frafe sees ffi. 
fttt df 


在 这 种 记 法 下 ,点 z。 IEEE f(z.) 120,1. * + +}. 

定义 ” 设 f:C>C 是 一 个 有 理 映 射 ,我 们 称 点 zxvEC 为 了 的 
一 个 正规 点 ,如 果 存 在 点 ze 的 一 个 领域 UU, 使 得 函数 族 { 扬 10) 在 
U 上 是 正规 族 . f 的 全 体 正规 点 所 组 成 的 集合 被 称 为 Fatou BE, 
WENNEN. 

Fatou 集合 有 时 被 称 为 稳定 集合 或 正规 集合 . 

显然 ,由 定义 不 难看 出 Fatou 集合 总 是 开 集合 . 

定义 。” 有 理 上 映射 /: CC 的 非 正规 点 所 组 成 的 集合 ,也 即 
Fatou 集合 之 补 集 CNN CO) BEER Julia 集合 , 记 作 J CO Sk J. 

显然 ,Julia 集合 总 是 闭 集 合 . 

因为 正规 族 的 概念 是 一 个 “函数 论 ”概念 ,所 以 单 从 现在 的 定 
义 尚 不 能 看 清 Fatou 集合 或 Julia 集合 的 动力 系统 上 的 意义 . 不 过 
很 快 我 们 就 从 它们 的 基本 性 质 上 看 出 :在 Fatou 集合 中 的 轨道 总 
是 “稳定 的 ”, 而 在 Julia 集合 上 的 轨道 是 很 “紊乱 ”的 . 

Al RSO = xz?, 很 容易 看 出 ,这 时 /的 Fatou 集 合 是 单位 
圆 内 部 与 单位 圆 外 部 ,而 其 Julia 集合 是 单位 圆周 . 

但 是 这 个 例子 并 不 典型 ,因为 其 Julia 集合 是 很 规则 的 曲线 ， 
而 这 种 情况 仅 是 个 别 的 . 
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M2 设 f(z) = z +i, H Julia 集合 是 一 条 无 圈 曲 线 
(denbcite) ,如 图 1. 


图 1 zj z? 十 i 的 Julia 集 


108 


$3 f(z) = 274 (0.99 + 0. 1422. H Julia 集 是 一 条 简 
单 闭 曲线 ,但 处 处 不 光滑 ,如 图 2. 


2 zh z? + (0.99 + 0. 14i)z 的 Julia 集 


109 


Bia 设 f(z) = z +e, HP e= 0.765 + 0.127. K Julia 
集合 是 一 个 完全 不 连通 的 集合 ,如 图 3. 


ae 
We cs 


\ 


图 3 ze z? +0.12 — 0.765 BY Julia 集 
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AS 设 /(z) =o + ee + D C Julia ME RAL 


闭 曲 线 组 成 . 换 句 话说 ,其 Fatou 集 由 无 穷 多 个 连通 分 支 组 成 ,如 


ine 
ges 


s 12, 4 MG, g Jul 
图 4 zez + 257 十 Tost AY Julia 集 


以 上 这 些 图 形 都 是 由 电子 计算 机 绘制 的 . 我 们 从 上 述 几 个 例 
子 中 已 经 看 到 ,尽管 函数 是 十 分 简单 的 ,但 其 Julia 集 却 很 复杂 . 大 
多 数 的 Julia 集合 是 具有 Fractal 的 特征 ,如 处 处 不 光滑 以 及 具有 
某 种 自 相 似 性 . 但 对 它 的 Hausdorff 维 数 ,我 们 所 知 甚 少 . 

我 们 知道 ,一 个 有 理 映射 是 复 球面 到 自身 的 全 纯 映 射 ;反之 亦 - 
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然 . 因此 ,对 于 每 个 有 理 映 射 /: > 而 言 ,总 有 一 个 正 整数 4， 
使 得 每 个 w € C. 方程 f(z) = w 恰 有 a 个 根 ( 将 重 数 计算 在 内 ). 
这 个 数 a REA f 的 拓扑 度 , 记 作 degoD. 

很 容易 验证 , 当 f 是 多 项 式 时 ,其 拓扑 度 就 是 多 项 式 的 次 数 ; 
而 当 SRA p(z)/q(z) 时 ,其 中 p.a 是 互 素 多 项 式 , 则 有 

deg(/) = max (deg? degg}. 

AU deg UD = 1 的 充 要 条 件 是 f 为 分 式 线性 变换 . 

对 于 分 式 线性 变换 而 言 ,其 动力 系统 是 平凡 的 . 例如 , 双 曲 型 
分 式 线性 变换 的 每 条 轨道 都 趋向 于 其 吸 性 不 动 点 ,抛物 型 分 式 线 
性 变换 的 每 条 轨道 都 趋向 其 唯一 不 动 点 ,而 椭圆 型 分 式 线性 变换 
TERT —T EER. 

因此 ,我 们 只 须 研究 拓扑 度 大 于 1 的 有 理 映 射 . 

命题 1 拓扑 度 大 于 1 的 有 理 映射 ,其 Julia 集合 总 是 非 空 的 . 
换 句 话说 ,这 时 Fatou 集合 不 可 能 是 全 平面 . 

Julia 集合 有 没有 可 能 是 全 平面 呢 ? 回 答 是 肯定 的 . 第 一 个 这 
样 的 例子 是 由 Lattés 给 出 . 


$3 周期 轨道 及 其 附近 的 轨道 的 结构 


H e E 是 任意 一 点 ,f: C 一 C 是 一 个 有 理 映 射 . 若 存在 一 
个 自然 数 ”使 得 户 (*。) = zo UK =。 为 周期 点 ,其 轨道 被 称 为 周 
期 轨道 ,或 循环 . 使 得 户 (zo) = z。 的 最 小 自然 数 被 称 为 周期 . 
周期 轨道 在 动力 系统 中 常 扮演 重要 角色 ,在 复 动力 系统 中 也 
是 如 此 . 
设 x。 是 了 的 一 个 = 周期 点 . 则 称 数值 
A= [£5] 


为 zo 的 特征 值 . 根据 链 规则 不 难看 出 
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Eco 


A= ll FO GO). 


由 此 可 见 , 周 期 轨道 上 的 每 一 点 的 特征 值 都 相等 . 因此 ,这 个 共同 
的 特征 值 也 称 为 该 周期 轨道 的 特征 值 . 
我 们 根据 特征 值 来 对 周期 轨道 进行 分 类 ;一 个 周期 轨道 被 称 
为 
超 吸 性 的 A = 0; 
吸 性 的 0 < |Al <1; 
中 性 的 [Al = 1; 
斥 性 的 ea] > 1. 
对 于 周期 点 也 有 相应 的 称呼 . 
Schröder , Koenigs ,Leau 及 Böttcher 对 于 吸 性 或 超 吸 性 周期 
点 作 了 研究 . 
Schróder-Koenigs 定理 it z.€C 是 解析 函数 f 的 一 个 nn 周 
期 点 ,其 特征 值 为 4, 且 0 过 14| 二 1. 则 存在 z。 的 一 个 令 域 U 及 共 
形 映射 p: U — 入 ,CAr = {z+ |z| «rp 使 得 
ef 0A, 
也 即 下 图 是 可 交换 的 : 


Arpa A 


Böttcher 研究 了 超 吸 性 周期 点 的 情况 . 
Böttcher 定理 设 zoEC 是 解析 函数 了 的 一 个 超 吸 性 ”周期 
A HE z 附近 有 展 式 : 
f'()-—z,da(-—z-4-*— (as 0,bh 2» 1), 
则 存在 z 的 一 个 领域 U0 及 共 形 映射 p: U > A, 使 得 
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PF opip = t 
也 即 下 图 是 可 交换 的 : 


Agp eA 


上 述 两 个 定理 告诉 我 们 ,在 吸 性 或 超 吸 性 周期 轨道 附近 的 点 
的 轨道 都 被 该 周期 轨道 所 吸引 ,并 很 容易 推出 

命题 2 吸 性 或 超 吸 性 循环 属于 Fatou 集合 . 

由 于 在 斥 性 周期 点 上 的 特征 值 的 模 大 于 1, 这 导致 了 序列 
(fe |k = 1,2, 09+) 在 该 周期 点 的 任意 一 个 邻 域内 不 可 能 有 一 致 
收敛 的 子 序列 . 因此 ,我 们 证 明了 

命题 3 斥 性 循环 属于 Julia RE. 

困难 的 情况 发 生 在 中 性 循环 上 . 

设 z。 是 /的 一 个 中 性 周期 点 ,周期 为 n. 如 果 存 在 zo 的 一 个 邻 
RU 及 共 形 映射 p: U -* A, 使 得 下 式 成 立 

pf pil) =X, 
Xp ADS SE z WHE. WA BIE x 属于 Fatou 集合 . RZ, 
若 zo 属 于 f 的 Fatou 集 合 则 上 述 的 邻 域 U 及 共 形 映射 q 一 定 存在 . 

上 述 等 式 可 以 看 成 是 关于 9 的 一 个 泛 函 方程 ,通常 人 们 称 之 
为 Schröder 泛 函 方程 , 简 记 为 SFE. - 

命题 4 ”中 性 周期 点 属于 Fatou 集 , 当 且 仅 当 其 相应 的 SFE 
有 解 . 

设 4 为 某 中 性 周期 点 之 特征 值 . & 

A=e™,aEQ, 
则 该 中 性 周期 被 称 为 有 理 中 性 周期 点 . 
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对 于 有 理 中 性 周期 点 而 言 , 上 述 SFE 无 解 . 事实 上 ,这 时 存在 
一 个 整数 ,使 得 * = 1. 如 果 SFE 有 解 , 则 必 导 致 
pf” g(t) =f, 
th Bp 
J”) = 2z,Vz2E U. 
对 于 一 个 拓扑 度 大 于 1 的 有 理 上 映射 而 言 此 为 不 可 能 . 因此 ,我们 证 
明了 
$E S ”对 于 拓扑 度 大 于 1 的 有 理 映射 而 言 ,有 理 中 性 循环 
属于 Julia 集合 . 
是 否 所 有 无 理 中 性 周期 点 都 在 Fatou 集中 呢 ?Pfiffer 首先 给 
出 了 这 样 的 例子 ;a 是 无 理 数 ,而 相应 的 周期 点 z。 属于 Julia 集 . 
对 于 无 理 中 性 周期 点 的 一 个 重要 研究 工作 是 属于 Siegel 的 
(1942 年 ). 他 证 明了 下 面 的 定理 . 
Siegel 定理 设 z。 是 一 个 中 性 周期 点 , 其 特征 值 1 = 
exp(2mia). 车 存在 两 个 正 实数 a 与 5, 使 得 下 式 成 立 


> FV mn€ Zin>0, 


m 
a — — 
n 


. Wz 属于 Fatou 集合 ,也 即 SFE 有 解 . 

这 个 定理 的 证 明 是 复杂 的 . 

略微 粗糙 地 说 ,上 述 条 件 要 求 a 是 这 样 的 无 理 数 , 在 用 有 理 数 
逼近 它 时 不 可 能 “速度 很 快 ”( 相 对 于 分 母 的 增 大 而 言 ). 
Siegel 证 明了 满足 上 述 的 条 件 的 值 4 在 单位 圆周 上 是 全 测度 


集 . 
但 是 , 另 一 方面 Cremer 证 明了 下 面 的 定理 . 
Cremer 定理 若 无 理 数 a 满 足下 列 条 件 : 有 无 穷 多 个 自然 数 
m 5j n 使 得 下 列 不 等 式 成 立 


a— 2|< 1/m^'-!, 
m 
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则 多 项 式 
f(x) = 2 ered ez 
的 中 性 不 动 点 z = 0 属于 了 的 Julia 集合 . 

定义 ”属于 Julia 集 的 无 理 中 性 周期 点 被 称 为 Cremer 点 . 

尚未 解决 的 问题 1 ”迄今 为 止 ,我 们 尚 不 知道 ,一 个 无 理 中 性 
周期 点 属于 Julia 集 与 否 ( 即 是 否 是 Cremer 点 ) 这 件 事 只 取决 于 其 
特征 值 . 换 句 话说 ,是 否 有 这 样 的 一 个 4 值 ,对 应 于 两 条 周期 轨道 ， 
一 条 属于 Julia 集 , 而 另 一 条 属于 Fatou 集 ? 

有 理 中 性 周期 轨道 附近 点 的 轨道 的 性 态 已 十 分 清楚 . 有 所 谓 
Fatou-Leau ER ER. 其 大 意 是 说 ,每 个 有 理 中 性 周期 点 都 对 应 
若干 个 吸 性 花瓣 及 同样 数目 的 斥 性 花瓣 . 落 在 吸 性 花瓣 内 的 轨道 
将 被 周期 点 所 吸引 ,而 落 在 斥 性 花瓣 内 的 点 将 远离 周期 点 而 去 . 如 
图 5. i 


图 5 tee ea eA 


尚未 解决 的 问题 2 Cremer 点 附近 的 轨道 性 态 如 何 ? 
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$4 Julia 集 的 性 质 


现在 我 们 假定 f+ ô> 是 一 个 有 理 映射 ,其 拓扑 度 deg 
之 2, 用 J(f) RARE Julia 8. 

命题 7 IS) 是 非 空 完全 集 ( 即 没有 孤立 点 的 闭 集 ). 

由 此 可 见 ,Julia 集 的 势 为 c. 

一 个 集合 4 称 为 不 变 集 , 如 果 f(4) C A. 4 称 作 完 全 不 变 的 ， 
如 果 4 是 不 变 的 , 且 有 SCA) C A. 

命题 8 Jf) 是 完全 不 变 的 . 

由 此 推出 ,二 的 Fatou 集 也 是 完全 不 变 的 . 

由 Julia 集 与 Fatou 和 集 的 完全 不 变性 可 知 ;一 点 的 轨道 ,不 论 是 
前 向 轨道 还 是 后 向 轨道 ,要 么 全 部 属于 Julia 集合 ,要 么 全 部 属于 
Fatou 集合 . 

命题 9 对 于 任意 的 自然 数 m, "与 有 相同 的 Julia 集 ,也 即 

JO") = JC. 

$E 10. MRI C. WJCO 没有 内 点 . 

从 计算 机 绘制 的 图 形 看 来 ,似乎 在 J(f) 不 是 全 复 球面 时 ,其 
测度 为 零 . 但 是 这 仅仅 是 一 个 猜想 . 

尚未 解决 的 问题 3 ”有理 映射 的 Julia 集合 在 没有 内 点 时 是 否 
其 测度 为 零 ?即使 是 对 于 二 次 多 项 式 p(z) = z! 十 c, 这 个 问题 的 一 
般 答 案 也 是 未 知 的 . | | 

对 于 整 函 数 而 言 , 这 个 问题 的 回答 可 以 是 否定 的 . 1987 年 
McMullen 出 人 意料 地 证 明了 函数 

f = acosz + b 

的 Julia 集合 的 测度 大 于 零 . 

我 们 已 经 知道 , 斥 性 周期 点 都 在 Julia 集合 之 内 . 下 面 的 命题 
告诉 我 们 斥 性 周期 点 在 Julia 集合 上 是 秽 的 . 
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命题 11 JAO 是 了 的 斥 性 周期 点 集合 的 闭 包 , 也 即 
JC) = closure{ 斥 性 周期 点 }. 

我 们 已 知道 ,J(f) 没有 孤立 点 且 非 空 .所 以 命题 11 又 进一步 
推出 ,拓扑 度 大 于 1 的 有 理 映 射 有 无 穷 多 个 斥 性 周期 点 . 

命题 11 也 可 以 作为 Julia 集合 的 另 一 个 等 价 定义 . 它 清楚 地 告 
诉 我 们 Julia 集合 在 动力 系统 上 的 特征 . 

命题 12 ”对 于 任意 一 点 z。€ JOO Rz 的 任意 一 个 开 邻 域 
局 ,我 们 总 可 以 找到 一 个 自然 N, 使 得 

FQGYU)2JNnzN. 

这 个 性 质 在 动力 系统 上 被 称 为 强 混合 (strong mixing). 它 告 
FRI EIS) 上 任意 取出 一 个 “片段 *, 对 它 进行 迭代 ,次 数 充分 
大 之 后 ,这 个 片段 的 像 就 是 Julia 集 的 全 体 . 

这 是 一 个 很 强 的 性 质 . 在 一 定 的 意义 下 , 它 意 味 着 映射 S E 
JOD 上 的 作用 是 紊 动 的 (chaotic). 

命题 13 ”对 于 任意 一 点 v EJO RNA 

J(f) = closure( f" (zo) n = 0,1, ***), 
也 就 是 说 ,Julia 集合 是 它 的 任意 一 点 逆向 轨道 之 闭 包 ;或 者 说 ， 
Julia 集合 中 的 任意 一 点 的 逆向 轨道 在 Julia 集合 上 都 是 稠密 的 . 

用 动力 系统 的 语言 说 ,f 在 其 Julia 集合 上 的 作用 是 拓扑 传递 
的 . . . . 
命题 13 是 电子 计算 机 绘制 Julia 集 的 一 种 理论 依据 . 就 是 说 ， 
AT BH Julia 集合 ,我 们 只 要 求 出 一 个 它 上 面 的 点 (比如 斥 性 周 
. 期 点 ,或 者 有 理 中 性 局 期 点 ) ,然后 求 它 的 逆 像 即 可 . 

有 理 映 射 在 其 Julia 集合 上 的 作用 是 紊 动 的 ,已 由 上 述 诸 性 质 
看 得 十 分 清楚 . 首先 , 它 的 周期 点 在 Julia 集合 上 是 稠密 的 (命题 
11). 其 次 , 它 有 在 Julia 集合 上 稠密 的 逆向 轨道 ,从 而 具有 拓扑 传 
递 性 . 最 后 ,命题 12 告诉 我 们 , 它 的 轨道 行为 有 不 可 预测 性 , 即 对 
初 值 具有 极端 敏感 的 依赖 性 . 
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$5 Fatou 集合 的 结构 


我 们 已 经 知道 ,Fatou 集合 是 一 个 完全 不 变 的 开 集 . 但 它 可 能 
是 空 集 . 

利用 Riemann-Hurwitz 公式 ,很 容易 证 明 Fatou E NOU) + 9 
时 ,只 有 下 列 两 种 可 能 : | 

ONS) 有 无 穷 多 个 连通 分 支 ; 

DNA 仅 有 一 个 或 两 个 连通 分 支 . 

我 们 主要 关心 的 问题 是 在 Fatou 集中 轨道 行为 如 何 . 如 果 
N CD ER ii AER. RA SRS KEND 的 连通 分 支 到 自身 
的 映射 .如果 是 第 i 种 情况 ,这 又 有 两 种 可 能 性 : 

NS) 的 任意 一 个 分 支 D HERE 

D,f(D), PD), ++ 

是 最 终 周期 的 (eventually periodic) ,也 即 存在 一 个 自然 数 mx, 使 得 
f" (D) 是 周期 的 . 

在 这 种 情况 下 ,7 的 某 次 和 迭代 将 70D) 映 为 自身 ,会 变 得 比较 
容易 处 理 . 

COONS) 的 某 个 分 支 D 的 迭代 序列 

D, f(D), FD), ++ 

中 任意 两 个 都 不 相 重 迭 . 这 时 被 称 为 游荡 域 . 

如 果 有 游荡 域 发 生 ,问题 会 变 得 十 分 复杂 . 

Fatou FÆ 20 年 代 就 曾 猪 想 ; 对 于 有 理 函 数 而 言 ,游荡 域 是 不 
存在 的 . 

这 一 猜想 一 直到 1981 年 才 由 Sullivan 证 明 . 

他 的 证 明 用 到 拟 共 形 上 映射 (quasiconformal mappings) X 
Teichmüller 空间 理论 . 

Sullivan 定理 ” 设 了 是 拓扑 度 大 于 1 的 有 理 映射 .又 设 DD CC 
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NCA) 是 NCf) 的 任意 分 支 . 则 DD JE Rc HJ PRÉS. 

毫 无 疑问 ,Sullivan 定理 对 有 理 映 射 的 动力 系统 有 重大 意义 . 
它 告诉 我 们 ,为 了 弄 清 在 Fatou 集合 上 的 轨道 行为 ,只 要 讨论 周期 
稳定 域 (Fatou 集 的 连通 分 支 ) 就 足够 了 . 

在 Sullivan 的 著名 工作 发 表 之 后 ,许多 人 给 出 了 简化 的 证 明 . 

吕 以 攀 的 证 明 中 避免 了 了 Teichmiller 理论 . 

E Bh T XC HB JL for Sullivan 对 周期 稳定 域 的 轨道 行为 进行 了 
拓扑 分 类 . 

周期 稳定 域 分 类 定理 ; 设 DCN(f) PAMEKAS: CC 的 
一 个 稳定 域 , 且 PCD) = D. 则 有 下 列 五 种 可 能 性 : 

(DD 中 有 f 的 超 吸 性 周期 点 ,D 中 任意 一 点 的 轨道 都 被 该 超 
吸 性 循环 所 吸引 . 在 集合 

a = fO» 
中 至 少 有 的 一 个 临界 点 . 

(ii)D 中 有 的 吸 性 周期 点 ,D 中 任意 一 点 的 轨道 都 被 该 吸 性 
循环 所 吸引 . 在 集合 .ez 中 至 少 有 上 的 一 个 临界 点 . 

Gii) Æ aD 上 有 上 的 一 个 有 理 中 性 周期 点 m D PER AN 
轨道 均 为 该 有 理 中 性 循环 所 吸引 . 在 集合 -x 中 至 少 有 xy 的 一 个 临 
界 点 . 

(iV ) 在 D 中 有 一 个 无 理 中 性 周期 点 z。, 且 D 是 一 个 单 连 通 
域 ,并 存在 一 个 共 形 映射 

e: D> A, = {z: |z| <r} 
使 得 Az) 一 0, 且 pf 91D = ALA = exp (2ria) ,其 中 wx 为 无 
RUM. 
(90D 是 一 个 双 连 通 域 ,并 存在 一 个 共 形 映射 
g: D> (zs1«lz| <r} 
使 得 of" v 是 一 个 无 理 旋 转 . 
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前 三 种 区 域 称 为 Fatou 域 , 并 依次 称 为 超 吸 人 性. 吸 性 和 抛物 型 
周期 稳定 域 . 

后 两 种 区 域 称 为 旋转 域 , 并 依次 称 为 Siegel 盘 和 Anold- 
Herman £f. l 

我 们 注意 到 Fatou 域 对 应 于 至 少 一 个 临界 点 ,而 拓扑 度 为 d 
的 有 理 映射 至 多 有 24 一 2 个 临界 点 . 因此 ,我 们 立即 得 出 结论 , 吸 
性 、 超 吸 性 与 有 理 中 性 循环 至 多 有 24 一 2 条 . 

一 个 很 自然 的 问题 是 中 性 循环 至 多 有 多 少 个 ?用 一 个 很 初等 
的 办 法 ,即将 部 分 中 性 循环 经 过 一 个 小 扰动 之 后 变 成 吸 性 或 超 吸 
性 的 循环 ,可 以 证 明 中 性 循环 至 多 有 4d — 4 条 . 

这 样 , 非 斥 性 循环 至 多 有 6d — 6 条 . 

很 久 以 来 ,人 们 就 猜想 , 非 斥 性 循环 至 多 有 2d 一 2 条 . 这 一 猜 
想 已 为 Shishikura 所 证 明 . 他 的 证 明 方法 是 十 分 别致 的 ,通过 一 种 
拟 共 形 “手术 ”将 所 有 非 斥 性 循环 都 变 为 吸 性 或 超 吸 性 的 ,而 保持 
映射 的 拓扑 度 不 变 . 


图 6 Anold-Herman 环 


Siegel & Æ Al Siegel 在 1942 年 的 著名 工作 而 得 名 . 
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Anold-Herman 环 在 西方 的 文献 中 通常 称 作 Herman Xf ,这 是 1979 
年 Herman 发 现 的 . 但 他 在 自己 的 论文 中 称 之 为 Anold 环 , 因 为 他 
的 论证 中 用 到 Anold 的 一 定 重 要 定理 . 

在 图 6 中 展示 了 Herman 环 的 分 布 状况 . 

Fatou 域 与 临界 点 有 密切 的 联系 . 那么 旋转 域 如 何 ? 

我 们 已 经 知道 ,临界 点 的 轨道 在 旋转 域 的 边界 上 是 稠密 的 . 但 
我 们 不 能 肯定 每 个 旋转 域 的 边界 上 是 至 少 有 一 个 临界 点 . 这 是 我 
们 提 到 的 第 4 个 尚未 解决 的 问题 . 

定义 ”一 个 有 理 上 映射 的 临界 轨道 都 是 有 穷 的 , 则 称 为 
Thurston PRA. 

根据 上 述 讨论 ,显然 Thurston 了 上 映射 没有 Siegel 盘 或 Anold 
-Herman Ff. 

作为 Sullivan 分 类 定理 的 一 个 推论 ,我 们 有 

命题 14 Bf: CC E Thurston 映射 , 且 每 条 临界 轨道 都 
是 预 周期 的 , 则 的 Julia 集合 是 整个 复 球面 C. 

A BI = (z 一 1)/z?. 它 有 两 个 临界 点 z= 二 1 及 z= 二 0. 
由 下 述 轨道 可 以 看 出 两 个 临界 点 的 轨道 都 是 预 周期 的 : 

coh ] h 0 一 co， 


因此 ,这 个 映射 的 Julia 集 是 C. 
$6 多 项 式 动力 系统 


B plz) 是 一 个 次 数 大 于 1 的 多 项 式 . 它 区 别 于 一 般 有 理 映射 
的 一 个 重要 特征 是 :co 是 一 个 超 吸 性 不 动 点 且 p^ (09) = oo. B] 
此 ,多 项 式 的 Fatou 集 不 可 能 是 空 集 , 且 其 Julia 集 总 是 C 上 的 有 
界 集 . 
用 -ev (oo) 表示 pp 的 co 点 的 吸 性 盆 , 即 
A, (00) t = {zt p'(z) + oo), 
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则 我 们 有 
命题 15 J) = ax, (oo). 
对 于 多 项 式 而 言 ,无 穷 远 点 是 一 临界 点 . 其 他 临界 点 被 称 为 有 
穷 临 界 点 . 有 穷 临 界 点 的 轨道 对 于 Julia 集 的 性 质 有 很 大 影响 : 
命题 16 ”车 每 个 有 穷 临 界 点 的 轨道 都 不 趋 于 co , 则 J(p) 是 
连通 的 . 否则 ,J(p) 是 完全 不 连通 的 ( 即 Cantor 8). ` 
例 ” 设 p.(z) =z? 十 c. 它 的 有 穷 临 界 点 只 有 点 z= 0. 于 是 ， 
它 的 有 穷 临 界 点 的 轨道 是 
Osco? 十 cy(cz +c)? +0, eee 
IX. p. 的 Julia 集 是 否 连通 ,就 依赖 于 上 述 序列 是 否 趋 于 无 穷 . 
著名 的 Mandelbrot 集 就 是 定义 为 参数 c 平面 上 的 这 样 的 < 的 
集合 :其 中 每 个 < 使 得 p. 的 Julia 集合 是 连通 的 . 


图 7 Mandelbrot 集 


如 果 我 们 将 上 述 关于 < 的 序列 的 第 n 项 记 为 a.(c), 那么 
Mandelbrot 集 也 可 等 价 地 定义 为 
M; = (c € C 1a,(c) + co). 
1980 年 Mandelbrot 首先 画 出 了 这 个 集合 的 图 形 ( 如 图 7). 
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对 于 任何 一 人 说 来 ,从 一 个 具体 值 出 发 计算 其 平方 后 再 加 
c, 然后 将 所 得 值 平方 再 加 上 c, 如 此 下 去 ,这 是 一 个 简单 的 运算 . 
*Everyone can do that. But no one expected to find so much 
enigmatic beauty hidden in this iteration"( M, (The Beauty of 
Fractals).p. 9). Mandelbrot 集 的 边界 的 复杂 性 及 其 优美 可 参见 
(The Beauty of Fractals) 中 第 78 — 86 页 中 的 彩色 图 形 . 

根据 这 些 图 形 , 人 们 作 了 种 种 猜想 . 首先 , 大 家 猜想 
Mandelbrot 集合 是 连通 的 . 其 次 ,由 于 其 边界 的 极端 复杂 ,人 们 猜 
想 2M 的 Hausdorff 维 数 可 能 为 2. 前 一 个 猜想 已 为 Douady 与 
Hubbad 所 证 实 . 

Douady-Hubbard 定理 ;Mandelbrot 集 是 连通 的 . 

尚未 解决 的 问题 5 确定 Mandelbrot 集 的 边界 的 Hausdorff 
维 数 . 

在 Mandelbrot 集 的 连通 性 被 证 实 之 后 ,下 述 的 问题 一 直 是 大 
家 十 分 关注 的 : 

尚未 解决 的 问题 6 Mandelbrot 集 是 否 局 部 连通 的 ?也 就 是 
说 ,对 于 任意 的 开 集 U CC 是否 总 存在 一 个 开 集 V CU 使 得 了 站 
M 是 连通 的 ? 

一 般 说 来 ,人 们 倾向 于 答案 是 肯定 的 。 

Bi Mandelbrot 集 有 关 的 猜想 还 有 一 个 较为 重要 , 即 所 谓 双 曲 
猜想. p, 被 称 为 双 曲 型 的 ,如 果 它 有 一 个 有 穷 的 吸 性 循环 . 

尚未 解决 的 问题 7( 双 曲 猜 想 ) Mandelbrot 集 的 内 部 全 部 是 
由 这 样 的 < 组 成 , 它 使 得 p. 是 双 曲 型 的 . 

Mandelbrot 集 的 局 部 连通 蕴含 着 双 曲 猜想 . 

ER Mandelbrot 集 有 关 的 还 有 Julia 集合 的 局 部 连通 性 问题 . 

尚未 解决 的 间 题 8” 当 c € M 时 J(p,) 是 否 总 是 局 部 连通 的 ? 
或 者 说 ,怎样 的 才 使 得 J(p.) 是 局 部 连通 的 ? 
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§7 超越 整 函数 的 动力 系统 


Bf: C 一 C 是 一 个 整 函数 ,那么 ,同样 可 以 考虑 其 迭代 及 定义 
H Julia 集 与 Fatou 集 . 当 了 是 多 项 式 时 ,前面 已 作 了 讨论 ,因此 ,只 
消 讨论 /是 超越 整 函数 的 情形 即 可 . 

最 早 的 一 篇 有 关 超 越 整 函数 迭代 理论 的 论文 是 Fatou 在 1926 
年 写 的 . 他 在 其 中 证 明了 Julia 集 的 基本 性 质 如 同 有 理 函 数 一 样 . 
但 是 ,Julia 集 是 斥 性 周期 点 集合 的 闭 包 这 一 命题 除外 ,而 这 一 命 
题 一 直到 1986 年 由 Baker 证 明 . 他 的 证 明 是 目前 唯一 已 知 的 证 明 ， 
其 中 用 到 了 Ahlfors 的 一 个 深刻 的 定理 ， 

虽然 ,在 基本 人 性质 上 , 整 函数 的 Julia 集 与 有 理 函 数 的 Julia 集 
是 一 样 的 ,但 进一步 的 研究 表明 ,在 许多 深入 一 些 的 性 质 上 两 者 却 
LES CET 

FÆ Sullivan 证 明 有 理沙 数 无 游荡 域 之 前 ,Baker 就 举例 证 明 
IE TIAE LIP IG 

ER JG, —7 EE AY fe) «a HE 
有 游 划 的 稳定 域 ? 

为 了 叙述 这 方面 的 结果 ,我 们 介绍 一 些 记号 与 定义 ， 

一 个 值 cE C 被 称 为 整 函数 了 的 渐 近 值 , 如 果 存 在 一 条 曲线 
伸 向 ce 且 使 得 f 沿 本 趋向 oo 时 ,其 函数 值 趋 于 c. 

一 个 值 <E C 被 称 为 了 的 临界 值 ,如 果 它 是 某 临 界 点 所 对 应 
的 函数 值 . 

函数 /的 全 体 临界 值 与 渐 近 值 所 组 成 的 集合 称 为 广 : 的 奇异 
值 集合 , 记 作 sing. 

一 个 整 函数 了 被 称 为 属于 三 类 , 如 果 它 的 奇异 值 集合 
sing f D 是 有 限 的 . 通常 大 家 熟知 的 初等 函数 exp(z) ,cos(z) 与 
sin(z) 都 是 三 类 函数 . 一般 说 来 , 若 g 与 六 是 多 项 式 , 则 
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f= [ecerexph (z)dz 


属于 三 类 . 

下 边 的 命题 实际 上 是 由 许多 人 先后 证 明 的 , 如 Baker, 
Eremenko, Lyubich, Goldberg, Keen. 

命题 16 类 函数 的 Fatou 集 的 任意 连通 分 支 都 是 最 终 周期 
的 . 

另 一 类 函数 称 为 B 类 整 函 数 , 其 定义 为 

B:{ftsing D X). 
显然 ,CC B, 并 且 容 易 证 明 BNE z e. n 
(sinz)/z € B\Z. 
8 类 函数 的 一 个 重要 拓扑 特征 是 ,存在 一 个 充分 大 的 贺 4, 使 得 
f13C NEA) —CNMA 
是 一 个 无 野 覆 盖 . 

尚未 解决 的 问题 9 B 类 函数 是 否 有 游荡 的 稳定 域 ? 

迄今 为 止 ,我 们 所 知道 的 是 ,如 果 B 类 函数 有 游荡 域 ,也 只 能 
在 一 个 有 界 的 范围 内 进行 . 

整 函数 的 动力 系统 与 有 理 函 数 的 动力 系统 的 区 别 还 在 于 周期 
稳定 域 之 不 同 . 对 于 超越 整 函数 而 言 不 可 能 有 Anold-Herman 环 . 
对 整 函数 而 言 , 若 Fatou 集 的 一 个 分 支 是 多 连通 域 , 则 必 为 游 葛 
的 ,从 而 不 可 能 是 周期 的 . 

对 整 画 数 说 来 ,除了 Fatou 域 与 Siegel 盘 之 外 , 尚 有 一 种 周期 
稳定 域 ,被 称 为 Baker 域 :其 中 每 条 轨道 都 收敛 于 oo. 

命题 17 ”任意 一 个 整 函数 的 周期 稳定 域 只 能 是 下 列 三 种 域 
之 一 :Fatou 域 ,Siegel 盘 与 Baker 域 . 

类 函数 乃至 B 类 函数 无 Baker 域 . 
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$8 指数 函数 族 


像 在 多 项 式 情况 下 研究 二 次 函数 z? 十 c 一 样 ,在 超越 整 函数 
情况 下 人 们 集中 研究 了 指数 函数 族 :z 一 Xexp(z), 记 为 EE. 

Fatou 曾 猜想 五 , = exp(z) 的 Julia 集合 是 全 平面 .这 一 猜想 于 
1981 年 为 Misiurewicz 所 证 实 . 后 来 ,Devaney 证 明了 :24 A7» e^! B] 
E, 的 Julia 集合 为 全 平面 . 

我 们 考虑 集合 

£2— (A€ CiJO20 =C}. 

这 个 集合 是 Mandelbrot 集合 的 类 比 物 , 但 是 迄今 为 止 ,我 们 
对 它 所 知 甚 少 . 

Devaney 用 电子 计算 机 画 出 了 它 的 大 致 图 形 ( 如 图 8). 但 是 无 


图 8 指数 函数 族 分 枝 图 
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法 断定 这 个 图 形 真实 地 代表 着 它 . 比如 ,从 这 张 图 上 看 上 去 是 一 
区 域 ,但 是 到 目前 为 止 ,我 们 尚 不 知 Z 中 有 否 内 点 . 

尚未 解决 的 问题 9 红 PESARA Z 的 测度 是 否 是 正 的 ? 

从 种 种 迹象 看 来 ,似乎 D 中 没有 内 点 . 在 周 建 莹 与 作者 的 论 
文中 证 明了 Z 在 实 轴 上 没有 内 点 . 这 就 是 说 ,对 于 任意 实数 4 > 
e TEXTE À} EC, 使 得 心思 HJE) FC. 这 样 , 当 A, 趋向 于 
A' Bt, Julia 集合 从 曲线 族 突然 变 成 全 平面 . 这 种 现象 被 称 为 Julia 
fi HEE”. 


$9 其 他 问题 


以 上 我 们 考虑 了 C 到 自身 与 C 到 自身 的 全 纯 映 射 的 迭代 ,很 
自然 地 会 问 , 若 f:S 一 5 是 一 般 Riemann 曲面 3 到 自身 的 全 纯 映 
射 , 那 情形 会 如 何 ? 

这 种 推广 不 可 能 走 得 很 远 , 事 实 上 ,只 有 当 3 是 下 列 三 种 典型 
Riemann 曲面 时 全 纯 动力 系统 才 是 非 平凡 的 : 

(DS = €, 

GS — C, 

Gii)S = C\{0}. 

根据 Riemann 曲面 的 单 什 化 定理 ， 除了 上 述 三 种 曲面 之 外 ， 
其 余 Riemann 曲面 要 么 是 双 曲 型 Riemann 曲面 ,要 么 是 环 面 , 在 
前 一 种 情形 时 , 迭 化 的 轨道 只 有 几 种 简单 的 可 能 ,或 者 全 部 是 周期 
的 ,或 者 全 部 为 一 个 循环 所 吸引 ,或 者 全 部 在 3S 上 没有 极限 点 . 当 
S 是 环 面 时 ,全 纯 映射 了 提升 到 $ 的 万 有 覆盖 上 是 一 个 仿 射 变换 ， 
其 系数 还 满足 特定 的 方程 ,值得 研究 的 问题 不 多 . 

这 样 看 来 ,对 于 一 维 复 流 形 上 的 全 纯 上 映射 只 有 上 述 三 种 情况 
值得 研究 . 目前 的 研究 大 多 集中 在 Ci) 5 GO 两 种 情况 上 . 对 于 情 
TGD 的 研究 也 是 有 趣 的 ,但 是 有 些 基本 性 质 可 通过 提升 归结 到 
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情况 (ii). 在 这 方面 方 丽 萍 同志 的 文章 作 了 系统 讨论 . 


注 ”这 篇 综述 文章 完成 以 后 ,这 一 领域 又 有 了 重要 进展 , 许 


多 新 进展 及 新 文献 尚未 包含 进去 . 例如 ,上 面 提 到 的 第 5 个 尚未 解 
决 的 问题 已 为 Shishikura 所 解决 . 另外 ,国内 也 有 许多 很 好 的 研究 
工作 ,如 吕 以 禁 教 授与 任 福 车 教授 以 及 他 们 的 学 生 的 工作 . 这 些 工 
作 均 未 能 提 及 . 谨 此 说 明 ， 
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摘 E 


本 文 回顾 了 近代 科学 发 展 的 历史 ,介绍 了 自 牛 顿 起 四 百年 来 
人 类 所 积累 的 一 些 主要 的 精确 的 科学 技术 知识 ,探讨 了 牛顿 方程 、 
欧 拉 方 程 、 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 .麦克 斯 韦 方程 、 波 尔 北 曼 方 程 、 蕊 
定 谓 方 程 等 及 其 派生 方程 转化 为 计算 机 程序 并 用 于 实际 的 意义 . 

阑 述 了 电子 计算 机 正在 把 计算 的 方法 推 向 人 类 科学 活动 的 前 
沿 ,计算 与 实验 .理论 相 并 列 , 已 经 成 为 第 三 种 科学 方法 . 

介绍 了 “ 偏 微分 方程 数值 解法 及 其 在 科学 、 工 程 中 的 应 用 ”一 
题 的 创立 背景 .研究 思想 ,研究 方法 及 其 应 用 . 


$1 近代 科学 的 诞生 


近代 科学 开始 于 西欧 文艺 复兴 时 代 . 文艺 复兴 运动 发 源 于 意 
大 利 , 到 了 15 世纪 后 半 叶 扩展 到 整个 欧洲 ,16 世纪 形成 了 高 潮 . 
“文艺 复兴 ”这 个 术语 来 源 于 法 兰 西 语 “Renaissanse”, 其 含意 是 指 
古代 文化 的 复兴 . 当时 运动 的 先驱 者 借助 于 古代 希腊 .罗马 的 古典 
文化 反对 封建 神学 ,这 就 给 人 们 造成 了 错 党 ,仿佛 这 场 运动 是 古典 


文化 的 复兴 . 其 实 , 不 是 古典 文化 的 复兴 ,而 是 一 场 资产 阶级 新 文 


化 运动 . 

当时 的 封建 社会 制度 使 欧洲 文化 走向 了 低潮 ,因为 作为 封建 
制 度 支 柱 的 天 主教 垄断 了 整个 社会 的 知识 教育 , 僧 但 是 唯一 的 知 
识 阶 层 , 而 他 们 大 都 肢 昧 无 知 ,主张 大 地 是 一 个 圆 盘 , 周 转 有 海洋 
环绕 ,中 心 在 他 们 的 圣地 耶 路 撤 冷 ;天 是 由 四 根 大 柱 支 撑 的 穿 降 . 
而 新 兴 的 资产 阶级 为 了 发 展 工商 业 , 需 要 了 解 原 料 性 能 ,革新 工 
其 ,通晓 生产 技术 ,开辟 市 场 ,改进 运输 ,等 等 ,总 之 急需 技术 进步 ， 
迫切 地 要 把 科学 从 教会 的 梭 楷 下 解放 出 来 . 于 是 ,伟大 的 发 明和 发 
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现 就 接二连三 地 跟着 来 了 . 这 是 文艺 复兴 时 代 科学 革命 的 生产 背 
E. 

文艺 复兴 的 思想 启蒙 运动 为 科学 从 神学 的 东 缚 下 解放 出 来 提 
供 了 精神 武器 . 文艺 复兴 的 主题 是 用 人 文 主义 世界 观 反 对 宗教 神 
学 世界 观 . 人 文 主义 世界 观 要 求 以 人 为 中 心 而 不 是 以 神 为 中 心 观 
察 一 切 , 要 求人 们 不 要 按照 经 院 哲 学 家 编造 的 谎言 和 脐 测 去 认识 
自然 ,反对 盲从 和 偶像 崇拜 . 这 是 一 个 锐利 的 思想 武器 ,人 们 正 是 
用 它 来 反对 神学 ,建立 起 近代 科学 的 . 

在 文艺 复兴 前 后 ,中 国 的 罗盘 针 、. 火 药 . 印 刷 术 .造纸 术 四 大 发 
BA, 阿拉 伯 的 天 文 、. 数 学 .化 学 .医学 等 科学 文化 , 古 希 腊 的 自然 哲 
学 相继 传人 了 欧洲 ,为 科学 革命 葛 定 了 科学 技术 基础 . 

文艺 复兴 时 代 的 科学 革命 的 主要 内 容 有 两 项 ,一 项 是 太阳 中 
心 说 , 一 项 是 解剖 学 . 波兰 天 文学 家 哥 白 尼 (N. Copernicus ,1473 
一 1543) 对 天 体 进 行 了 长 期 观察 和 研究 ,发 现 地 球 自转 ,而 且 和 其 
他 行星 一 起 围绕 太阳 运转 . 他 于 1543 年 发 表 《 天 体 运 行 论 》 中 提出 
了 太阳 中 心 说 ,用 以 否定 地 球 中 心 说 , 推 番 了 托 勒 密 体系 ,这 是 对 
宗教 神学 的 第 一 个 决定 性 打击 . 他 创立 太阳 中 心 说 是 十 分 不 易 的 ， 
既 要 有 自然 哲学 的 确实 论据 , 又 要 敢于 冒 宗教 追 害 和 传统 观念 打 
击 的 风险 . 尽管 从 天 体 观察 中 发 现 了 托 勒 密 的 错误 ,但 地 球 中 心 说 
有 着 自 己 的 权威 性 ,人 们 日 常生 活 中 的 直觉 观念 也 认为 地 球 中 心 
说 是 对 的 ,如 太阳 总 是 从 东方 升 起 西方 落下 ,上 抛 的 物体 仍 落 回 原 
处 , 等 等 . 表白 尼 对 问题 的 突破 当然 主要 靠 亲自 观察 ,通过 三 十 多 
年 的 天 文 观察 ; 另 一 方面 也 借鉴 了 前 人 的 科学 实践 与 论述 ,他 和 曾 仔 
细 研 究 过 古 希 腊 自然 哲学 ,并 从 中 找到 7 了 论据 ;还 有 ,应 用 几何 学 
等 数学 工具 加 以 推演 论证 . 同 哥 白 尼 的 (天体 运 行 论 》 有 着 同等 意 
义 的 《 论 人 体 构 造 》 是 比利时 著名 医生 维 萨 里 (A. Vesalius ,1511 
— 1564) 的 伟大 著作 . 它 以 血液 循环 “以 心脏 为 中 心 ” 学 说 推翻 了 
盖 伦 的 “以 肝脏 为 中 心 ” 的 理论 BATHE RRR. 
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人 们 都 把 1543 年 作为 近代 科学 诞生 之 年 ,这 是 因为 在 这 一 年 
《天 体 运 行 论 》 与 4 论 人 体 构造 》 这 两 部 具有 重大 历史 意义 的 著作 
问世 ,这 两 部 著作 分 别 韵 定 了 近代 天 文学 与 近代 医学 的 基础 ,成 为 
中 世纪 科学 与 近代 科学 对 界线 上 的 丰碑 ,它们 是 近代 科学 诞生 的 
主要 标志 . 哥 白 尼 和 维 萨 里 是 近代 科学 的 先驱 ， 

继 哥 白 尼 之 后 , 德国 天 文学 家 开 普 勒 (J.Kepler,1571 一 
1630) 在 分 析 第 谷 ， 布 拉 苗 的 观测 资料 的 基础 上 ,发 现 了 行星 沿 椭 
BSA 运行 ,提出 了 行星 运动 三 定律 ;意大利 物理 学 家 、 天 文学 家 
伽利略 (Galileo,1564 一 1642) 发 现 了 自由 落体 定律 ,推翻 了 亚 里 
士 多 德 的 物体 下 落 的 速度 与 物体 重量 成 比例 的 腑 测 , 他 还 发 现 了 
物体 的 惯性 定律 ,给 出 了 力 和 加 速度 的 概念 ,成 为 后 来 牛顿 建立 经 
典 力学 的 基础 . 不 过 , 哥 白 尼 、 开 普 勒 . 伽 利 栈 他 们 发 现 的 物理 概念 
和 规律 都 还 是 孤立 的 . 


$2 科学 基本 规律 的 精确 数学 描述 


英国 伟大 的 物理 学 家 .数学 家 牛顿 (I. Newton, 1642 一 1727) 
对 天 体 中 行星 的 运行 及 地面 上 的 物体 运动 作 了 整体 统一 的 考察 ， 
并 采用 数学 方法 表述 物体 运动 过 程 中 的 因果 关系 . 他 在 1687 年 发 
表 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 一 书 中 提出 了 力学 的 三 大 定律 和 万 
有 引力 定律 ,把 地 球 上 物体 的 力学 和 天 体力 学 统一 于 自然 界 机 械 
运动 形态 上 ,正确 地 反映 了 宏观 世界 中 物体 低速 机 械 运动 的 客观 
规律 性 ,从 而 建立 了 成 为 经 典 力学 基础 的 牛顿 力学 体系 ,也 就 是 我 
们 今天 所 说 的 牛顿 经 典 力学 . 牛顿 的 第 二 定律 , 即 运动 定律 的 数学 
描述 如 下 ， 
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dir 


Beams qe? 
d?y 

F, =m: qa 
2 

F, = m 02 


dt?’ 
RPC F FO 是 作用 力 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 ;m 是 质点 
的 质量 ,通常 为 常量 ; (z,y,z) 是 质点 坐标 . 这 是 质点 动力 学 的 基 
本 方程 , 称 为 牛顿 方程 . 利用 牛顿 方程 ,人 们 就 可 以 根据 物体 的 运 
动 坐标 及 速度 的 初始 值 ,精确 地 求 出 该 物体 的 未 来 或 过 去 的 运动 

牛顿 力学 在 物理 学 其 他 分 支 ,以 及 其 他 自然 科学 中 ,特别 是 技 
术科 学 中 获得 了 非常 广泛 而 成 功 的 应 用 . 但 是 ,任何 理论 的 正确 性 
都 是 相对 的 ,需要 在 实践 中 不 断 检验 并 求 得 发 展 . 从 19 世纪 到 20 
世纪 ,物理 学 家 们 在 实验 中 发 现 高 速 运动 着 的 物体 ,其 质量 变化 很 
X. 例如 , 当 电子 的 速度 达到 0. 9 光速 时 , 它 的 质量 是 静止 时 的 质 
M 2.3 fi. 这 个 事实 说 明和 牛顿 力学 中 的 “质量 不 变 ” 是 不 适用 于 
接近 光速 运动 的 物体 . 于 是 ,产生 了 相对 论 力学 . 这 是 20 世纪 初 一 
项 重大 科学 发 现 . 相对 论 是 由 著名 物理 学 家 爱 因 斯 坦 (A. 
Einstein,1879 一 1955) 创立 的 . 爱 因 斯 坦 生 于 德国 ,1933 年 迁居 
美国 . 他 在 前 人 许多 新 发 现 的 推动 下 ,建立 了 狭义 相对 论 (1905 
年 ); 并 在 此 基础 上 推广 为 广义 相对 论 (1916 年 ). 

在 相对 论 力 学 中 , 还 认为 质量 随 着 能 量 的 增加 而 增加 ,反之 ， 
能 景 也 随 著 质 量 的 增加 而 增加 . 这 一 规律 在 原子 核反应 中 得 到 了 
证 3c. 牛顿 力学 认为 物体 的 质量 和 它 的 能 量 无 关 , 也 不 是 普遍 真 
理 . 

在 相对 论 中 建立 了 新 的 时 空 观 和 可 与 光速 比拟 的 高 速 物体 运 
动 规律 . 但 在 一 般 情况 下 ,相对 论 效应 极其 微小 . 因此 ,牛顿 力学 可 
认为 是 相对 论 力学 在 低速 情况 下 的 近似 . 
了 37 


物理 学 家 还 在 微观 世界 中 发 现 了 极 微小 物体 的 位 置 和 速度 不 
能 同时 量度 得 很 准确 . 例如 对 原子 内 部 运动 着 的 电子 来 说 ,测定 其 
速 度 的 误差 可 达 几 倍 之 多 . 牛顿 力学 认为 物体 的 位 置 与 速度 可 同 
时 被 确定 的 规律 ,在 微观 世界 中 也 不 适用 了 . 于 是 ,又 产生 了 量子 
力学 . 量子 力学 是 研究 微观 粒子 运动 规律 的 理论 . 奥地利 物理 学 家 
BE PB CE. Schródinger,1887 一 1961) 是 这 一 理论 的 奠基 人 之 一 . 
他 在 前 人 的 物质 波 理论 基础 上 ,于 1926 年 提出 了 物质 波 运动 方程 
h? (a? 
ml me 
式 中 9Gyz 0 为 波 函 数 ;U(z,y,z) 为 该 粒子 在 外 场 的 势能 ;mr 
为 质量 ;h 为 普 朗 克 常 数 . 这 个 方程 通常 称 为 薛 定 请 方程 . CEE 
子 力学 中 描述 微观 粒子 (如 电子 ) 运动 状态 的 基本 定律 ,在 粒子 运 
动 速度 远 小 于 光速 的 条 件 下 适用 . 量子 力学 将 宏观 认识 引伸 到 微 
MER. 这 一 基本 定律 ,在 量子 力学 中 的 地 位 与 牛顿 运动 定律 在 经 
典 力 学 中 的 地 位 很 相似 . 量子 力学 的 规律 用 于 宏观 物体 或 质量 能 
量 相当 大 的 粒子 时 也 能 得 出 牛顿 力学 结论 , 它 是 牛顿 力学 的 补充 . 
这 就 是 说 ,在 特殊 情况 下 必须 应 用 相对 论 力学 或 量子 力学 规 
f 解决 问题 ;在 通常 情况 下 应 用 相对 论 力学 和 量子 力学 的 规律 就 
不 必要 了 ,应 用 牛顿 力学 就 可 以 解决 问题 . 所 谓 通常 情况 也 包括 现 
代 高 技术 领域 中 研究 的 物体 运动 ,例如 火箭 飞行 , 它 的 速度 即使 达 
到 第 二 字 宙 速度 11. 2 千 米 / 秒 , 与 光速 还 差 4 个 数量 级 ,牛顿 力学 
对 它 仍 适用 . 
英国 物理 学 家 麦克 斯 书 (J.C. Maxwell,1831 一 1879) 在 总 结 
19 世纪 中 叶 以 前 分 散 的 ,个别 的 电磁 现象 研究 成 果 的 基础 上 , 特 
别 是 在 法 拉 第 工作 的 基础 上 ,引入 位 移 电流 概念 ,于 1864 年 提出 
了 电磁 场 基本 规律 ,并 用 数学 方程 式 表示 出 来 . 即 是 把 全 部 电磁 现 
象 归结 为 两 组 偏 微分 方程 


a? a? 4,9 
T ax X — Uz, yz) + ih SP = 0, 
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y X» ^t at’ 
0H, 3H. — 4 2D, 
a ar at’ 
aH, 2H, aD 
ax à tae 
Æ, _ Æ, __ 3B, 
3y & at’ 
2E, 3E, _ 9B, 
de ar at’ 
3E, 3E, __ 9B, 
ax ay 2t 


A PH.H, H.) 是 磁场 强度 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 ; (E,， 
E, E.) 为 电场 强度 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 ;(B,,B,,B,) 为 磁 
感应 强度 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 ; D,D, D) 为 电位 移 矢 量 
在 直角 坐标 系 中 的 分 量 ; OoJ J) 为 传导 电流 密度 矢量 在 直角 
坐标 系 中 的 分 量 . 这 两 组 方程 称 为 麦克 斯 韦 方程 . 它们 确定 了 电 
荷 、 电流 .电场 .磁场 之 间 的 普遍 联系 ,是 电磁 学 的 基本 方程 . 如 果 
再 加 上 初始 条 件 或 边界 条 件 就 可 以 确定 任何 时 刻 电 磁场 的 状态 . 
1873 年 ,麦克 斯 韦 的 《电磁 理论 》 出 版 ,进一步 奠定 了 电磁 学 理论 
基础. 麦克 斯 韦 的 电磁 学 与 牛顿 的 力学 这 两 大 理论 已 经 能 够 解释 
物质 世界 中 物体 的 运动 . 热 . 声 .光电 、 磁 等 一 切 物理 现象 ,形成 了 
古典 物理 学 . 

对 流体 运动 所 遵循 的 物理 规律 ,在 18、19 世纪 期 间 有 深入 的 
研究 . 流体 根据 其 物理 性 质 分 为 粘性 与 无 粘 两 类 . 什么 是 流体 的 粘 
性 呢 ? 流 体 虽 然 不 承受 切 应 力 , 只 承受 法 应 力 ,但 对 切 向 变形 并 不 
是 没有 抵抗 的 ,这 种 抵抗 就 是 内 磨擦 . 流体 的 内 磨擦 称 为 粘性 . D 
体 在 静止 或 匀速 运动 时 无 相对 滑动 ,这 时 粘性 表现 不 出 来 . 无 粘 气 
Tk 亦 称 理想 气体 . 对 无 粘 流体 运动 规律 的 精确 数学 描述 有 欧 拉 方 
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程 ;粘性 流体 运动 规律 的 精确 数学 描述 有 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 . 这 
两 个 方程 是 最 基本 的 ,得 到 了 非常 广泛 的 应 用 . 

纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 . 它 是 描述 粘性 流体 动量 守 衡 的 运动 方 
程 ,简称 N-S 方程 . 此 方程 是 法 国 科学 家 纳 维 (C. L.M. H. Navier, 
1785 一 1836) 于 1821 年 和 英国 物理 学 家 斯 托 克 斯 (G. G. Stokes, 
1819 一 1903) 于 1845 年 分 别 建立 的 , 故 名 . 它 在 直角 坐标 系 中 可 
写成 : 


du LP ox b pe Au, 


Pd 
d 
T LEE TE Av, 
p S = 4 gz t+ ue Aw. 


AP o 为 流体 密度 ; (u,v,w) 为 流体 速度 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 
分 量 ;p 为 流体 各 向 同性 压力 ; (X,Y,Z) 为 体积 力 在 直角 坐标 系 中 
的 分 量 ;py 是 动力 粘性 系数 ;入 是 拉 普 拉 斯 算 子 . 这 一 N-S 方程 概 
括 了 粘性 不 可 压缩 流体 流动 的 普遍 规律 . 从 理论 上 讲 ,N-S 方程 再 
加 上 初始 条 件 或 边界 条 件 就 可 以 确定 流体 的 流动 状态 . 当 忽 略 流 
体 粘性 ( 即 e = 0) 时 ， " ij N-S 方程 就 变 成 通常 的 欧 拉 方 程 


“2 
dr + p , 
—-— P 
dà + p, 


即 是 无 粘 流体 运动 方程 . 欧 拉 (L. Euler 1707 一 1783) 是 瑞士 数学 
家 ,理论 流体 动力 学 的 创始 人 ， 

A b do] 5) RR OEC UE IR HB CL. Boltzmann,1844 一 1906) 于 
1872 年 提出 对 气体 分 子 运动 论 的 基本 方程 ; 
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Y pv. vy F EY foer — f f )gbdbdedo,. 


RP f(x,0,0) BRAS TREDARMGE 为 作用 在 分 子 上 的 外 
力 ;m 为 分 子 质 量 ;g 为 碰撞 前 速度 分 别 为 这 mw 的 两 个 分 子 的 相对 
速度 值 ;6 为 假设 第 一 个 分 子 静止 时 ,第 二 个 分 子 运动 轨迹 的 渐 近 
线 到 第 一 个 分 子 重心 的 垂直 距离 ;e 为 第 二 个 分 子 运动 轨迹 平面 
同 通过 第 一 个 分 子 重心 并 与 相对 速度 平行 的 某 一 固定 平面 之 间 的 
3€ fü. v v, 是 碰撞 前 两 分 子 速度 ,w o, 是 在 那 两 个 分 子 磁 撞 后 的 
速度 Si = fv) f = ff, = flv). 方程 右 端 称 为 磁 撞 积 
分 ,代表 由 于 分 子 相互 碰 擅 引起 S 的 变化 . 这 是 一 个 非 线性 积分 微 
分 方程 ,用 于 描述 气体 分 子 速度 分 布 函数 的 变化 . 它 对 研究 稀薄 气 
体 动 力学 有 重要 意义 ;不 过 ,直接 求解 波 尔 获 曼 方程 十 分 困难 , 通 
常 都 是 对 它 简化 后 使 用 . 

上 述 各 个 科学 基本 规律 ,在 经 典 力学 、 经 典 物理 学 及 近 、 现代 
的 量子 力学 、 流 体力 学 .稀薄 气体 动力 学 中 具有 代表 性 . 它们 的 精 
确 数学 表达 式 ; 牛 顿 方 程 . 欧 拉 方 程 .N-S 方程 .麦克 斯 韦 方 程 、 薛 
定 谓 方程 . 波 尔 欧 遇 方程 ,以 及 由 它们 派生 出 的 方程 ， 几乎 覆盖 了 
一 切 物理 、 力 学 和 工程 科学 领域 . 


$3 计算 机 与 计算 数学 推动 科学 工程 技术 进步 
计算 方法 的 进步 依赖 于 计算 工具 的 改进 ,历史 上 每 一 种 改进 
的 计算 工具 出 现 ,都 曾 推动 过 计算 方法 的 发 展 . 四 十 年 前 世界 第 一 


。 在 本 节 中 请 参考 下 列 文章 : 
OR. ARR B= FR 一 一 科学 与 工程 计算 ,《 科 技 日 报 》,1987. 7. 4. 
石 钟 问 、 李 德 元 ,科学 与 工程 计算 及 科研 与 工程 设计 ,《 科 技 日 报 》,1987. 7. 4. 
曾 庆 存 ,大 气 科学 中 的 数值 模拟 ,《 科 技 日 报 》,1987.7. 6. 
ERZ , 周 天 孝 ,有 限 元 方法 与 结构 工程 《科技 日 报 ),1987. 7. 6. 
李 松 披 ,气动 计算 一 一 获得 气动 力 数据 的 第 三 手段 ,人 《科技 日 报 》,1987. 7. 6. 
黄 绪 德 ,石油 勘探 中 的 大 型 计算 需求 分 析 ,《 科 技 日 报 》,1987. 12. 28. 
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台电 子 计算 机 ENIAC 在 美国 诞生 , 它 每 秒 能 作 三 五 百 次 运算 , 程 
序 控 制 完全 自动 , 比 当 时 机 械 式 计算 器 一 下 子 快 了 一 万 倍 .这 是 人 
类 计算 工具 进化 史上 的 一 次 具有 划时代 意义 的 飞跃 . 它 对 计算 工 
作 的 推动 作用 ,是 历史 上 任何 一 次 计算 工具 的 改进 所 不 能 比拟 . 从 
此 ,数学 中 的 代数 方程 .微分 方程 ,特别 是 那些 科学 基本 规律 的 精 
确 数 学 表达 式 , 以 及 概率 统计 等 的 数值 求解 成 为 可 能 ,而 这 些 数学 
问题 正 是 科学 与 工程 上 急 待 解决 的 . 在 生产 发 展 与 科技 进步 的 推 
动 下 ,计算 方法 研究 工作 有 了 突飞猛进 的 发 展 .使 用 电子 计算 机 自 
动 解 算 问 题 的 程序 设计 方法 也 建立 和 发 展 起 来 了 . 于 是 ,计算 数学 
在 数学 中 形成 了 一 个 独立 分 支 . 计算 数学 的 内 容 大 致 分 为 计算 方 
法 和 程序 设计 两 方面 ,主要 研究 数学 和 逻辑 问题 怎样 由 电子 计算 
机 加 以 有 效 解决 . 目前 由 于 生产 实践 与 科学 实验 提出 的 数学 问题 
愈 来 愈 复杂 ,以 及 电子 计算 机 的 功能 不 断 在 扩大 提高 ,有 力 地 推动 
了 计算 数学 的 发 展 . 

电子 计算 机 与 计算 数学 的 发 展 史 虽 然 仅 有 四 十 余年 ,其 应 用 
却 已 很 广泛 了 ,并 对 科学 与 工程 技术 的 进步 起 到 了 非常 大 的 推动 
TERI. 这 可 以 从 以 下 几 个 方面 得 到 了 解 . 

1. 有 限 元 方法 是 计算 机 与 计算 数学 发 展 中 的 一 项 重大 研究 成 
果 , 是 一 种 效率 很 高 的 科学 工程 计算 方法 . 50 年 代 末 和 60 年 代 初 ， 
在 网 美和 中 国 沿 着 不 同 的 学 术 道 路 ,各 自 独立 创造 了 这 一 方法 . 有 
限 元 方法 是 一 门 边缘 性 的 交叉 学 科 , 多 方面 的 专家 学 者 为 它 的 创 
立 , 发 展 和 推广 应 用 作出 了 贡献 , 冯 康 为 这 一 科学 计算 方法 的 创立 
和 发 展 作出 了 独特 的 贡献 . 这 一 方法 特别 适用 于 物理 上 、 几 何 上 复 
杂 的 结构 ,又 易于 编制 程序 ,易于 在 计算 机 上 计算 . 三 十 年 来 ,有 限 
元 方法 的 应 用 获得 了 巨大 成 功 ,在 计算 机 配合 下 ,普遍 用 来 设计 水 
坝 、 桥 粱 、 高 楼 .飞机 、 汽 车 . 船 前 .电机 等 ,有 限 元 程序 业已 成 为 各 
工程 分 析 的 日 常 工具 . 有 限 元 方法 应 用 于 科学 、 工 程 与 生产 实际 ， 
产生 的 经 济 效益 是 很 高 的 . 例如 ,80 年 代 初 ,我 国 建造 四 川 裴 嘴 水 
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电站 时 ,运用 有 限 元 方法 对 混凝土 重力 坝 的 弹 人 性 接触 问题 进行 了 
解 算 , 解 决 了 大 坝 在 蕾 水 条 件 下 进行 纵 颖 灌浆 的 技术 和 控制 数据 . 
这 不 仅 避免 了 放 完 水 再 灌浆 而 停电 半年 至 一 年 所 造成 的 经 济 损失 
和 巨额 搬迁 费 ,而 且 每 年 枯水期 可 多 发 电 1. 2 亿 度 , 约 合 标准 煤 
5. 1 万 吨 . 有 资料 指出 ,目前 在 美国 使 用 有 限 元 软件 的 直接 经 济 收 
入 每 年 达 一 亿美 元 . 在 创造 新 颖 设计 、 加 快 设计 进度 、 降 低 工程 千 
价 、 加 快 工程 进度 ,提高 工程 安全 度 等 方面 所 获得 的 间接 经 济 效益 
和 社会 效益 就 更 可 观 了 . 

计算 数学 发 展 中 的 这 一 重大 进步 ,还 可 从 历史 对 比 看 出 它 的 
作用 和 意义 , 12 世纪 起 在 西欧 兴起 了 哥 特 式 大 教堂 的 建造 , 当时 
人 们 懂得 几何 学 和 美学 ,但 不 大 民力 学 ,人 们 采用 原始 的 办 法 (所 
谓 试 错 法 ) 来 设计 建造 , 即 边 设计 边 施工 ,结构 垮 了 ,再 修改 重 造 . 
人 们 经 过 两 个 世纪 的 失败 与 成 功 的 经 验 教训 才 掌 握 到 其 中 的 科学 
技术 . 近代 力学 和 技术 科学 兴起 了 ,人 们 发 展 了 比较 先进 的 实验 方 
法 , 同时 又 建立 了 完整 的 基础 理论 方程 但 是 由 于 解 方程 的 困难 ， 
对 于 复杂 结构 通常 还 不 能 提供 精确 的 定量 的 指导 . 计算 机 和 有 限 
元 方法 的 出 现 才 使 情况 根本 改观 . 有 人 曾 用 有 限 元 程序 考查 了 机 
特 式 大 教堂 结构 的 稳定 性 ,高 度 从 104 英尺 算 到 134 英尺 只 用 几 
分 钟 时 间 , 把 应 力 和 位 移 分 布 弄 得 清 清楚 楚 , 从 而 知道 了 低 结 构 是 
安全 的 ,高 结构 的 顶部 要 垮 ,如 遇 每 小 时 90 英里 风速 负荷 其 低 结 
构 也 要 垮 ,使 人 类 在 工程 设计 上 得 以 从 必然 王国 向 自由 王国 迈 出 
了 一 大 步 ， 

2. 促进 和 发 展 数值 天 气 预报 . 传统 的 天 气 预报 工作 ,是 对 天 气 
进行 人 工 观测 ,积累 资料 ,在 此 基础 上 再 加 以 分 析 和 归纳 , 找 出 它 
的 变化 规律 来 ,进而 提出 假设 和 理论 ,制作 天 气 预报 . 根据 这 种 简 
Ws 的 定性 办 法 所 做 出 的 理论 解释 是 比较 粗糙 的 ,做 出 的 天 气 预 报 
常 常 是 不 够 准确 的 . 科学 的 预报 方法 是 根据 科学 基本 规律 的 精确 
数学 表达 式 进行 定量 计算 ,并 用 以 指导 和 提高 理论 分 析 工 作 , 然 
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后 做 出 天 气 预报 . 这 里 说 的 科学 基本 规律 的 精确 数学 表达 式 是 指 
天 气 预 报 方程 及 其 边界 条 件 ,所 谓 定量 计算 是 指 求解 这 一 数学 问 
题 . 本 世纪 20 年 代 初 人 们 即 已 列 出 了 天 气 预报 方程 , 它 是 一 组 非 
线性 偏 微分 方程 ,规模 大 ,很 复杂 ,用 数学 分 析 方法 尚 无 法 解 算 ,只 
能 采用 数值 求解 的 办 法 . 对 天 气 预报 方程 数值 求解 也 叫做 对 天 气 
的 数值 模拟 . 在 20 年 代 里 由 于 没有 相应 的 计算 工具 ,对 如 此 复杂 
的 偏 微分 方程 根本 无 法 进行 数值 解法 研究 . 直到 50 年 代 有 了 电子 
计算 机 ,计算 数学 发 展 起 来 了 , 才 开 始 进行 这 一 数值 模拟 研究 , 延 
迟 了 三 十 余年 . 研究 工作 的 初期 是 在 电子 计算 机 上 进行 天 气 预报 
计算 试验 ,并 很 快 完成 了 由 定性 描述 到 定量 计算 的 突破 ,再 经 过 一 
段 时 间 的 完善 和 改进 ,终于 建立 了 数值 天 气 预报 业务 . 现在 世界 各 
国 在 天 气 预 报 中 普遍 采用 了 数值 预报 的 方法 ,从 此 人 类 在 了 解 和 
掌握 天 气 方面 才 前 进 了 一 大 步 . 

数值 夫 气 预报 业务 正在 向 更 长 和 更 短 时 效 两 方面 延伸 , 即 要 
做 出 像 一 个 月 时 效 的 长 期 预报 和 像 一 天 内 的 台风 和 暴雨 等 灾害 性 
”天 气 的 短期 预报 . ` 

气候 预测 更 需要 采用 数值 模拟 方法 . 气候 指 的 是 相当 长 一 定 
时 段 (如 一 个 月 .一 个 季度 .一 年 或 十 年 ) 内 天 气 的 平均 状态 , 它 不 
像 天 气 形势 预报 那样 有 天 气 系统 可 寻 , 气 候 变动 趋势 的 规律 更 加 
隐蔽 ,控制 因素 也 更 多 . 近 一 二 十 年 来 ,对 气候 的 数值 模拟 研究 很 
活 Mk. 例如 人 们 共同 关心 的 由 于 人 类 活动 所 造成 的 二 氧化 碳 和 其 
他 污染 物质 增加 所 形成 的 气候 效应 问题 的 数值 模拟 研究 就 取得 了 
很 大 进展 . 预测 到 今后 地 球 表面 的 气温 将 普遍 升 高 ,甚至 会 引起 南 
极 的 冰山 融化 淹没 一 些 陆地 ,危害 人 类 的 生活 . 气候 预测 直接 关系 
到 国计民生 ,各 国政 府 对 此 非常 重视 , 现 已 制定 出 一 个 世界 气候 研 
究 计划 ,是 个 国际 合作 项 目 ,计划 在 今后 一 二 十 年 内 逐步 解决 三 种 
时 间 尺 度 的 气候 预测 问题 . 一 是 月 或 季节 尺度 ;二 是 年 际 尺度 ;三 
是 年 代 际 (十 年 以 上 ) 尺度 . 月 或 季节 尺度 指 的 是 长 期 天 气 预 报 ， 
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年 际 尺度 指 的 是 气候 异常 预测 ,年 代 际 尺度 指 的 是 气候 趋势 预测 . 
我 们 相信 ,在 不 远 的 将 来 对 一 些 影响 人 类 生活 较 大 的 气候 异常 事 
件 和 十 至 几 十 年 乃至 百年 气候 变化 趋势 ,是 能 够 做 出 较为 符合 实 
际 的 预测 . 

气候 和 地 理 环 境 的 关系 极为 密切 ,在 地 理科 学 中 也 将 会 越 来 
越 多 地 建立 数学 模式 和 使 用 数值 模拟 方法 ,逐步 形成 一 些 定量 计 
算 的 新 分 支 学 科 . 

数值 模拟 研究 在 海洋 科学 中 有 很 广阔 的 前 景 . 例如 海洋 调查 ， 
直接 调查 无 论 在 技术 上 或 设备 上 的 难度 都 很 大 ,投资 也 大 ,调查 工 
作 本 身 又 有 局 限 性 , 故 不 大 可 行 ; 而 采用 数值 模拟 方法 不 受 时 空 条 
件 限制 ,又 经 济 方便 , 故 比较 可 行 . 

现代 大 气 科学 研究 实践 表明 :数值 模拟 可 以 大 大 缩短 研究 工 
作 周 期 ,使 检验 和 发 展 理 论 工作 进行 得 更 快 更 好 ,特别 是 它 可 以 模 
拟 在 实验 室内 无 法 进行 的 实验 ,是 发 展 大 气 科学 和 地 学 的 一 个 重 
要 手段 . 未 来 在 地 学 上 的 突破 , 很 可 能 是 以 现 有 的 观测 事实 为 依 
据 , 通 过 数值 模拟 研究 来 实现 . 

3. 油气 资源 的 勘探 与 开采 , 愈 来 愈 多 地 倚重 于 数值 模拟 的 手 
Bt. 当今 世界 各 国都 把 新 型 高 性 能 计算 机 优先 用 于 石油 工业 上 ,应 
用 于 这 方面 的 算法 研究 工作 也 越 来 越 活跃 了 . 地 震 勘探 方法 产生 
于 本 世纪 30 年 代 ,到 50 年 代 由 于 电子 计算 机 的 应 用 和 计算 数学 
的 发 展 , 形 成 了 一 整套 综合 勘探 方法 ,这 是 当前 油气 资源 勘探 的 主 
要 方法. 所 谓 地 震 勘 探 , 即 人 工 激 发 地 震波 在 地 下 半空 间 传 播 ,并 
在 地 表 收 取 散 射 反 响 信号 , 据 此 来 反 推 可 能 合 油 构造 与 岩 性 . 这 在 
数学 上 相当 于 求解 地 震波 动 方 程 的 某 种 反 演 问 题 . 勘探 数据 处 理 
的 精确 化 对 探 明 贮 量 ,提高 打 井 的 准确 率 有 重要 的 指导 意义 . 人 们 
认 为 勘探 事业 中 对 于 计算 机 的 投资 是 花费 最 少 而 收益 最 大 ,减少 
一 次 打 错 井 就 回收 了 一 台 计 算 机 的 费用 . 

在 油田 开发 中 ,特别 对 二 次 或 三 次 回收 开采 中 ,计算 机 与 计算 
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数学 的 应 用 也 愈 来 愈 重要 . 油田 开采 的 实地 试验 虽然 是 可 行 ,但 是 
代价 是 数值 模拟 的 于 百倍 ,而 且 耗 时 经 年 ,结果 还 不 太 精 确 , 对 比 
之 下 ,人 们 更 加 注重 数值 模拟 手段 . 当前 在 数值 模拟 上 正 从 几何 上 
简单 的 二 维 模型 过 渡 到 复杂 的 三 维 模型 ,在 物理 上 也 从 单一 的 “ 黑 
油 ”模型 过渡 到 更 为 完整 的 多 相 “ 组 合 ”模型 . 随 着 计算 机 的 向 量 
化 和 并 行 化 以 及 计算 方法 的 改进 ,这 种 现场 规模 的 精确 计算 将 临 
近 于 实现 . 美国 曾 有 人 估计 如 能 提高 10% 一 20% 的 回收 率 ( 指 二 
次 或 三 次 采油 ), 经 济 效益 可 达 干 亿美 元 ,相当 于 发 现 一 个 阿拉 斯 
加 北 坡 或 北海 油田 . 

4. 数值 模拟 对 于 核电 站 的 设计 已 经 起 了 很 大 作用 ,这 种 手段 
今后 对 于 核电 站 的 安全 运行 将 同样 起 重要 的 作用 . 在 70 年 代 , 美 
国 洛斯 阿拉 莫 斯 国立 研究 所 曾 初步 研制 出 了 核 电站 事故 初期 分 析 
的 计算 程序 . 三 里 岛 核电 站 事故 发 生 后 ,美国 官方 委托 上 述 研 究 所 
利 用 该 程序 作 计算 模拟 对 事故 进行 分 析 . 计算 重 现 了 事故 后 最 初 
三 小 时 的 基本 过 程 . 算得 的 压力 .温度 与 水 位 同事 故 过 程 中 发 生 的 
结果 吻合 非常 好 . 特别 重要 的 是 算出 了 燃料 棒 外 壳 的 最 高 温度 ,这 
是 实测 中 无 法 得 到 的 信息 . 据 此 可 以 估算 出 燃料 棒 外 壳 的 氧化 量 ， 
并 由 此 释放 出 的 氢气 量 , 搞 消 了 事故 的 关键 . 这 是 一 个 用 计算 手段 
得 到 了 解决 而 用 实验 手段 解决 不 了 的 问题 . 

这 项 计算 是 在 CDC7600 大 型 计算 机 上 进行 的 , 花 了 20 个 小 
时 . 鉴于 模拟 计算 对 核反应 堆 安全 运行 的 重要 意义 ,人 们 建议 将 这 
类 模拟 计算 纳入 运行 ,以 便 操 作 人 员 在 事故 发 生 时 评估 应 采取 哪 
个 应 急 措施 为 好 . 为 此 ,计算 必须 在 几 分 钟 内 完成 ,这 就 需要 装备 
比 CDC7600 运算 速度 快 1000 倍 计算 机 ,或 者 从 改进 算法 着 手 , 从 
算法 上 提高 功效 1000 fir. 

5. 气动 计算 促进 了 飞机 、 导 弹 设计 工作 上 的 一 场 变革 . 飞行 器 
(航空 飞机 、 人 造 卫 星 ,导弹 、 航 天 飞机 的 通称 ) HEH SERA 
力 数据 ,获得 气动 力 数据 ,一 靠 风 洞 实验 ,二 靠 自由 飞 ,三 靠 气动 计 
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Tr. 气动 计算 是 指 在 电子 计算 机 上 解 算 气 动 方程 ( 欧 拉 方程 或 N-S 
方程 ) 和 飞行 器 流 场 的 数值 模拟 计算 . 流体 运动 的 科学 基本 规律 
的 发 现 及 其 精确 数学 描述 一 一 欧 拉 方程 与 N-S 方 程 旱 在 150 年 前 
就 问世 了 ,但 应 用 它 解决 工程 中 的 实际 问题 却 延迟 到 本 世纪 50 年 
代 或 60 年 代 初 才 开始 ,是 在 有 了 电子 计算 机 以 后 ,计算 数学 兴起 ， 
一 些 有 效 的 差分 格式 和 稳定 法 等 计算 方法 相继 间 世 使 得 网 拉 方 程 
HE N-S 方程 才 开 始 应 用 起 来 . 

在 航空 工业 中 , 风 洞 的 发 展 已 傅 80 年 . 它 是 飞机 设计 的 主要 
手段 , 80 年 来 ,每 当 设 计 一 架 新 型 飞机 , 风 润 实验 量 增 加 了 1000 
倍 , 单 位 时 间 的 实验 费 也 增加 了 1000 fit. Ze Dc PR oe dog o 
及, 这 种 物理 手段 本 身 有 着 很 大 的 局 限 性 . 在 航空 工业 中 气动 计算 
的 发 展 才 20 年 ,在 这 20 年 内 ,如 以 固定 计算 方法 来 核算 ,计算 成 
本 降低 了 1000 倍 ;再 以 固定 计算 机 来 核算 ,而 计算 方法 的 效率 又 
提高 了 1000 们 ,前 -一 种 效率 的 获得 是 基于 计算 机 的 进步 ,后 一 种 
效率 的 获得 则 是 由 于 算法 的 改进 ,二 者 相辅相成 ,使 气动 计算 的 洲 
力 无 穷 . 对 比 之 下 ,气动 计算 应 该 是 很 可 取 的 . 但 人 们 的 认识 需要 
有 一 段 过 程 , 习 惯 势 力 常 常 主宰 着 事物 的 发 展 . 据 美国 官方 透露 : 
近年 来 若干 机 种 设计 上 的 缺陷 ,常常 是 等 到 试飞 阶段 才 暴 露 ,导致 
对 飞机 的 降格 使 用 或 在 修补 上 付出 昂贵 的 代价 ,甚至 报废 ,不 得 不 
重新 设计 ;而 这 些 问 题 本 来 是 可 用 当前 已 掌握 的 气动 计算 手段 来 
避免 的 . 采用 气动 计算 手段 设计 飞机 已 有 两 个 成 功 的 先例 ;美国 波 
音 767 飞机 和 欧洲 空中 客车 A310 飞机 的 机 机 就 是 采用 气动 计算 
设计 的 . 它们 比 先前 单 靠 实 验 手 段 设计 的 同类 机 种 减少 了 飞行 阻 
力 , 节 省 燃料 20%. 以 400 架 飞 机 飞行 15 年 ,每 加 仑 汽油 1. 3 美元 
计 , 效 益 可 达 100 亿美 元 . 设计 工作 本 身 也 会 节省 经 费 和 缩短 周 
期 , 整体 效益 更 是 显著 了 . 当前 国际 上 已 开始 了 “ 整 架 飞机 ”的 气 
动力 计算 ,相对 于 传统 的 “分 片 ” 计算 又 是 :大 进步 . 要 使 完整 的 
粘 性 流 方程 与 测 流 计算 得 以 实现 ,计算 机 还 需 提高 计算 能 力 三 四 
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个 数量 级 ,估计 到 20 世纪 末 以 前 可 以 实现 .总 之 ,尽管 当前 在 飞机 
设 计 的 手段 中 物理 风 洞 仍 占 主导 ,但 未 来 发 展 的 趋势 定 会 倾向 于 
“数值 风 洞 ”( 即 气动 计算 ). 

在 航天 工业 中 ,卫星 .导弹 与 航天 飞机 的 设计 工作 也 呈现 出 注 
重 “ 数 值 风 洞 ”的 趋势 ,因为 用 “数值 风 洞 ”算出 来 的 数据 与 物理 风 
洞 吹 出 来 的 数据 可 以 相互 印证 ,使 设计 工作 取得 更 好 的 效益 . 

“数值 风 洞 ” 与 物理 风 洞 相 比较 ,有 以 下 主要 优点 : 

i 通用 .灵活 ,实验 周期 短 ,模型 与 试验 条 件 的 修改 非常 方 
便 . 

ii 经济、 高 效 . 计算 机 价格 逐年 下 降 , 计算 方法 效率 逐年 提 
高 , 同一 问题 的 计算 经 费 就 大 幅度 地 下 降 了 . 有 人 估算 ,如 果 用 60 
年 代 中 期 生产 出 来 的 IBM704 计算 机 解 算 二 维 时 间 平 均 N-S 方程 
需 解 算 30 4E, ER 1000 77 3850 LEE JH RE -1 计算 机 并 采用 新 算 
法 , 则 只 需 半 小 时 ,费用 不 到 1000 美元 ,效率 提高 50 万 倍 , 成 本 降 
低 10000 fi. 

üi ”研究 成 果 有 良好 的 可 继承 性 和 可 扩展 性 ,因为 算法 和 软 
件 在 系列 化 的 计算 机 发 展 进程 中 可 以 永恒 使 用 . 

我 们 相信 :由 于 数值 模拟 手段 促成 工程 设计 中 的 这 场 变革 ,将 
会 有 力 地 推动 各 国航 空 航 天 工业 的 发 展 . 

6. 核武 器 的 研制 必须 依靠 高 效能 的 科学 工程 计算 手段 . 前 面 
说 了 ,飞机 的 设计 尚 可 采用 风 洞 实验 来 模拟 飞行 试验 ,以 获取 气动 
FARE. 对 核武 器 来 说 ,现在 还 没有 什么 设备 可 对 核武 器 产品 的 性 
能 事先 作出 试验 ,对 关键 性 的 设计 参数 也 无 法 在 事先 通过 试验 来 
获取 ,只 有 通过 核 爆炸 试验 ,用 测试 仪器 测 得 数据 . 这 种 用 事后 的 
效应 来 验证 产品 是 否 符合 设计 思想 的 做 法 ,耗资 大 ,效果 又 差 . 因 
为 核 爆炸 过 程 与 核反应 过 程 都 是 在 高 温 高 压 下 进行 的 ,温度 高 达 
几 千 万 摄氏 度 ,压力 高 达 几 百 万 大 气压 , 核 爆炸 的 巨大 能 量 又 是 在 
W 秒 量 级 的 时 间 内 释放 出 来 的 ,在 一 次 核 试验 的 瞬间 要 求 测量 出 
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核武 器 内 部 的 细致 反应 过 程 是 十 分 困难 的 . 况且 , 进行 一 次 核 试 
验 , 不 仅 从 技术 上 、 经 济 上 .人 力 上 要 付出 很 高 的 代价 ,就 是 从 国家 
的 政治 路 线 方针 来 考虑 ,也 只 能 有 限制 地 进行 . 诚然 ,数值 模拟 已 
经 成 为 研制 核武 器 的 必要 手段 . 核反应 是 一 复杂 的 物理 过 程 ,描述 
它 的 数学 模型 是 一 组 非 线 性 偏 微分 方程 ,再 加 上 定 解 条 件 . 这 组 方 
FE 的 解 能 给 出 核 爆 的 各 个 细节 的 图 象 ,以 及 定量 的 数据 和 运动 的 
全 过 程 . 当然 ,对 如 此 复杂 的 非 线性 偏 微分 方程 组 只 有 求助 于 数值 
方法 求解 . 即 采用 数值 模拟 手段 来 了 解 核 爆炸 时 运动 的 全 过 程 ,以 
及 获取 设计 上 所 需 的 数据 , 进一步 说 , 核 爆炸 试验 只 能 提供 一 些 综 
合 效 应 的 数据 ,数值 模拟 却 可 以 看 出 各 种 因素 和 机 制 是 如 何 相互 
影 响 而 起 作用 的 ,从 而 可 以 了 解 到 核反应 的 运动 规律 并 掌握 产品 
设计 的 规律 ,这 对 于 发 展 核武 器 是 至 关 重 要 的 . 当然 用 数值 模拟 完 
全 代 埋 核 试 验 是 不 可 能 的 ,但 可 以 减少 试验 次 数 ， 

核反应 的 物理 过 程 本 质 上 是 一 个 三 维 问题 ,需要 建立 三 维 数 
学 模型 进行 模拟 计算 . 当前 限于 计算 机 的 条 件 ,只 能 采用 简化 的 一 
维 或 二 维 数学 模型 予以 近似 模拟 . 改进 物理 ,数学 上 的 理论 方法 及 
提高 计算 方法 的 精确 度 ,是 提高 核武 器 设计 技术 的 两 个 最 基本 的 
手段 . 仅 就 改进 算法 来 看 ,改进 有 限 元 网 格 法 可 以 非常 有 效 地 提高 
模 氢 计算 的 精度 ;如 能 采用 并 行 计算 方法 将 会 使 计算 速度 提高 近 
T fü. 当然 ,改进 计算 机 的 性 能 (扩大 容量 与 加 快运 算 速度 ) 也 是 
提高 计算 精度 满足 设计 需要 的 一 个 途径 . 利用 计算 机 提高 精度 可 
从 两 个 方面 下 手 : 一 是 采用 三 维 的 数学 模型 ;二 是 加 密 网 格 点 . 实 
际 的 经 验 表明 : 当 取 100 个 网 格 点 时 ,二 维 计算 所 需 的 计算 机 容量 
是 一 维 的 200 倍 , 运 算 时 间 也 是 200 倍 ;三 维 计算 所 需 的 计算 机 容 
量 则 是 一 维 的 30000 倍 , 运算 时 间 也 是 30000 FF 5 24 BK 1000 个 网 格 
点 时 ,二 维 计算 所 需 的 计算 机 容量 是 一 维 的 2000 倍 ,运算 时 间 是 
1000 倍 ;三 维 计算 所 需 的 计算 机 容量 是 一 维 的 300 万 倍 ,运算 时 间 
是 10 71 fi. 
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7. 计算 机 与 计算 数学 在 综合 利用 .通盘 规划 与 提高 全 局 经 济 
效益 方面 起 着 重大 作用 . 物资 调拨 .运输 调度 .厂矿 布局 ,以 及 系统 
[ 程 方 面 每 -个 方案 的 改进 都 将 导致 干 万 元 其 至 上 亿 元 的 效益 . 
这 方面 提出 的 数学 问题 往往 是 大 规模 的 ( 非 ) 线性 最 优化 问题 , 它 
多 求解 只 是 在 有 了 高 性 能 的 计算 机 和 高 效率 计算 方法 以 后 才 有 具有 
yz up ETE. 例如 ,电站 的 最 佳 潮流 问题 , 它 上 共有 重大 的 经 济 意 义 . 
问题 提出 已 逾 20 年 .然而 60 年 代 沿 用 的 算法 又 慢 又 不 可 靠 ,不 可 
能 用 来 解决 这 样 的 大 型 问题 . 1984 年 系列 二 次 规划 方法 应 用 成 
功 , 计 算 效 率 上 有 突破 性 提高 ,这 才 解 决 了 先前 认为 难以 处 理 的 大 
规模 最 佳 潮流 问题 ,引起 了 电力 界 极 大 的 关注 .1985 年 加 拿 大 多 
伦 多 的 安大略 水 电站 (350 汇流 条 ) 经 过 实时 分 析 ,对 应 用 最 佳 潮 
流程 序 进 行 电压 控制 给 出 了 评价 : 有功 损 耗 碱 少 3.7% ,每 年 合 
250 万 美元 ,无 功 损耗 减少 19. 7 多 .总 之 ,由 于 计算 机 和 算法 的 改 
进 ,程序 运行 的 速度 很 快 ,从 而 使 电站 最 优 电压 控制 的 实时 应 用 得 
以 实现 . 
8. 计算 机 的 不 断 完 善 与 计算 数学 的 发 展 ,对 科学 实践 与 生产 
实践 带 来 了 革命 性 的 变化 ,这 不 仅 是 因为 它 能 够 为 科学 实践 与 生 
产 实践 提供 计算 工具 ,从 而 产生 了 巨大 经 济 效益 ;而 且 是 因为 它 为 
理论 模型 与 生产 模型 的 创新 提供 了 一 个 高 效 的 数值 模拟 或 数值 实 
验 的 手段 ,还 为 实验 研究 提供 了 一 个 多 点 、 在 线 , 实 时 数据 采集 与 
处 理 系统 ,使 人 们 得 以 深入 地 了 解 与 认识 事物 变化 的 真实 过 程 . 从 
前 面 列 举 的 诸 例 可 以 看 出 :计算 的 方法 正 越 来 越 广泛 地 应 用 在 科 
学 研究 与 工程 设计 的 各 个 领域 ,在 当代 的 技术 发 展 中 起 决定 性 作 
用 ,并 且 直 接 或 间接 地 影响 到 一 切 工 业 、 经 济 和 基础 科学 部 门 . 我 
国 与 美 苏 等 国家 的 建设 经 验 表 明 : 科 学 工程 计算 是 关系 到 国家 安 
全 、 经 济 发 展 与 科技 进步 的 关键 性 因素 . 
今天 业已 存在 的 现实 的 可 能 性 是 把 自 牛顿 起 的 400 年 间 人 类 
所 积累 的 精确 科学 技术 的 知识 和 智慧 转化 为 计算 入 程序 用 以 去 勘 
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探 与 开发 自然 资源 ,设计 制造 出 更 先进 的 产品 ,也 就 是 通过 计算 的 
手段 把 这 一 科学 宝库 转化 为 生产 力 , 把 精神 财富 变 成 物质 财富 . 


$4 计算 机 把 计算 的 方法 推 向 
人 类 科学 活动 的 前 沿 


近代 科学 方法 论 的 起 点 是 观测 ,由 白 尼 日 心 说 的 创立 , 维 萨 
里 血液 循环 “以 心脏 为 中 心 ”的 发 现 ,以 及 后 来 的 开 普 勒 行星 运动 
三 定律 的 发 现 , 等 等 ,都 是 通过 观测 和 实验 来 认识 物体 的 本 来 面貌 
和 它们 的 基本 运动 规律 .但 科学 方法 论 真正 受到 人 们 的 重视 是 从 
Tn 利 政 开 始 的 ,是 伽利略 在 人 类 科学 活动 中 系统 地 引进 了 科学 实 
验方 法 . 古代 人 是 从 哲学 思想 产生 假说 ,并 用 来 解释 现象 ;而 近代 
科学 则 是 在 观测 与 实验 的 基础 上 归纳 出 定律 .法则 ,能够 说 明 过 去 
不 能 说 明 的 种 种 现象 ,能 够 揭露 和 纠正 以 前 的 种 种 愚昧 和 请 误 ,使 
人 类 社会 得 以 从 漫长 的 黑暗 与 轴 昧 时 代 中 走 了 出 来 . 这 是 一 大 进 
步 .如果 说 亚 里 士 多 德 是 从 抽象 的 总 体 上 进行 推理 来 认识 世界 , 那 
A i AS WE RRR HEAR RK. LARK 
系 , 而 后 用 数学 加 以 描述 作为 假说 ,再 进一步 通过 实验 来 验证 ,使 
之 逐步 避 近 自然 界 自身 情况 .达到 构成 特有 的 规律 . 这 是 科学 方法 
论 的 重大 变革 ， 

牛顿 的 贡献 则 是 在 前 人 哥 白 尼 、 伽 利 略 等 对 自然 现象 分 解 的 、 
孤立 的 一 系列 重大 发 现 的 基础 上 ,把 物体 运动 (包括 行星 的 和 地 面 
ED 作 了 整体 统一 的 考察 ,并 采用 数学 方法 来 描述 物体 运动 过 程 
中 的 因果 关系 ,从 而 建立 起 具有 完整 体系 的 力学 物理 学 ,奠定 了 力 
学 物理 学 的 理论 基础 ,并 在 人 类 科学 活动 中 树立 起 了 理论 方法 的 
典范 . 

自 爷 利 略 系统 地 引进 科学 实验 方法 和 和 牛顿 商定 力学 物理 学 的 
理论 基础 以 来 ,近代 科学 方法 论 就 分 为 实验 与 理论 的 两 大 环节 . 这 
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是 人 类 在 科学 活动 中 两 个 行 之 有 效 的 手段 ,沿用 至 今 . 

20 世纪 40 年 代 发 明了 电子 计算 机 ,这 一 计算 工具 的 发 明 , 其 
意 义 不 同 于 历史 上 的 算盘 与 计算 尺 的 发 明 , 也 不 同 于 望远镜 和 显 
微 镜 等 其 他 科学 工具 的 发 明 . 电子 计算 机 延伸 和 强化 了 人 的 思维 
智能 , 它 可 以 影响 人 类 所 涉足 的 一 切 科学 技术 领域 . 电子 计算 机 刚 
诞生 时 ,知名 美国 数学 家 汉 “ 诺 伊 曼 (John von Neumann,1903 一 
1957) 就 深刻 指出 这 一 新 工具 拥有 巨大 潜力 和 计算 的 方法 作为 一 
种 新 的 第 三 种 科学 方法 的 发 展 前 景 . 其 后 ,计算 机 的 飞速 发 展 正 把 
计算 的 方法 推 向 人 类 科学 活动 的 前 沿 ,使 它 上 升 为 一 种 主要 的 科 
学 方法 ,特别 对 于 科学 的 定量 化 起 了 重要 的 作用 . 事实 表明 :实验 、 
理论 .计算 已 成 为 科学 方法 上 相辅相成 而 又 相对 独立 的 三 个 环节 . 
如 果 说 过 去 是 沿用 理论 z= 实验 的 方法 ,如 今 人 们 习惯 采用 理论 二 
计算 sz 实验 的 方法 了 . 也 就 是 说 ,人 们 从 已 有 的 理论 出 发 ,将 物理 
现象 .物理 规律 描述 为 一 系列 数学 方程 式 ,提出 数学 模型 ,再 在 计 
算 机 上 求 出 数值 解 ,再 以 实验 的 方法 予以 核对 验证 ,从 而 进一步 探 
党 物理 规律 ,形成 设计 思想 ,研制 出 新 产品 . 由 计算 机 推动 的 当代 
计算 方法 的 兴起 ,并 形成 与 实验 方法 、 理 论 方法 并 立 之 势 , 是 傣 利 
略 . 牛 顿 以 来 在 科学 方法 论 上 的 最 大 进展 ,推动 着 科研 实践 中 一 场 
深刻 的 ,不 可 逆转 的 变革 ， 


$5. 偏 微分 方程 数值 解法 
及 在 科学 与 工程 中 的 应 用 


“ 偏 微分 方程 数值 解法 及 在 科学 与 工程 中 的 应 用 ”是 “现代 数 

学 中 若干 基本 问题 的 研究 ”项 目 中 的 一 个 课题 . 科学 与 工程 技术 

中 许多 重要 问题 的 研究 最 终归 结 为 一 组 微分 方程 的 求解 . 而 数学 

分 析 的 方法 对 于 微分 方程 的 实际 解 题 能 力 非常 有 限 , 只 限于 小 规 

Wt. 线性 、 均 匀 性 与 几何 规则 性 的 “初等 ”人 情况 , 然而 ,科学 与 工程 
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技术 中 提出 的 微分 方程 大 都 是 大 规模 的 , 非 线 性 的 , 非 均匀 性 的 和 
几何 非 规则 性 的 . 数学 分 析 的 方法 对 它们 则 完全 无 能 为 力 ,使 用 现 
代 计 算 机 进行 数值 求解 是 解决 这 一 类 问题 的 唯一 途径 . 因此 , 偏 微 
分 方程 数值 解法 的 研究 ,是 关系 到 国民 经 济 建 设 和 国防 建设 各 个 
重要 部 门 的 计算 机 应 用 方面 的 最 重要 课题 之 一 . 世界 各 发 达 国 家 
都 在 这 方面 投入 了 大 量 的 人 力 和 财力 . 历来 超级 计算 机 的 研制 都 
以 解决 这 方面 的 问题 为 主要 背景 . 所 谓 超级 计算 机 ,是 指 特定 时 段 
内 接近 当时 技术 极限 的 计算 机 系统 ,其 功能 超过 当时 市 场 上 销售 
的 商品 计算 机 . 偏 微分 方程 数值 解法 及 在 科学 与 工程 中 的 应 用 是 
国际 上 非常 活 唉 的 前 沿 研究 课题 . 

这 一 课题 的 目的 在 于 组 织 国内 在 这 方面 力量 比较 强 的 五 个 单 
位 : 中 国 科学 院 计算 中 心 .北京 应 用 物理 与 计算 数学 研究 所 北京 
大 学 数学 系 、 清 华 大 学 应 用 数学 系 、 武 汉 大 学 数学 系 ,并 由 冯 康 担 
任课 题 负 责 人 ,就 以 下 七 个 问题 

I 哈密 尔 顿 动力 学 的 辛 几何 算法 ， 
有 限 元 方法 的 理论 及 其 应 用 ， 
解 具 奇 性 问题 的 高 精度 算法 ， 
近代 物理 学 中 的 偏 微 分 方程 的 差分 方法 的 研究 ， 
非 线 性 偏 微 分 方程 和 随机 微分 方程 数值 解 ; 
奇异 摄 动 问题 的 数值 方法 ， 

”新 一 代 计 算 机 解 偏 微 分 方程 的 计算 方法 
进行 研究 , 想 从 基础 理论 与 基础 应 用 方面 解决 国家 在 经 济 、 国 防 与 
科学 中 的 计算 问题 ， 

当今 , 偏 微分 方程 数值 求解 方面 的 前 沿 研究 课题 ,大 致 可 分 为 
两 类 ,一 类 是 寻找 更 加 有 效 的 算法 来 解决 “ 老 ”问题 ; 另 一 类 是 对 
于 工程 物理 中 的 “新 ”问题 设计 新 的 算法 . 本 课题 则 是 在 上 述 七 个 
问题 上 ,就 这 两 类 研究 开展 工作 . 下 面 分 别 予 以 介绍 . 
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1. 哈密 尔 顿 "动力 学 的 辛 几 何 “ 算 法 ”自然 界 几乎 所 有 现实 
的 无 耗 散 的 动态 过 程 , 包 括 无 粘 流体 力学 动态 问题 ,本 质 上 都 可 纳 
入 哈密 尔 顿 形式 体系 ,数学 上 由 哈密 尔 顿 方程 来 描述 . 冯 康 曾 提出 
如 能 充分 认识 哈密 尔 顿 系统 的 深刻 数 党 内涵 ,从 此 出 发 建立 其 正 
确 的 计算 方法 会 导致 动态 问题 的 合理 解决 . 并 于 1984 年 在 第 五 届 
国际 微分 方程 与 微分 几何 学 术 讨 论 会 上 以 及 在 他 和 他 的 研究 组 的 
十 作 中 创 导 了 哈密 尔 顿 动力 系统 计算 方法 的 系统 研究 和 基于 辛 几 
何 理论 的 研究 途径 ,形成 了 六 几何 差分 格式 的 系统 构造 方法 ,建立 
了 相应 的 基础 理论 框架 . 这 既 为 计算 数学 也 为 哈 氏 动力 系统 理论 
TF 创 了 新 方向 新 领域 ,得 到 国际 学 术 界 包括 许多 知名 科学 家 的 确 
认 和 高 度 评价 . 这 一 新 方向 处 在 计算 数学 .动力 系统 ,以 及 非 线性 
力学 物理 学 领域 的 交叉 点 . 可 以 预计 在 不 远 的 将 来 将 有 重大 的 进 
展 和 广阔 的 应 用 前 景 . 要 研究 的 具体 问题 有 : 

1 ”研究 有 限 维 数 和 无 限 维 数 的 哈 氏 动力 系统 的 数学 性 质 ， 
1 ”研究 险 氏 动力 系统 的 辛 几何 计算 方法 及 其 基础 理论 ; 

Vo 辛 几 何 计算 方法 对 于 各 类 有 限 维 或 无 限 维 的 哈 氏 动力 
系统 的 应 用 拓 广 . 

2. 有 限 元 方法 的 理论 及 其 应 用 。 有 限 元 解 的 误差 估计 无 论 
是 理论 上 和 应 用 上 都 极为 重要 . 以 往 仅 讨论 先 验 估 计 , 但 这 不 足以 
解决 实际 计算 结果 的 误差 分 析 问 题 . 我 国学 者 在 70 年 代 后 期 提出 
通过 逐步 加 密 网 格 法 得 到 逐 点 后 验 误 差 , 外 国 在 间 一 时 期 也 发 展 
了 一 种 使 用 能 量 基 数 的 后 验 误差 估计 . 


* 险 窗 尔 顿 (W,R.Hamilton,1805 一 1865), 英 国 数学 家 、 物 理学 家 . 1834 年 建立 
“哈密 尔 顿 原理 ”, 使 各 种 动力 学 定律 都 可 以 从 一 个 变 分 式 推 出 ,并 使 人 们 看 到 了 力学 
和 几何 光学 的 相似 之 处 ,后 来 推广 到 物理 学 的 许多 领域 ,如 电磁 学 等 . 他 把 广义 坐标 和 
广义 动量 都 作为 独立 变 攻 来 建立 动力 学 方程 ,这 种 形式 的 方程 称 为 “哈密 尔 顿 正则 方 
FE" RROD REA 

* XC JL fif symplectic geometry 8 X} JL faf. 
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有 限 元 解 的 浙 近 展开 是 误差 分 析 的 一 个 十 分 重要 有 用 的 工 
FL. 由 此 可 得 出 一 些 方法 的 超收 僵 性 并 可 导出 许多 高 精度 的 有 限 
元 格式 . 我 国学 者 在 此 方面 首创 性 的 工作 很 有 特色 ,在 国际 上 已 
起 广泛 重视 . 

韭 标准 有 限 元 是 有 限 元 法 应 用 中 的 一 项 重要 进展 . 它 遂 常 从 
力学 直观 出 发 建立 有 限 元 模式 ,往往 能 以 较 少 的 计算 基 而 获得 较 
蝇 的 精度 .但 理论 分 析 十 分 缺乏 和 困难 . 我 国学 者 在 此 方向 上 获得 
系列 重要 的 成 果 ,为 一些 很 有 用 的 非 标准 有 限 元 建立 了 可 靠 的 
理论 基础 ， 

边界 元 法 是 有 限 元 发 展 中 的 一 个 重要 阶段 . 对 某 些 问题 它 比 
有 限 元 更 为 有 限 ,将 有 限 元 中 的 自 适 应 技术 应 用 于 边界 元 ,这 是 一 
项 很 新 的 研究 课题 . 我 国学 首 在 正则 归 化 边界 元 法 方面 取得 了 一 - 
系列 成 果 , 再 加 上 自 适应 技术 .一 者 结合 ,很 有 新 意 . 具体 将 解决 以 
下 六 个 问题 ， 

Do ”有 限 元 解 的 渐 近 展开 及 超收 伍 性 研究 ; 

有 限 元 解 的 后 验 误差 估计 (各 种 基数 意义 下 ); 
自 适应 加 密 方法 和 外 推 技术 ; 

非 标准 有 限 元 研究 

N-S 方程 的 有 限 元 解法 ， 

Wo 边界 元 方法 及 自 适应 技术 . 

3. 解 具 奇 性 问题 的 高 精度 算法 ”许多 非 线 性 双 昌 型 方程 组 、 
抛物 型 方程 组 .抛物 - 双 曲 确 合 组 . 双 曲 - REEL A ILU ARE A 
有 某 种 奇异 性 . 求解 这 类 方程 的 已 有 一 些 算法 ,其 精度 不 高 ,不 能 
满足 需要 . 因此 ,寻找 高 精度 算法 仍然 是 国际 上 非常 活路 的 前 沿 研 
究 课 题 之 一 . 从 前 ,我 国学 者 在 研究 超 音速 绕 流 的 数值 计算 过 程 
”中 , 发 展 了 一 个 称 为 “分 离奇 性 ”的 差分 方法 . 此 方法 的 优点 在 于 
花费 不 多 的 机 时 , 便 能 计算 出 高 精度 的 结果 . 前 几 年 又 将 此 方法 推 
广 应 用 于 若干 其 他 类 型 的 两 个 自 变量 问题 上 ,取得 很 大 成 功 . 这 次 
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准备 以 航天 航空 工业 中 提出 的 跨 音 速 流动 问题 .开采 石油 中 的 二 
次 采油 及 相 变 问题 以 及 燃烧 问题 和 生物 数学 中 的 某 些 问题 为 背景 
开展 三 个 自 变量 的 偏 微分 方程 组 的 分 离奇 性 法 的 研究 ,以 期 构造 
高 精度 的 算法 ,使 得 在 现 有 的 计算 机 装备 条 件 下 能 够 解决 从 前 无 
法 解决 的 问题 ,满足 科学 与 工程 上 的 需要 . | 

4. 近代 物理 学 中 偏 微分 方程 的 林 分 方法 研究 ”广泛 出 现 于 
近代 物理 学 中 的 新 型 偏 微分 方程, 包括 弹 塑性 流体 力学 方程 、 
Schrodinger 方程 、 铁 磁 链 方程 .Kdv 方 程 ,以 及 Zaxapos 方 程 等 ,其 
中 不 少 是 属于 具有 不 同形 式 和 不 同 程度 退化 性 质 的 抛物 型 方程 式 
或 方程 组 . 这 些 方程 是 描述 近代 物理 学 中 的 高 速射 流 和 侵 彻 问题 、 
激光 - 等 离子 体 相互 作用 问题 . 核 聚 变 问题 .混沌 问题 以 及 强 庙 流 
等 问题. 而 这 些 物理 问题 均 是 国民 经 济 和 国防 建设 中 急需 解决 的 
问题 . 由 于 上 述 问题 极其 复杂 ,要 对 这 些 问题 在 理论 上 作出 比较 完 
整 的 探讨 ,至 少 在 现今 是 十 分 困难 的 ;而 数值 模拟 则 能 对 其 内 在 的 
变 化 过 程 进行 完整 而 又 细致 的 描述 ,使 人 们 得 以 认识 这 些 问题 的 
内 在 机 理 和 规律 . 数值 模拟 可 以 对 许多 实际 问题 进行 优化 设计 从 
而 带 来 显著 的 经 济 效益 . 上 述 方程 的 非 线性 和 退化 性 质 , 要 求 计算 
方法 得 有 新 的 设计 和 处 理 ,这 样 做 对 完善 差分 方法 的 理论 研究 亦 
有 其 理论 意义 . 高 速射 流 和 侵 彻 问题 等 的 研究 已 受到 国内 外 学 术 
界 的 极 大 重视 ,国外 的 研究 和 应 用 已 领先 于 我 们 ,但 多 数 问题 尚未 
涉足 ,或 涉足 不 深 . 这 是 一 块 尚 新 的 研究 领域 ,又 关系 到 经 济 国防 
的 发 展 ,我 国 必须 组 织 力量 ,提供 条 件 开展 这 方面 的 研究 工作 ,在 
近期 内 取得 成 效 . 在 本 课题 中 要 解决 的 具体 问题 有 

ME 弹拨 性 流体 力学 差分 方法 ; 

I Schrodinger 方程, 铁 磁 链 方程 ,渗流 方程 .Kdv 方程 
Zaxapos 方程 的 差分 方法 及 其 理论 论证 ， 

”起 热 电子 型 的 退化 抛物 型 方程 以 及 在 区 域 边界 上 退化 
的 抛物 型 \ 双 曲 型 方程 的 差分 方法 及 其 理论 论证 ; 
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N “计算 格式 的 并 行 算法 ; 

V “计算 方法 和 程序 的 可 靠 性 及 精度 的 检验 与 分 析 ， 

5. 非 线性 偏 微分 方程 和 随机 微分 方程 数值 解 ”自然 科学 中 
的 各 种 基本 规律 不 少 是 以 非 线性 偏 微分 方程 为 其 表现 形式 ,特别 
对 一 些 重 要 物理 现象 的 研究 ,如 沸 流 、 边 界 层 、 燃 烧 、 激 波 , 流 动 不 
稳定 性 等 更 离 不 开 对 非 线性 偏 微分 方程 进行 数值 计算 和 理论 分 
析 . 这 些 问题 的 研究 不 仅 有 着 理论 意义 ,而 且 具 有 重要 的 现实 意 
X. 

不 同学 科 间 相互 渗透 和 结合 是 现代 计算 数学 发 展 的 一 个 重要 
趋势 ,其 中 概率 统计 方法 在 解 微分 方程 中 的 应 用 就 是 一 个 典型 例 
F. 随机 微分 方程 在 高 雷诺 数 流动 . 奇 摄 动 .流体 计算 中 的 成 功 应 
用 ,日 益 引 起 人 们 的 关注 . 我 国学 者 近年 来 在 偏 微分 方程 近代 数值 
方法 的 理论 和 应 用 上 取得 了 可 喜 成 果 , 其 中 包括 流体 力学 的 有 限 
元 与 无 限 元 方法 ,N-S 方程 有 界 区 域 的 分 步 法 ,高 雷诺 数 流动 的 涡 
团 法 ,燃烧 流动 的 间断 解 理论 和 数值 计算 ,统计 力学 中 随机 微分 方 
程 的 数值 模拟 等 . 当前 要 研究 的 主要 问题 有 以 下 六 个 ， 

1 化 学 反应 流动 的 计算 方法 和 数值 模拟 

1 拟 线 性 双 曲 型 差分 方法 ， 

E 有限 元 和 无 限 元 方法 ; 

N BRITT A BK 

V ”随机 微分 方程 方面 的 随机 激动 法 在 高 雷诺 数 流动 的 应 
用 ， 名 及 统计 物 浊 和 力学 中 随机 并 动 模型 的 理论 和 数值 模拟 ， 

V N-S 方程 分 步 法 . 

6. 奇异 摄 动 问题 的 数值 方法 在 力学 .物理 和 工程 科学 中 经 
常 通 到 含有 小 参数 的 问题 ,其 中 高 阶 微 商 项 带 小 参数 的 微分 方程 
定 解 问题 尤其 重要 ,称奇 异 摄 动 问题 ,例如 高 雷诺 数 不 可 压 粘 性 流 
体 的 流动 ,对 流 占 优 的 热传导 问题 ,半导体 器 件 方程 组 等 . 奇异 摄 
动 问题 的 分 析 理 论 经 过 力学 家 ,数学 家 及 其 他 学 科 领 域 学 者 几 十 
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年 的 努力 ,目前 已 成 为 应 用 数学 的 一 个 重要 分 支 . 近 十 年 来 有 不 少 
学 者 从 计算 数学 的 角度 研究 奇异 摄 动 问题 ,通过 大 量 数值 实验 发 
现 , 当 小 参数 很 小 时 ,即使 是 对 最 简单 的 奇异 摄 动 问题 用 所 有 成 熟 
的 计算 方法 也 得 不 到 比较 准确 的 数值 解 . 因此 ,必须 发 展 适 合 于 奇 
异 摄 动 问题 的 计算 方法 和 格式 . 

主要 研究 内 容 是 :. 

I “研究 偏 微分 方程 奇异 摄 动 问题 的 数值 格式 和 有 效 的 计 
算 方 法 以 及 理论 分 析 ; 

1 自 适 应 技术 应 用 于 奇异 摄 动 问题 

1 —————H 

7. 新 一 代 计算 机 解 偏 微分 方程 的 计算 方法 ”数学 物理 中 的 
VF 多 问题 可 归结 为 高 维 非 线性 偏 微 分 方程 ,求解 这 类 方程 的 难度 
和 规模 都 越 来 越 大 .. 这 就 不 仅 需要 寻找 可 行 的 计算 方法 ,而 且 还 希 
望 所 提供 的 算法 适用 于 体系 结构 并 行 化 的 新 一 代 计算 机 . 由 于 
CRAY 等 新 一 代 巨 型 计算 机 的 出 现 , 数 值 解 偏 微分 方程 的 并 行 算 
法 研究 日 趋 活跃 . 欧 、 美 , 苏 等 国都 有 一 批 科学 家 在 开展 并 行 算法 
研 究 . 我 国学 者 基于 区 域 分 裂 原理 创造 了 一 -类 新 型 的 解 偏 微分 方 
程 的 异步 并 行 算法 ,结合 应 用 取得 了 不 少 很 好 成 果 , 在 国内 外 交流 
中 博得 好 评 . 当前 准备 开展 以 下 七 个 问题 的 研究 ;; oc 

1 .对 高 维 非 线 性 偏 微分 方程 , 进 一 步 研 究 区 域 分 发 法 ， 包 
REDE TUE 

“提出 并 行 Schwarz-MG 方法 的 算法 与 理论 ,进行 自 适应 

ARCHI S EE 

E ”开展 并 行 化 有 限 粒子 法 研究 ， 

N 研究 自由 表面 的 计算 与 自由 表面 的 最 优 设计 , 拟 解 决 计 
算 稳定 性 问题 和 最 优 设计 的 可 能 性 问题 ， 

VARS AR ERA BG BE 

MO 变 分 不 等 式 的 对 偶 算法 及 降 维 算法 ; 
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MO 偏 微分 方程 半 离 散 化 后 的 Stiff 方程 的 算法 人 赋 究 与 理论 
分 析 . 

在 本 文 的 后 面 附 有 微分 方程 数值 解法 及 其 在 科学 与 工程 中 的 
应 用 方面 的 有 关 专 著 和 文献 ,以 便 让 攻 深 入 了 解 这 - -领域 的 发 展 
动向 . 


$6 结束 语 


计算 ,作为 第 三 手段 使 科学 方法 论 益 加 完善 . 这 意味 着 ,今后 ， 
人 类 认识 自然 和 改造 自然 的 活动 必 将 以 更 快 的 步伐 向 纵深 发 展 . 

在 当今 国际 激烈 竞争 的 形势 下 ,在 技术 革命 浪潮 的 推动 下 .一 
个 国家 对 科学 计算 的 掌握 程度 是 它 的 自我 科技 实力 的 真实 度量 . 
科学 工程 计算 既是 一 门 当 前 可 以 见效 的 应 用 性 学 科 , 又 是 一 门 有 
长 远 战略 意义 的 基础 性 学 科 . 它 与 我 国 的 四 个 现代 化 建设 有 广泛 、 
直接 ,紧密 的 联系 ,因此 特别 值得 受到 各 方面 的 重视 和 大 力 支持 . 

生产 与 科学 技术 的 发 展 , 特 别 是 在 计算 机 的 不 断 更 新 换代 浪 
潮 的 推动 下 ,科学 与 工程 计算 这 一 领域 将 越 来 越 宽阔 , 它 会 吸引 众 
多 有 识 青年 献身 于 现代 科学 工程 计算 研究 . 
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整体 微分 几何 及 其 在 理论 物理 中 的 应 用 
Global Differential Geometry and It’s 
Applications to Theoretical Physics 


中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 
of Mathematics in China 


AB (KD TUE e JL for 2% SP BAe AT TTE E MB BY 
W CHESA, BLA EP RCE Be RUE A MT if 
LUR Jy Jie 993827 ARETA. 在 本 文中 ,我 们 将 根据 整体 微分 
世人 和 何 发 展 的 历史 和 现状 .对 工 面 所 说 的 观点 . 作 -- 简 要 的 前 述 . 希 
望 能 使 大 家 了 解 到 ,为 什么 整体 微分 几何 学 是 如 此 繁荣 ,如 此 引 人 
AHE. 


S1. 微分 几何 的 初始 阶段 


古典 的 局 部 微分 几何 是 研究 三 维 欧 氏 室 间 E, 的 曲线 和 曲面 
在 一 点 邻近 的 性 质 , 它 的 发 展 与 分 析 学 有 着 不 可 分 割 的 联系 . 微分 
儿 何 起 源 于 17 世纪 发 现 微 积分 之 时 ,函数 与 函数 的 导数 的 概念 实 
质 上 等 同 于 曲线 与 曲线 的 切线 或 斜率 :函数 的 积分 在 几何 上 则 可 
解释 为 一 曲线 下 的 面积 . 当时 ,平面 曲线 .空间 曲线 及 曲面 的 几何 
也 可 作为 微 积分 的 应 用 来 了 解 . 

在 这 方面 第 一 个 作出 贡献 的 是 瑞士 数学 家 L. Euler. 1736 年 
他 首先 引进 了 平面 曲线 的 内 在 坐标 这 一 概念 , 即 以 曲线 弧 长 这 一 - 
几何 量 作为 曲线 上 点 的 坐标 ,从 而 为 曲线 的 进一步 研究 商定 了 基 
础 , Euler 将 曲率 描述 为 曲线 的 切线 方向 和 一 固定 方向 的 交角 的 变 
化 率 . 因而 直观 上 曲率 表示 曲线 的 弯曲 程度 ,描述 曲线 方向 改变 的 
快慢 程度 (相对 于 弧 长 而 言 ). 在 曲面 论 方面 ,Euler 也 有 重要 的 贡 
aR, 例如 引进 了 曲面 上 的 法 曲率 .总 曲率 .有 和 名 的 Euler 公式 及 球 
面 映照 等 . 如 所 知 , 测 地 线 是 平面 上 直线 在 曲面 上 的 推广 ,Euler 和 
J. Bernoulli, D. Bernoulli 一 起 最 早 地 把 测 地 线 描述 为 某 些 微分 方 
程 的 解 . 在 物理 的 推动 下 ,1736 年 ,Euler 证 明了 在 无 外 力作 用 之 
下 ,一 个 质点 如 约束 在 一 曲面 上 运动 , 则 它 必 定 是 沿 测 地 线 运动 . 
另外 ,值得 指出 的 是 法 国 数学 家 G. Monge 及 其 学 派 , 他 们 对 曲面 
ie 的 建立 也 很 有 贡献 ,关于 曲线 和 曲面 理论 的 第 一 部 独立 的 著作 


170 


《分 析 学 在 几何 中 的 应 用 》 是 Monge TE 1807 年 出 版 的 书 ,他 的 工 
作 中 反映 出 他 对 微分 方程 的 兴趣 . 在 这 些 数 学 家 的 研究 中 ,可 以 看 
到 ,力学 .物理 学 与 天 文学 以 及 技术 与 工业 的 日 益 增 长 的 要 求 是 促 
使 微分 几何 发 展 的 因素 . 

F. Frenet(1852 年 ) 和 J. Serret(1851 年 ) 得 出 了 曲线 的 基本 
方程 ,现在 通称 为 Frenet 公式 , 后 来 ,G. Darboux 创造 了 空间 曲线 
的 活动 标 架 概念 ,完整 地 建立 起 曲线 理论 ;如果 两 条 空间 曲线 C, 
与 C。 的 曲率 上 和 挠 率 r 作为 曲线 弧 长 的 函数 ( 即 (3) 与 r(s)) 是 
相同 的 , 则 除了 在 空间 的 位 置 的 差异 之 外 ,这 两 曲线 C, 与 C, 是 完 
全 相同 的 . 因而 可 以 说 曲线 的 所 有 性 质 都 包含 在 它 的 长 度 、 曲 率 、 
拨 率 的 依赖 关系 之 中 . 这 三 个 概念 的 研究 成 为 研究 曲线 论 的 基础 . 
同时 ,利用 它们 ,可 以 得 到 曲面 理论 中 的 许多 概念 ， 

在 三 维 欧 氏 空 间 R 中 ,与 曲线 相 比 ,曲面 有 着 重要 得 多 的 性 
质 . 设 xin 为 R: 的 笠 氏 直角 坐标 , 则 Rs 中 曲面 5S 的 参数 方程 
为 

z= oxi(uv) (= 1,2,3), (1) 
HE S 的 几何 性 质 完全 由 被 称 为 曲面 的 第 一 .第 二 基本 形式 的 两 
个 二 次 微分 形式 所 决定 . 第 -- 基 本 形式 即 

ds? = dr + dz = $dx? = Edw + 2Fdudv + Gdo®, (2) 
ELF VG 都 是 wmv 的 函数 . 第 二 基本 形式 是 

I =—dx-da = Ldu? + 2Mdudv + Ndv!, (3) 
XB n AT SO SAH L MN AB ML. RE E 
点 的 一 个 方向 dedo 所 对 应 的 法 曲率 = 
Ldu? + 2Mdudv + Ndv’ 
Edu? + 2Fdudv 十 Gdv?* 

1827 年 德国 数学 家 C. F. Gauss 的 论文 “弯曲 曲面 的 一 般 研 
究 ”在 微分 儿 何 学 的 历史 上 有 重大 的 意义 . 微分 几何 发 展 经 历 了 
150 年 之 后 ,Gauss 抓 住 了 微分 几何 中 最 重要 的 概念 和 带 有 根本 性 
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的 内 容 ,他 在 论文 中 建立 了 曲面 的 内 在 几何 学 ,其 主要 思想 是 强调 
了 曲面 上 只 依赖 于 第 一 基本 形式 的 一 些 性 质 , 例如 曲面 上 曲线 的 
缴 长 ,两 条 曲线 的 夹 角 ,曲面 上 一 区 域 的 面积 , 测 地 线 , 测 地 曲率 和 
总 曲率 ,等 等 ,这 些 被 称 为 曲面 的 内 在 性 质 . 
Gauss 之 前 的 几何 学 家 ,用 外 在 的 方法 计算 曲面 的 总 曲率 , 即 
在 研究 曲面 时 ,把 曲面 与 外 围 欧 氏 空间 R? 相 联系 , 找 出 曲面 上 一 
点 的 主 方向 ,这 是 使 法 曲率 取 到 极 值 的 两 个 方向 ,再 计算 两 主 方向 
的 法 曲率 的 乘积 ,这 便 是 总 曲率 尺 , 其 公式 是 
K = LN—-M (4) 
EG — F 
这 是 Euler 的 研究 . Gauss 的 方法 是 内 在 的 , 即 由 曲面 的 第 一 基本 
形式 确定 了 曲面 的 总 曲率 天 ,其 表达 式 包含 了 E,F,G 及 其 到 二 阶 
为 止 的 偏 导数 ,所 以 总 曲率 天 通常 也 称 为 Gauss 曲率 ,这 是 Gauss 
的 著名 发 现 ,这 两 种 表达 式 之 间 有 着 深刻 的 差异 . Gauss 在 他 的 论 
著 Theorema Egregium 中 闸 明 了 这 一 点 ,他 说 ;:“ 如 果 一 个 弯曲 的 
曲面 可 展开 到 任何 另外 的 曲面 上 去 , 则 每 点 的 曲率 是 保持 不 变 
的 ”( 这 里 ,“ 可 展 ” 表 示 1 对 1 的 保持 距离 的 映照 ).Gauss 建立 的 内 
在 几何 学 有 着 深远 的 影响 ,是 在 微分 几何 上 的 一 关键 而 重大 的 突 
破 , 但 那 时 并 未 被 人 们 所 认识 . 


$2 Riemann 几何 学 的 产生 及 发 展 


Gauss 的 曲面 内 在 几何 学 指出 ;以 曲面 的 第 一 基本 形式 为 基 
础 , 可 以 确定 曲面 的 许多 基本 几何 性 质 . 非 欧 几何 的 出 现 , 表 明 可 
能 的 几何 学 并 不 是 单一 的 . 在 这 两 个 重要 的 基础 上 ,产生 了 
Riemann 几何 学 . Riemann 几何 的 出 现在 数学 上 与 物理 上 均 十 分 
重要 ,具有 重大 而 深远 的 意义 和 影响 . 
1854 年 德国 数学 家 B. Riemann 就 任 哥 丁 根 大 学 首席 教授 时 
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发 表 了 题 为 4《 论 几何 学 的 基础 假设 》 的 就 职 演讲 ,Riemann 将 曲面 
本 身 看 成 一 个 独立 的 几何 实体 ,而 不 是 把 它 仅仅 看 作 欧 氏 空间 的 
一 个 几何 实体 . 他 发 展 了 空间 的 概念 ,首先 提出 了 n 维 微分 流 形 
〈 当 时 称 为 多 重 广 延 量 ) 的 概念 ,其 中 的 点 用 有 个 实数 (zx!,x?,，…。， 
x^) 作为 坐标 来 描述 ,曲线 弧 x' = n 0G — 1,2, maxim 
的 长 度 由 公式 


:= | 2; Sareo SE a 


给 出 ,这 里 gla) 是 坐标 的 函数 ， KF ij 对 称 , 并 且 二 次 微分 型 
= Le Gr) dada? (5) 


是 正定 的 . (5) 称 为 Riemann 度量 ,Riemann 几何 的 基本 出 发 点 是 
Riemann 度量 . 

Riemann 认识 到 度量 (5) 是 加 到 流 形 上 去 的 一 个 结构 . 因此 ， 
同一 流 形 可 以 有 众多 的 Riemann 度量 . Riemann 以 前 的 几何 学 家 
只 知道 曲面 S 的 外 围 空间 R^ 的 度量 赋予 曲面 5S 的 诱导 度量 

ds? = Edu! + 2Fdudv + Gdv’ 
( 即 第 一 基本 形式 ) ,并 未 认识 到 曲面 5 还 可 以 独立 于 Rs 而 定义 ， 
可 以 独立 地 赋予 度量 结构 . Riemann 意识 到 这 件 事 是 非凡 的 重要 ， 
他 把 诱导 度量 与 独立 的 Riemann 度量 两 者 区 分 开 来 ,从 而 开创 了 
以 (5) 为 出 发 点 的 Riemann 几何 . 这 种 几何 以 各 种 非 欧 几何 作为 
其 特例 . 例如 ,以 

>) dai)? 
ds? = aS (6) 
| 1 十 + 之 co 
作为 两 个 无 限 邻近 点 的 距离 , 当 e> 之 0 时 ,就 是 球面 几何 (又 称 为 正 
常 曲率 空间 的 几何 ),a = 0 时 就 是 欧 氏 几何 ,a < 0 时 就 是 
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Jlo6auenckun JL] (JIo6aueneiun 几何 又 称 为 负 常 曲率 空间 的 几何 或 
双 曲 几何 ). 

如 同 曲 面 的 内 在 几何 学 一 样 , 流 形 上 有 了 Riemann BE REG SE 
可 以 确定 切 向 量 的 交角 ,各 种 & 维 区 域 的 (1 6 S n) 的 面积 (一 
1 时 为 弧 长 ,k 二 x 时 为 体积 ), 此 外 ,还 可 确定 流 形 上 的 测 地 线 和 
Riemann 联络 . 测 地 线 是 由 弧 长 的 变 分 所 决定 .在 弧 长 参数 下 , 它 


的 方程 是 

dir i dz dz* EN * 
式 中 Ce) FRIAR: 

«4. fa dg, 3g, 
$1 Riemann 联络 ,又 称 为 克 氏 记号 . 


测 地 线 是 直线 的 推广 ,但 在 Riemann 流 形 上 联结 二 点 的 测 地 
线 未 必 总 存在 ,也 未 必 只 有 一 条 .但 当局 限 在 一 个 充分 小 的 通 当 邻 
城中 时 ,联结 二 点 的 测 地 线 总 存在 且 只 有 一 条 . 

从 Riemann 联络 可 以 确定 Riemann 流 形 的 曲率 张 量 
Ria = Th — a + (PPR — Peal) Gjikslem = 1,2, 08%) 
m), ， (9) 
它 是 用 以 表示 Riemann 流 形 在 一点 的 村 曲 程度 的 . 

G) 4 Riw = 0 时 , 流 形 局 部 同 构 于 网 氏 空间 ,也 就 是 说 ,在 每 
点 都 有 一 邻 域 , 它 和 维 欧 氏 空间 的 一 个 区 域 之 间 不 仅 拓扑 上 同 
胚 ,而 且 一 切 几 何 性 质 都 相同 . 

ii) 4 Riu = K (Baga 一 gigin)(KK = 常数) 时 , 流 形 局 部 地 和 
常 曲率 (= K) 的 空间 同 构 . 标准 的 单 连通 完备 的 正常 曲率 天 的 空 


dri drt 


n s E 
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TIU 标准 的 单 连通 .完备 的 负 常 曲率 空间 
是 ilodauenckn 空间 .它们 的 度量 在 适当 坐标 下 均 可 变 为 (6) 的 形 
X. 

Riemann 几何 学 的 早期 所 研究 的 实际 上 是 Ricemann 流 形 的 局 
部 性 质 . 即 一 个 充分 小 的 邻 域 中 的 性 质 . 在 20 世纪 中 ,Riemann JL 
WERE TEAR FE RE deR F Riemann 度量 e 的 微分 流 形 
M, 记 为 CM,g).n 维 微分 流 形 是 一 种 拓扑 空间 , 它 为 一 系列 邻 域 
(UA) (有 限 或 可 列 无 限 ) 所 窗 盖 ,每 一 邻 域 U4 和 nn 维 欧 氏 空 间 
R” 的 一 个 区 域 相同 是 . 称 为 流 形 的 一 页 地 图 ,两 个 邻 域 的 公共 部 
分 之 间 有 坐标 变换 .变换 公式 是 双向 C*(1 SCA o0) 的 .度量 g 是 
指 在 每 一 页 地 图 中 都 有 给 定 的 Riemann 度量 ,当然 ,在 两 个 邻 域 
的 公共 部 分 ,Riemann 度 晤 是 相符 的 , 即 若 Ua N Ur EZKU E 
所 给 的 度量 和 Us 上 所 给 的 度量 是 相符 的 ,用 它们 计算 U4 N U: P 
曲线 的 弧 长 ,其 结果 是 相同 的 ,也 就 是 

gapda" dr’ = £s dz da^ (a,B = 1, ***,2). 

关于 整体 Riemann 几何 的 下 述 一 些 带 有 普遍 性 的 基本 事项 
是 已 知 的 : 

C1) 任何 一 微分 流 形 都 能 带 有 Riemann 度量 . 

(2) 对 任何 两 点 4,B 可 定义 其 距离 为 

dan = inflt, 

RB 是 联结 4 和 B 的 任 一 分 段 C! 的 曲线 孤 的 长 度 , 这样， 
Riemann 流 形 就 成 为 距离 空间 . 当 这 个 距离 空间 完备 时 ,就 称 为 完 
备 的 Riemann 流 形 . Riemann 流 形 为 完备 的 充 要 条 件 是 : 它 的 任 一 
测 地 线 可 以 依 弧 长 无 限 延伸 (也 可 以 是 闭 曲 线 ). 紧 致 无 边 的 
Riemann 流 形 必 为 完备 的 . 

(3) 任何 一 2 Zi Riemann 流 形 (M,g) 必 可 以 作为 某 一 入 维 欧 
氏 空间 RV 中 的 子 流 形 来 实现 ,也 就 是 :在 RY 中 有 一 维 子 流 形 
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(V, 4) AER h ERE R 的 弧 长 来 定义 的 ,并 且 (V,,h) FOR, 
g) 有 一 个 同 胚 关 系 ,使 对 应 的 曲线 弧 的 弧 长 完全 相同 . 当 M 是 紧 
致 时 , RN 的 维 数 N STRUS En Gn 十 11), 当 M 是 非 紧 致 时 , 它 可 


NUS on Gi 十 D Gn 十 11). N 这 个 数值 在 种 种 特殊 情形 下 是 可 以 
降低 的 ,例如 对 球 S" 而 言 ,N = 二 十 1, 但 在 一 般 情况 下 ,N 的 最 低 
值 尚 不 清楚 . 

Riemann 几何 学 的 古典 工具 是 张 量 分 析 , 随 着 Riemann 几何 
学 的 整体 化 , 张 量 分 析 也 改变 了 面 狐 , 而 且 外 微分 形式 也 成 为 一 项 
重要 的 工具 ,微分 流 形 M 的 每 点 已 可 以 定义 该 点 的 切 向 量 , 如 书 
属于 一 坐标 区 域 U, 局 部 坐标 系 为 (z!，.… ,zx") ,该 点 的 切 向 量 由 
一 阶 齐 次 的 微分 算 子 ( 即 方向 求 导 的 算 子 ) 

X-v 2 a0 

所 定义 ,点 已 的 切 向 量 全 体 构成 一 个 向 量 空间 TzM, 其 维 数 为 
n(= dimM). 在 每 点 均 给 一 向 量 , 则 得 到 向 量 场 ,TpM 的 对 偶 空 间 
称 为 余 切 空间 , 记 为 T; M, 其 中 元 素 称 为 协 变 向 量 ,每 点 给 一 协 变 
向 量 ,就 得 协 变 向 量 场 . 点 P 的 p 阶 反 变 .g 阶 协 变 的 张 量 就 是 关于 
TEM Ep 重 线性 .关于 TpM 上 9 重 线性 的 函数 ,例如 二 阶 协 变 张 
x Ko 


9 9 
K(X,Y) = K[v zw i 
‘ap! a 
=K|Ž, avv = Kow’ [y= w 2 


所 确定 . 每 点 均 给 一 张 量 就 得 到 张 量 场 . 向 量 场 , 张 量 场 等 一 般 都 
假定 是 可 微分 的 ,Riemann 度量 就 是 一 个 对 称 的 二 阶 协 变 张 量 场 ， 
曲率 张 量 是 一 阶 反 变 、 三 阶 协 变 的 张 量 场 ,而 由 Riju = Ea Riu 所 定 
义 的 曲率 张 量 是 四 阶 协 变 的 , 常 记 

R A ak ae = Rim. (11) 
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在 TpM E.G = 1,2, 是 一 组 基 ,T2M 上 相应 的 对 


个 基 记 为 dz , 即 da 5| = STEM 的 元 素 可 表示 为 adz', 而 协 
变 向 量 场 在 一 个 坐标 区 域 中 可 表示 为 a.(z)dz'. 协 变 向 量 场 又 称 
为 一 次 外 微分 形式 ,r 阶 反 称 的 协 变 张 量 场 又 称 为 > 次 的 外 微分 形 
式 ,在 一 个 坐标 区 域 中 可 记 为 


a= Xa, da^ AA dz (12) 
Caii 关于 下 标 为 反 称 ). 对 外 微分 形式 ,可 进行 外 微分 运算 d. 
1 à... diii... z dlii 
TD a Ca tt COD x 
edz A da A++ A dz, (13) 


并 成 立 著名 的 Poincaré 3| B8 d'O = 0 对 任何 外 微分 形式 A RUT. 
WUE E -次 外 微分 形式 的 全 体 构成 一 个 线性 空间 , 记 为 A,，A。 就 
是 函数 的 全 体 ，A, 就 是 一 次 外 微分 形式 的 全 体 ，A,(r n) BF 
RAS ABER). 把 外 微分 d 看 成 ,到 人 ,,, 的 一 个 线性 映照， 


其 核 空间 为 

Z, = (0€ A:3d0 = 0), (14) 
其 中 元 素 称 为 闭 形式 ,又 记 d: Aa. >A, 的 象 空间 为 

B, = (0€ A: = dra € N,_,}, (15) 


其 中 元 察 称 为 正 合 形式 . H Poincaré 3| B8B, CZ, H* = Z,/B,, 
其 中 每 一 元 兹 称 为 > 次 的 上 同调 类 . 对 于 紧 致 流 形 M, 有 著名 的 de 
Rham 定理 ,H' 是 有 限 维 的 ,其 维 数 即 为 M 的 第 r 个 Betti Be. 这 个 
定理 表明 , 流 形 的 某 些 拓扑 性 质 可 由 其 上 的 外 微分 形式 的 集合 所 
定 出 ,这 是 一 个 有 重要 作用 的 定理 , 它 建立 了 微分 结构 与 拓扑 结构 
的 联系 ,利用 Riemann 度量 ,还 可 以 引入 调和 形式 的 概念 ,W.V. 
D. Hodge 证 明 , 在 每 一 上 同调 类 中 , 有 且 只 有 一 个 ( 除 常数 因子 
外 ) 调和 形式 . 线性 无 关 的 ~ 阶 调和 形式 的 个 数 就 是 流 形 M 的 第 
个 Betti 数 . 这 个 定理 可 以 用 来 计算 Betti 数 . 
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我 们 还 应 特别 指出 ,Riemann 几何 学 的 发 展 和 广义 相对 论 的 
产生 有 非常 密切 的 关系 ,A. Einstein 在 完成 狭义 相对 论 之 后 ,进而 
研究 引力 理论 ,他 发 现 ,Riemann 几何 是 表述 他 的 引力 理论 的 最 好 
的 数学 工具 . 他 的 理论 认为 :有 引力 场 的 4 维 时 空 , 带 有 一 个 度量 

ds* = g,dz‘dz’, (16) 
但 这 个 度量 不 是 正定 的 二 次 微分 型 ,而 是 不 定 的 二 次 微分 型 ,更 具 
体 地 说 ,对 时 空中 的 每 一 点 ,把 这 二 次 型 通过 坐标 变换 对 角 化 后 ， 
其 符号 是 (十 十 十 一 ). 这 里 的 gu 称 为 引力 势 .是 由 Einsteim 方程 

R, — Res 一 ET, (17) 
和 一 定 的 初始 条 件 ( 或 边界 条 件 ) 来 决定 的 . T, 是 描述 产生 引力 场 
的 物质 的 能 量 动量 张 量 ,& 是 引力 常数 ,c 为 光速 . 

在 引力 场 中 ,试验 质点 的 运动 方程 就 是 这 个 度量 的 测 地 线 方 

程 

天 + 六 至 至 - (i,j,k = 1,2,3,4), (18) 
因而 克 氏 记号 Ds 起 着 引力 加 速度 的 作用 . 

在 真空 情形 下 ,Einstein 方程 化 为 

yg 0. a9 
它 的 球 对 称 解 ( 在 适当 边界 条 件 下 ) CJ Schwarzschild 解 , 表 示 了 
球状 星体 周围 的 引力 场 . 又 Kerr 解 是 描述 真空 引力 场 的 一 种 轴 对 
称 解 , 它 相 应 于 转动 星体 所 产生 的 引力 场 . ' 

Einstein 引力 理论 发 表 后 ,立即 得 到 天 文学 上 的 验证 ,从 而 也 
推动 了 Riemann 几何 学 的 迅速 发 展 . 微分 几何 的 整体 化 对 于 具 非 
IE 定 度量 的 流 形 的 研究 也 起 了 推进 作用 ,因为 它 符合 于 大 尺度 时 
空 结构 和 字 宙 学 研究 的 需要 . 应 用 这 种 整体 化 的 技巧 ,可 以 解释 黑 
洞 的 边界 并 非 时 空 的 实质 性 奇 点 ,又 能 证 明 各 种 时 空 奇 点 的 存在 
Te. 度量 符号 为 (十 ，…… 十 , 一 ) 的 流 形 称 为 Lorentz 流 形 ,其 几 
何 学 近年 来 在 迅速 发 展 . 
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§3 Riemann 几何 学 中 的 几 个 重要 方向 


Riemann 几何 发 展 到 现在 ,已 成 为 微分 几何 的 核心 部 分 , 既 有 
极 为 丰富 的 内 容 , 又 有 广泛 的 应 用 ,研究 的 “热点 ”也 很 多 .我们 在 
ix PRE GER RUBRI. 


(D 曲率 的 拓扑 


一 个 微分 流 形 可 以 带 有 无 限 多 个 Riemann 度 景 ,但 是 流 形 的 
拓扑 性 质 对 它 所 可 能 带 有 的 Riemann 度量 有 着 强烈 的 制约 性 ， 
Riemann 流 形 的 曲率 是 微分 几何 中 最 重要 的 几何 量 之 一 ,曲率 和 和 
流 形 拓扑 结构 之 间 的 关系 是 一 个 十 分 重要 的 问题 . 

这 方面 最 早 的 结果 是 有 关 定 向 闭 曲 面 的 Gauss-Bennet 定理 : 

去 |Kds = x. (20) 
这 里 X= 20 一 g) 是 曲面 的 Euler 数 ,其 中 & 是 曲面 的 洞 的 个 数 
(又 称 为 亏 格 ).X 显然 是 拓扑 不 变量 . 这 式 子 表示 了 高 斯 曲率 K 和 
曲面 拓扑 性 质 的 联系 (例如 ,有 洞 的 闭 曲 面 不 能 带 有 Gauss 曲率 处 
处 为 正 的 Riemann 度量 等 ). 40 年 代 ,C.B. Allendoerfer 和 陈省身 
”用 不 同 的 方法 抱 这 个 公式 推广 到 偶数 维 的 紧 致 Riemann 流 形 上 
去 ,这 是 很 重要 的 一 项 进展 . . 

另 一 个 早期 的 重要 结果 是 J. Hadamard ff E. Cartan 的 定理 : 
Y 连通 ,截面 曲率 非 正 的 二 维 完备 的 Rieman 流 形 必 同 胚 于 = 维 
欧 氏 空间 Fr. 由 此 可 以 知道 , 对 于 单 连通 的 紧 致 流 形 所 带 的 
Riemann 度量 ,其 截面 曲率 不 能 处 处 为 非 正 . 

对 于 Riemann 流 形 来 说 ,有 三 种 不 同 层次 的 曲率 , 即 截 面 曲 
率 ,Ricci 曲率 和 数量 曲率 . 

截面 曲率 是 相应 于 每 点 某 一 平面 方向 的 曲率 . 设 这 平面 由 两 
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个 单位 切 向 量 和 已 所 张 成 , 则 截面 曲率 为 
Rib Gitte 
Kb) = tpg Ben BEE,” 
所 以 截面 曲率 是 点 的 位 置 以 及 平面 方向 的 函数 . 
截面 曲率 有 时 会 对 流 形 作出 很 强 的 限制 ,例如 , 设 MM 是 4 维 紧 


致 单 连通 Riemann 流 形 , 若 其 截面 曲率 Kw WEL < Ky < 1 , 那 


么 M 和 球面 同 胚 ,这 类 定理 称 为 挤 压 (Pinching) 定理 ,是 由 Berger 
和 Klingenberg 所 得 到 . 最 近 M. Micallef # J. D. Morre 推广 了 这 


(21) 


个 定理 . 
Ricci 曲率 张 量 为 
R = gh Rugs (22) 
对 于 一 个 单位 向 量 ,Ricci 曲率 之 值 为 
Ric(£) = REY, 28) 
数量 曲率 S 为 
SR (24) 


Ricci 曲率 和 流 形 拓扑 性 质 之 间 的 关系 已 有 许多 结果 ,例如 ,S. B. 
Myers 定理 说 , 当 流 形 的 Ricci 曲率 处 处 都 不 小 于 一 个 正常 数 时 ， 
流 形 必 是 紧 致 流 形 . 又 如 A.Lichnerowicz 证 明了 :如 果 紧 致 
Riemann 流 形 的 Ricci 张 量 是 正定 时 , 则 第 一 Betti 数 为 0. 

截面 曲率 恒 为 正常 数 的 流 形 已 有 相当 完整 的 分 类 定理 ,对 于 
截面 曲率 恒 为 负 常 数 的 流 形 ,情况 尚未 完全 弄 清 . 

关于 曲率 和 流 形 拓 扑 之 间 的 关系 ,目前 仍然 是 微分 几何 主要 
的 研究 方向 之 一 ,存在 着 大 量 的 尚未 解决 的 问题 ,例如 可 参见 丘 成 
桐 所 收集 的 问题 集 . 


(2) 子 流 形 , 极 小 子 流 形 . 


WA Fn + pt Riemann RJE (M+ g) Hi n ETRIE M", 
依照 M 的 度量 ( 即 计算 曲线 弧 长 的 方法 ), 可 以 诱导 出 M 的 
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Riemann 度量 gj. Riemann ZH FREM g) 理论 是 普通 微分 
几何 中 曲面 论 的 推广 . MO > 2) 的 余 维 数 为 1( 即 p = D 时 ， 
M 称 为 超 曲面 . 除 第 一 基本 形式 ( 即 度 量 g) 外 , 子 流 形 还 有 第 二 
基本 形式 ; 除 子 流 形 的 内 在 几何 学 外 ,还 要 研究 它 在 外 围 流 形 
CM"1?,g) 中 所 体现 出 来 的 种 种 性 质 . 例如 , 当 CM',g1) 的 任何 测 
Hh A EE E OM" ^g) 的 测 地 线 时 ,Mr" 就 称 为 CM"*?,g) 的 全 测 地 曲 
面 , 它 是 欧 氏 空间 中 平面 的 扩充 . 已 经 知道 ,如 果 过 M+! 每 点 且 和 
任意 -个 维 平 面 方向 相 切 的 维 全 测 地 曲面 都 存在 的 话 , 那 末 
(M"t+?,g) 一 定 是 常 曲率 的 Riemann 流 形 . 

在 各 种 子 流 形 中 , 极 小 子 流 形 具有 特殊 的 重要 性 . 平均 曲率 为 
0 的 曲面 (或 子 流 形 ) 通称 为 极 小 曲面 (或 极 小 子 流 形 ). 1847 年 比 
利 时 物理 学 家 J. Plateau 提出 了 如 下 著名 问题 ;在 欧 氏 空间 户 中 已 
给 一 闭 曲 线 c, 求 一 以 c 为 边界 的 曲面 ,使 其 面积 为 最 小 . 这 种 曲面 
一 定 是 极 小 曲面 ,这 问题 被 称 为 Plateau 问题 . 虽然 这 个 问题 可 以 
通过 物理 实验 来 处 理 ( 利 用 肥皂 膜 的 表面 张力 使 其 面积 缩 为 最 
小 ), 但 数学 上 处 理 却 极为 困难 . 经 过 了 近 百 年 的 研究 ,动用 了 复 变 
函数 , 偏 微分 方程 , 变 分 学 等 多 种 领域 的 深刻 工具 ,到 1930 一 1931 
Æ, 7A H T. Rado 和 J. Douglas 予以 解决 . 在 其 后 , 极 小 曲面 的 研究 
还 在 继续 ,近年 来 又 有 较 大 的 进展 . 在 古典 理论 中 ,过 去 人 们 只 知 
道 正 螺旋 面 , 悬 链 面 和 平面 这 三 种 具有 限 拓扑 型 ( 即 同 胚 于 除去 有 
限 点 后 的 闭 曲 面 ) 的 极 小 曲面 ,但 80 年 代 以 来 ,J. Hoffmann, D. 
Hoffmann 与 W. Meeks 借助 于 计算 机 发 现 了 无 限 个 具有 限 拓 扑 型 
的 极 小 曲面 ,并 证 明了 一 系列 值得 注意 的 事实 ,引起 了 极 大 的 兴 
趣 . 又 谷 超 豪 发 现 , 每 个 极 小 曲面 都 对 应 于 一 个 三 维 不 可 压缩 流体 
的 有 奇 性 的 流 场 . 

近年 来 高 维 欧 氏 空间 的 极 小 超 曲面 受到 很 大 的 注意 ,在 局 部 
范围 内 , 超 曲 面 的 方程 可 表示 为 

a” = f(x, eee, xt), (25) 
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极 小 超 曲面 满足 微分 方程 
3 E AFIDI = 0, (26) 


£4 
这 就 是 面积 积分 的 Euler 方程 . 

1915 年 ,S. Bernstein 证 明 : = 3 时 ,定义 在 全 平面 上 的 极 小 
曲面 方程 的 解 只 有 平面 .在 1965 — 1968 年 间 ,E. De Giorgi,F. J. 
Almgren 和 J.Simons 证 明 :2 科 8 时 ,类 似 的 Bernstein 定理 也 是 成 
LA). 非常 有 趣 的 是 ;E. Bomberi,E. De. Giorgi 和 E. Giusti jE AA: 
在 4 之 9 时 ,存在 定义 在 整个 平面 Rr-! 上 的 满足 上 述 极 小 超 曲 面 
方程 的 非 平面 解 . | 

对 于 球面 中 的 极 小 超 曲 面 ,1969 年 陈省身 提出 了 所 谓 “ 球 面 
Bernstein [3] gl " S^ *! 中 的 与 S 微分 同 胚 的 极 小 超 曲 面 是 否 为 全 
测 地 的 ?在 4 = 2 的 情形 ,F.J. Almgrem,E. Calabi 分 别 证 明了 这 
个 结论 成 立 . 然而 , 项 武义 运用 Lie 群 表示 理论 成 功 地 构造 了 
S" (n = 3,4,5,6,7,9.11,13) 中 无 限 多 个 非 全 测 地 的 与 5" 微分 
同 凸 的 极 小 超 曲 面 的 例子 . 关于 球面 中 极 小 子 流 形 的 数量 曲率 的 
研究 在 最 近 一 段 时 期 也 有 了 很 大 进展 . 在 这 一 方向 上 ,J. Simons 
首先 证 明了 如 下 的 挤 压 (Pinching) 定理 : 设 M" 为 半径 为 1 的 z= 十 
b TERRI S"*^ CD 中 的 紧 致 极 小 子 流 形 ,如 果 M 的 数量 曲率 S 满 
R S n[n —1— [2 — i| ] 由 s= nc 一 D. 这 说 明 数 量 曲 
率 有 一 个 空隙 . 随后 ,陈省身 ,do Carmo,S. Kobayashi 决定 了 数量 


曲率 Sn[n 一 1 一 [2 一 二  ] 的 所 有 极 小 子 流 形 . 另外 , 腾 楚 
SERR ERT S 的 第 二 空隙 的 存在 性 . 

常 曲率 空间 形式 中 主 曲率 等 于 常数 的 超 曲面 称 为 等 参 超 曲 
面 ,这 是 由 E. Cartan 首先 引入 的 的 . 球面 S" 的 等 参 超 曲面 的 分 类 
只 有 部 分 的 结果 ,有 一 类 是 利用 Clifford 代数 的 表示 制作 出 来 的 . 
其 中 包含 了 许多 极 小 超 曲面 . 王 启明 给 出 了 这 种 极 小 超 曲 面 的 相 
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4 完全 的 分 类 ,并 研究 了 它们 的 拓扑 性 质 , 作 为 一 项 推论 ,他 举 出 
TS” 中 两 个 紧 致 极 小 超 曲面 , 它们 的 数量 曲率 都 是 常数 
38412, 它们 是 微分 同 胚 的 ,但 并 不 等 距 , 这 就 解决 了 陈省身 在 
1968 年 所 提出 的 一 个 问题 :5S"+! 中 两 个 具有 相同 常数 数量 曲率 的 
紧 致 极 小 超 曲 面 在 S"+! 中 是 否 等 距 的 ?陈省身 和 合作 者 在 1978 年 
又 重担 了 这 个 问题 . 他 曾 猜 想 答案 是 肯定 的 ,但 王 启明 举 出 了 反 
例 , 王 启 明 还 和 丘成桐 合作 ,解决 了 极 小 超 曲面 的 一 些 其 他 问题 ， 
如 在 及 "中 作出 了 一 个 稳定 的 、 非 极 小 化 的 光滑 超 曲 面 . 

极 小 子 流 形 理论 的 应 用 也 非常 广泛 , 在 1980 年 左右 ,R. 
Scheon 和 丘成桐 使 用 极 小 曲面 理论 证 明了 广义 相对 论 中 著名 的 
正 质量 猜测 :在 一 个 孤立 物理 系统 中 ,能 量 动量 向 量 必 为 指向 未 来 
的 类 时 向 量 ,但 Minkowski 时 空 除外 . 

最 近 ,R. Schoen 和 丘成桐 又 推广 了 他 们 的 极 小 曲面 论证 方 
法 , 用 来 证 明 广 义 相对 论 中 的 一 个 奇 点 定理 . 这 个 定理 的 大 意 是 ; 
质量 高 度 集中 必然 导致 时 空 奇 点 的 存在 . 另外 ,运用 极 小 子 流 形 理 
论 ,数学 家 们 发 现 了 流 形 的 几何 与 拓扑 的 很 多 奥秘 . EROR. 
Scheon 和 丘成桐 证 明了 具有 正 的 Ricci 曲率 的 非 紧 三 维 流 形 必 与 
三 维 欧 氏 空间 微分 同 胚 等 . 

Minkowski 空间 A"  J&3F-3H ff] Lorentz JE ,n = 3 时 , 它 刻 划 
相对 论 中 的 时 空 . R'** 的 度量 可 写成 

ds = d4 好 十 十 dz 一 dz (— œ < z; <0). (27) 
由 于 度量 非 正 定 , 所 以 情况 显得 复杂 一 些 .70 年 代 以 来 ， 
Minkowski 空间 Fr+! 的 极 什 曲 面 ( 即 面积 变 分 为 0 或 平均 曲率 为 0 
的 曲面 ) 已 经 有 了 不 少 研究 ,在 这 种 空间 中 ,曲面 有 类 空 (度量 为 
正定 的 ), 类 时 (度量 为 非 退 化 、 非 正定 的 ) 和 类 光 ( 度 量 为 退化 的 ) 
之 分 . 郑 绍 远 和 丘成桐 研究 了 类 空 的 “ 极 大 超 曲面 ”的 存在 性 问 
A. 近年 来 , 谷 超 豪 开始 了 混合 型 极 值 曲面 的 研究 ,这 种 曲面 既 包 
含 类 空 部 分 ,又 包含 类 时 部 分 ,因而 需要 求解 拟 线性 混合 型 偏 微分 
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方程 ,他 得 出 了 极 值 曲面 的 一 般 表达 式 ,并 且 给 出 了 从 Fr 中 解析 
曲线 出 发 作出 整体 的 极 值 曲 面 的 显 式 方法 . 另外 ,他 还 解 出 了 -类 
边 值 问题 . 

Minkowski 空间 的 曲面 理论 和 欧 氏 空间 曲面 论 有 许多 实质 上 
不 周 之 处 , 欧 氏 空间 户 中 的 球面 是 刚性 的 , 则 和 球面 相等 距 的 曲 
面 必 互 相合 同 ,Hano、Nomizu 和 胡 和 生 用 不 同 的 方法 证 明了 人 嵌入 
于 Minkowski 空间 R2+: 中 的 非 欧 平 面 不 是 刚性 的 , 胡 和 生还 证 
W], TE Minkowski 空间 R! 中 存在 一 系 曲 率 为 一 1 的 类 空 曲面 ， 
它们 是 完备 的 图 ,zs = f Orr) Coo nux, < 00), [HAE JE BE 
的 角度 , 它 却 是 不 完备 的 . 这 个 定理 给 出 了 中 完备 图 与 RI 中 
完备 图 的 一 个 本 质 区 别 . 

由 于 极 小 子 流 形 ( 以 及 另外 一 些 具 有 特定 性 质 的 子 流 形 ,如 平 
33 曲率 等 于 非 零 常数 的 曲面 ) 在 微分 几何 ,理论 物理 ,拓扑 学 , 偏 
微分 方程 等 领域 中 的 重要 性 ,对 于 它们 的 研究 继续 在 深入 中 . 


(3) 特征 值 问题 


Laplace 方程 在 数学 物理 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ,真空 中 的 静 
电场 ,经 典 引力 场 , 热 的 稳 态 分 布 ,弹性 膜 的 平衡 等 都 要 解 Laplace 
方程 . 在 求解 热传导 或 膜 振动 动态 问题 时 ,就 要 求解 Laplace 方程 
的 特征 值 问题 , 即 在 一 定 边界 条 件 下 , 求 

Au = du | (28) 
的 非 平凡 解 ,这 里 人 = zi pex zog Laplace 算 子 . 这 个 问 
题 只 有 对 特殊 的 1 有 非 平凡 解 ,这 种 1 称 为 特征 值 . 在 膜 的 情况 下 ， 
X n = 2 时 ,特征 值 表示 噶 振 动 的 固有 频率 (如 一 只 鼓 所 发 出 的 声 
音 的 频率 ). 

Laplace 算 子 可 推广 到 Riemann 流 形 上 , 它 是 微分 几何 中 最 重 
要 的 微分 算 子 之 一 ,在 局 部 坐标 下 其 表达 式 为 
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Au = g -5 — r2 . (29) 
当 Riemann 流 形 是 紧 致 的 情形 , 它 的 Laplace 算 子 有 离散 的 特征 
BOLA ene A ns 在 近 几 十 年 里 ,关于 特征 值 方面 的 研 
究 非常 活跃 .A. Lichnerowicz 在 1958 年 首创 了 对 Riemann 流 形 的 
第 一 特征 值 的 估计 ; 若 M" 为 完备 Riemann 流 形 ,又 它 的 Ricci 曲率 
满足 Ricu > (n 一 Dc > 0,Jl] à > nc, 3X H c BERR BAM. 
Obata HEAR T 34 A, = nc FF, M" BRE ili EDS c I] ER TEES" (0. 1975 4E, 
郑 绍 远 给 出 了 罗 的 上 界 , 这 一 上 界 只 依赖 于 流 形 的 直径 及 Ricci 曲 
率 的 下 界 . 后 来 P. Li 和 丘成桐 运用 “梯度 估计 ”方法 得 到 相应 的 
下 界 , 钟 家 庆 和 杨 洪 苍 在 1983 年 改进 了 P. Li 和 丘成桐 的 结果 ,得 
到 下 界 的 最 佳 估计 . 

估计 特征 值 的 空 阶 对 于 微分 几何 与 理论 物理 都 是 很 有 意义 
fij. 1985 年 ,M. Singer, B. Wang, Er Ji fal & Er JR, ERE R 的 凸 域 2 
EXT Dirichlet 边界 条 件 的 开头 二 个 特征 值 之 间 的 空隙 作 了 佑 
计 , 他 们 证 明了 :? — ay > r/d (0)! XB dQ) 是 区 域 2 的 直 
径 . 1986 年 钟 家 庆 和 于 际 黄 把 上 述 下 界 改 进 到 x?/d (0V. 最 近 ,A. 
L. Wang 将 上 述 结果 推广 到 球面 中 的 凸 区 域 . 我 们 相信 ,在 今后 几 
年 中 ,关于 特征 值 的 空隙 会 有 更 多 精彩 的 结果 . 

特征 值 研究 的 另 一 课题 是 所 谓 谱 几何 :一 个 Riemann 流 形 的 
全 体 特 征 值 能 够 反映 出 这 流 形 的 多 少 几何 信息 ?首先 ,通过 研究 热 
核 的 迹 Ze ,人 们 知道 , 当 上 -> 0 时 ,从 这 无 穷 级 数 的 渐 近 行为 可 
以 得 到 体积 及 总 数量 曲率 等 :有 一 些 特殊 流 形 的 结构 可 以 完全 由 
它 的 谱 所 决定 ,譬如 , 维 数 不 大 于 6 的 球面 就 是 如 此 ,然而 ,在 一 般 
情况 不 能 指望 流 形 的 所 有 几何 量 可 以 由 它 的 谱 所 描述 . 事实 上 ,在 
1984 年 ,C. Gordon 及 Wilson 发 现 了 在 某 个 紧 致 流 形 上 存在 具有 
相同 谱 的 连续 度量 族 . 现在 数学 家 们 还 未 找到 Riemann 流 形 的 结 
构 能 由 其 谱 所 决定 的 充 要 条 件 . 
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近 些 年 来 ,特征 值 的 应 用 越 来 越 广泛 ,这 里 ,我 们 仅 举 多 个 例 
子 . 1975 年 , 郑 绍 远 用 特征 值 比较 定理 建立 了 下 面 的 直径 定理 : 设 
M* JJ Z % Rimann jfi JB , Ricy > (a — Dc > 0, MW dM) = 
7/ V c Ni M" 5 S" Cc) SERB LI SH. 1 Choi 5j A. N. Wang 所 得 到 
AS" OO SR SHIRA Be NAB UT SB MEE A, IR 
及 丘成桐 和 P.C. Yang 所 建立 的 紧 致 Riemann 面 的 第 一 特征 值 和 
其 体积 的 关系 ,人 们 知道 :5S3(1) 中 紧 致 租 入 极 小 曲面 的 体积 有 一 
个 仪 依赖 于 它 的 亏 格 的 上 界 . 1984 ^E XAR ve ,P. Li 和 丘成桐 通过 
热 核 的 迹 的 上 界 估计 得 到 了 球面 中 极 小 子 流 形体 积 的 空 承 性 . 这 
一 空 际 性 后 来 被 林 峻 户 与 夏 昌 玉 用 来 研究 球面 中 偶数 维 极 小 子 流 
形 的 数量 曲率 的 积分 估计 . 另外 根据 A. Ros 和 S. Montiel 的 工作 ， 
我 们 知道 ,如 果 丘 成 樟 的 猜想 “5S"*1(1) 中 紧 致 媒 入 极 小 超 曲面 的 
第 一 特征 值 为 xa” 成 立 , 则 Lawson 的 猜想 “S:(1) BHR AAR DR 
ifi Jy Clifford 环 面 ” 也 是 成 立 的 . 这 里 ,Clifford 环 面 是 指 S3(1) 2? 
十 如 十 如 十 ?二 1 中 的 曲面 


1 . 1 . 
cosh, zı = — —sinÜ,x, = 一 一 cospyz = sing. 


V2 V2 V2 V2 
因而 ,特征 值 问 题 这 一 课题 除了 本 身 包含 着 丰富 的 内 容 和 技 
巧 外 , 它 在 Riemann 流 形 的 几何 与 分 析 中 的 应 用 也 很 广泛 . 


(4) 调和 映照 


调和 映照 是 微分 几何 中 重要 的 研究 对 象 , 它 与 数学 物理 有 和 密 
切 的 联系 . 
先 介绍 定义 
BM 5 N 3j Riemann 流 形 或 Lorentz 流 形 ,p:M > N 是 
CCR LT) 映照 .映照 9 的 能 景 积分 由 
E = [edn c (30) 


M 


Ty = 
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所 定义 ,e(9) 是 能 基 密 度 ,在 局 部 坐标 下 它 有 如 下 的 表达 式 
elp) = EaP) KELPE Capa d. teem; a, 9 =l, tmn), 
B (231) 

这 tg “与 £s 分 别 是 流 形 M 55 N DRE SK Tie] Bz ARA RE s BS 
ASAP ht. n = dimN ,m = dimM. 

Jn RERIG o de E Coo (p E MU Pk e J9 M — N IL SURTI RE. 
其 微分 方程 为 

fano - Doge + D a) Gn 
HT, 和 了 名 分 别 是 MG N 的 克 氏 记号 ,如 果 M 是 Riemann jfi 
形 , 则 (32) 是 一 系 非 线 性 椭圆 型 方程 组 . 如 果 M H Lorentz 流 形 ， 
则 (32) 是 一 系 非 线 性 双 曲 型 方程 组 . 

我 们 通过 下 面 的 一 些 简 例 来 看 调和 映照 在 数学 上 与 物理 上 的 

(D M — R,ili N AER Riemann 流 形 或 Lorentz 流 形 , 则 
调和 映照 方程 (32) 变 为 测 地 线 所 满足 的 微分 方程 . 设 M = S!, 则 
Px) 是 闭 测 地 线 . 

EN = R,M 为 任意 Riemann 流 形 , 则 调和 映照 方程 就 是 
流 形 M 上 的 Laplace 方程 ,而 jp 则 是 M 上 的 调和 函数 . 

C 如 果 调 和 上 映照 中 ,M 一 N 又 是 等 距 温 入 , 它 就 是 一 个 极 小 
BA. 

@Kahbler 流 形 间 的 全 纯 喘 照 是 调和 映照 ， 

从 下 面 的 例子 进一步 看 出 调和 映照 在 物理 上 也 很 重要 . 

© 非 线性 o- 模型 或 称 手 征 场 是 -~ 种 引起 广泛 注意 的 非 线性 
场 论 , 它 实际 上 是 M — N 的 调和 映照 ,这 里 MM 是 Minkowski 时 空 
或 欧 氏 空间 ,而 N 通常 是 Lie 群 或 齐 性 Riemann 空间 . 

@ 粒子 物理 学 中 有 时 用 弦 来 作为 强 子 的 模型 ,在 弯曲 时 空 
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(Lorentz 流 形 )V 中 ,描述 弦 运 动 的 世界 面 是 一 类 时 的 二 维 曲 面 ， 
它 的 运动 方程 可 写 为 

Pa Pat Dy (Pipe — pipi) =0, (33) 
这 实际 上 是 二 维 Minkowski 平面 R'' 一 V 的 调和 了 映照 方程 . 

调和 映照 的 一 个 基本 问题 是 在 映照 的 每 一 个 同 伦 类 中 调和 映 
照 的 存在 性 (包括 显 式 作 法 ) 问题 ,迄今 已 有 许多 重要 结果 , 现 举 
出 一 部 分 . 

M = S1, 调 和 映照 是 闭 测 地 线 , 当 NN 为 紧 致 时 ,Hilbert 的 经 典 
定理 已 给 出 了 回答 :每 一 闭 曲 线 的 同 伦 类 中 , 必 有 一 闭 测 地 线 . 

M 为 2 维 紧 致 流 形 , 若 N ARR. HRR EEE mN) = 
0, 则 回答 也 是 肯定 的 . 

3 M,N 均 为 紧 致 ,dimM 宇 2 时 ,有 下 列 的 结论 : 当 N 的 截面 
曲率 RiemN < ORY MAN 的 映照 的 每 -一 同 伦 类 中 必 存 在 一 个 调 
和 映照 ,使 能 量 在 该 同 伦 类 中 达到 极 小 值 ,这 是 J. Eells # J. H. 
Sampson 在 1964 年 所 得 到 的 一 个 重要 的 存在 定理 . 

如 M 有 边 ,可 提 Dirichlet 问题 .R. Hamilton 证 明了 ;在 pg:M 
—> N plau = h 的 每 一 同 伦 类 中 , 必 存 在 使 能 量 达 到 极 小 值 的 调和 
映照 . 这 个 定理 可 以 推广 到 出 现 RiemN > 0 的 情形 ,但 h 要 充分 
小 . 

对 于 M — N 的 映照 的 每 一 同 伦 类 x, 必 存在 映照 序列 {9.} Co; 
€ m) fit EC) > infE (9) H {p} 在 Sobolev 28 ia] LCM, N) P 


弱 敛 于 9, 如 果 9 无 奇 点 ,就 是 所 需要 的 调和 映照 .这 种 正则 性 的 证 

明 往 往 是 很 复杂 的 .1982 Æ R. Schoen fil K. Uhlenbeck 在 一 般 情 

况 下 证 明了 下 述 的 部 分 正则 性 定理 ; 设 M,N 为 紧 致 流 形 , 则 9 的 

奇 点 集 的 Hausdorff 维 数 不 超 过 dim. M 一 3. 从 这 个 定理 还 可 以 得 

出 :如 果 所 有 7 维 球面 S1(j = 2,，……,m 一 1) 到 NN 的 调和 了 映照 都 

只 是 常 映 照 , 则 ?92 必 为 光滑 的 . 这 说 明 , 从 某 些 不 存在 性 的 结果 可 
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以 推出 存在 性 来 ,又 当 目 标 流 形 为 不 可 约 齐 性 紧 致 Riemann 流 形 
时 , 忻 元 龙 改 进 了 上 述 定理 ,导出 了 e 的 正则 性 条 件 , 它 依赖 于 流 
形 的 维 数 ,日 标 流 形 截面 曲率 的 上 界 ,数量 曲率 以 及 Laplace 算 子 
的 第 一 特征 值 . 

调和 映照 的 显 式 作法 ,近年 来 发 展 很 快 ,特别 是 S7 到 射影 空 
间 ,Grassman 流 形 的 调和 映照 ,已 解决 得 很 好 ,在 有 关 的 研究 中 ， 
利用 Twistor 于 制作 调和 映照 ,显得 很 有 成 效 . 

当 M 3X, N 为 Lorentz 流 形 时 ,关于 调和 映照 的 存在 性 问题 的 
研究 还 不 多 , 谷 超 上 之 研究 了 Minkowski 平面 R'*! 到 完备 Riemann 
流 形 N 的 调和 映照 . 这 时 主要 的 问题 是 Cauchy 问题 . 他 证 明了 整 
体 解 的 存在 性 ,由 此 得 出 的 一 个 物理 排 论 是 :R5 上 的 非 线 性 o 模 
型 是 不 会 产生 奇 性 的 . 

对 于 RG D 到 NN 的 调和 映照 ,Shatah 举例 说 明 dE n > 
3 时 ,对 于 某 些 初 始 条 件 ,Cauchy 问题 的 整体 解 不 存在 . 在 初始 条 
件 充 分 小 时 ( 即 和 常 值 映照 充分 接近 时 ), 从 双 曲 型 方程 一 般 理论 
可 推出 整体 解 存 在 . 

#5 N E Lorentz 流 形 ,M 是 Ri+l 时 ,Cauchy 问题 的 局 部 解 可 
能 在 上 为 有 限 之 处 就 变 为 非 正则 的 . 当 N 是 RT! 中 的 半径 为 1 的 
单位 球 $ 时 , 谷 超 豪 分 析 了 各 种 可 能 的 初始 条 件 , 举 出 了 大 范 
围 解 存在 的 情况 . 

Riemann 流 形 M 到 Riemann 流 形 N 的 调和 映照 的 不 存在 性 
是 指 除 常 值 映照 外 不 存在 其 他 调和 了 映照 . 我 们 这 里 假设 M,N 都 
是 连通 的 . : 

在 调和 映照 的 能 量 为 有 限 的 条 件 下 ,R. Schoen 与 丘成桐 得 
到 : 设 M 为 完备 、 非 紧 、Ricci 曲率 20 的 Riemann JEN 为 

.RiemN < 0 的 Riemann 流 形 , 则 任何 具有 限 能 量 的 调和 映照 必 为 
常 值 映照. 
在 能 量 有 限时 ,Eells Ej Lemaire 18 8l i 9: R^"  N 9m > 22 Æ 
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欧 氏 空间 到 任何 Riemann 空间 N 的 具有 限 能 量 的 调和 映照, 则 p 
是 常 值 映照 . 胡 和 生 的 工作 减弱 了 有 限 能 量 这 一 条 件 , 她 得 出 : 当 
p: R* > N 的 能 量 为 无 限 , 但 发 散 不 太 快 时 ,P 也 必 为 常 值 映 照 . 又 
R 改 为 负 常 曲率 空间 H" 和 某 些 共 形 平坦 的 非 紧 Riemann 流 形 
时 , 这 一 结果 同样 成 立 . 胡 和 生还 把 这 种 不 存在 性 定理 扩展 到 
Schwarzschild 解 黑洞 外 的 区 域 , 但 在 黑洞 上 要 满足 一 定 的 边界 条 
件 . 

当 MM->N 的 调和 映照 的 第 二 变 分 为 非 负 , 则 称 它 为 稳定 的 调 
和 映照 , 显然 , 极 小 映照 是 稳定 的 调和 映照 . 1980 年 忻 元 龙 得 出 :n 
之 3 时 ,不 存在 从 欧 氏 球面 S” 到 任何 Riemann 流 形 的 稳定 调和 映 
Fi. 这 个 结果 引起 国内 外 许多 人 的 注意 , 潘 养廉 , 沈 一 兵 等 对 此 作 
了 推广 ,将 8" 改 为 更 一 般 的 流 形 ,例如 , 潘 养廉 证 明了 紧 致 单 连 通 
6(n)-pinched 流 形 M^ 到 任何 Riemann 流 形 的 稳定 调和 映照 的 不 
存在 性 . 

调和 映照 与 某 些 重要 的 偏 微分 方程 如 Sine-Gordon 方程 、 
Sinh-Gordon 方程 .Sine-Laplace 7j f& ,Sinh-Laplace 方程 等 有 和 密切 
联系 . 胡 和 生 等 利用 这 些 方程 的 解 ,得 出 及 :或 R: 到 各 种 “球面 ”的 
调和 映照 ,并 且 构 造 了 R R 中 相应 的 常 曲 率 曲 面 . 


(5) 复 流 形 


一 个 2m 维 的 微分 流 形 M, 如 果 可 由 一 族 坐 标 区 域 {U.} 所 履 
É, 在 每 一 区 域 中 可 引入 m 个 复数 为 坐标 ,对 任何 两 个 相交 的 坐 
标 分 别 为 (zl， tet ,27) f Ge! , eet") 的 坐标 邻 域 U,V ,其 坐标 


变换 的 关系 

w" = fr"(zl, oz) (a= 1,2, °°,m) (34) 
是 z',，…,z" 全 纯 函 数 , 那 未 M 就 称 为 具有 复 结构 的 ,具有 复 结构 
的 流 形 就 称 为 复 流 形 . 


最 简单 的 复 流 形 是 Gauss 复 平面 C', 其 坐标 为 z — z 十 
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V> 1y, 添 上 无 限 远 点 z = oo 后 ,就 成 为 Gauss 球 面 . 它 是 C: 的 紧 
化 .m 维 的 复 流 形 中 ,最 简单 的 例子 是 复 空间 C" ER, eee, 
z") 的 全 体 所 构成 , 另 一 个 例子 是 复 m HE S SG ZB] CP". 在 
C" N(0) PIPER U, eeu) RE QU. eee ut) zB] TEE 
XR ul = AG = 1,2, «m 十 1.4 为 非 零 复 数 ), 就 称 它们 为 等 
价 的 ,这 种 等 价 类 的 全 体 就 构成 了 CP", (ul, «unt 称 为 其 中 
点 的 齐 次 坐标 . 我 们 注意 到 CP 就 是 Gauss 球面 . 
m 维 复 流 形 可 以 带 有 Riemann 度量 ,如 果 在 各 个 复 的 坐标 图 
中 ,度量 可 以 写成 为 
ds? = hidz'd zi (35) 
3X H OD 构成 正定 的 Hermite 阵 AER ix HE HERR y Hermite 的 , 流 
FERPA Hermite 流 形 . 又 如 果 二 次 微分 形式 
w= hdz A dZ’ (36) 
是 一 个 闭 形式 ,或 等 价 地 
duo Ry ha _ 
a k a gy 
成 立 , 此 流 形 称 为 Kibhler 流 形 ,其 度量 称 为 Kahler 度量 . 
在 复 流 形 上 有 一 个 (1,1) 型 张 量 场 /( 称 为 复 结构 ) ,在 局 部 坐 
标 下 ,如 果 z = zi 十 VY 二 Ty, 则 J 为 
(2) = aed =~ 2. (37) 
f£ Hermite 流 形 上 ,除了 通常 Riemann 流 形 所 具有 的 一 些 几 
何 量 外 , 还 有 一 些 与 复 结构 有 关 的 量 ， 如 全 纯 双 截 曲率 
HBRiem (X,Y) = R(OX,JX,Y,JY) 等 . 
A 几何 的 研究 起 源 于 对 Riemann 面 的 研究 . 对 Riemann iff, 
单 值 化 定理 给 出 了 由 亏 格 完全 确定 的 一 个 简单 分 类 ,例如 , 单 连 通 
的 Riemann 面 分 别 是 球面 . 复 平面 和 圆 盘 ,在 高 维 情形 ,分 类 问题 
是 一 个 正在 研究 的 重要 课题 ,由 Riemann 面 的 分 类 导出 的 一 个 自 
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然 的 问题 是 ,在 怎样 的 几何 条 件 下 ,一 个 高 维 的 复 流 形 可 双全 纯 同 
胚 于 一 个 比较 典型 的 流 形 , 如 复 射 影 空间 、 复 欧 氏 空间 等 . 这 方面 
已 有 了 若干 相当 好 的 结果 . 例如 ,Mori RI P UH SEL Fr op Bl REDE 
了 Frankel 猜想 , 即 任何 具 正 双 截 曲率 的 紧 Kahler 流 形 必 双 全 纯 
等 价 于 复 射 影 空 间 . 最 近 ,Mok 又 给 出 了 具 非 负 双 截 曲 率 的 紧 
Kahler 流 形 的 万 有 覆盖 空间 的 一 个 完全 刻 划 . 

曲率 是 一 个 流 形 的 最 重要 的 几何 量 之 一 . 在 一 定 的 曲率 条 件 
下 的 Kahler 度 量 的 确定 ,是 很 需要 解决 的 问题 . 例如 ,Calabi 猜测 : 
紧 Kahler 流 形 上 任 一 代表 第 一 陈 类 的 形式 必 是 某 个 Kähler 度量 
所 相应 的 Ricci 形式 . 这 里 Ricci 形式 定义 为 一 (2r V — 1) Rjdz 
A dz 7”, 而 R5 是 Ricci 张 量 , 此 猜想 由 丘成桐 给 出 了 证 明 . 

在 复 流 形 之 间 , 全 纯 映 照 是 最 基本 的 贞 照 ,而 它 又 与 调和 映照 
的 研究 有 着 密切 的 关系 . 我 们 知道 ,任何 紧 Kahler 流 形 到 Kahler 
流 形 的 全 纯 映照 必 为 调和 映照 , 且 在 同 伦 类 中 能 量 达 到 最 小 ,而 另 
一 方面 ,Kahler 流 形 间 的 许多 调和 映照 又 ~… 定 是 全 纯 映 照 或 反 全 
纯 映照 . 例如 ,Eells 和 Wood 证 明了 任何 紧 Riemann 面 到 CP" 的 同 
伦 类 中 能 量 达到 最 小 的 调和 映照 必 为 全 纯 映照 或 反 全 纯 映 照 ,最 
近 ,Burstall,Rawnsley 和 Salamon 证 明了 ,S$S? 到 任 一 不 可 约 
Hermite 对 称 空间 的 稳定 调和 映照 必 为 全 纯 映 照 或 反 全 纯 映 照 . 
这 些 结 果 对 调和 映照 及 其 他 几何 问题 的 研究 起 着 相当 大 的 作用 ， 
例如 , 肖 荫 堂 和 丘 成 桐 解决 Frankel 猜想 时 就 用 了 调和 映照 的 全 
纯 性 定理 . 

齐 性 复 流 形 也 具有 特别 的 重要 性 , 齐 性 空间 可 理解 为 Lie 群 G 
KEAT H MEUS R ZE M = G/H.F. Klein f£ 19 tlt £2 48 
的 几何 按 群 论 分 类 的 著名 的 Erlangen 计划 书 , 所 讨论 的 实际 上 就 
是 齐 性 空间 的 几何 学 ,最 重要 的 齐 性 空间 是 对 称 Riemann 空间 ， 
这 类 空间 的 特点 是 它 关 于 每 点 都 是 对 称 的 ( 即 关 于 每 一 点 的 对 称 
都 是 等 距 变 换 ), E. Cartan 已 经 作出 了 对 称 空间 的 分 类 , 它 密切 联 
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系 于 单纯 Lie 群 的 结构 ,特别 是 对 合 自 同 构 ( 即 平方 为 恒 等 变换 的 
自 同 构 ) 的 决定 . 

齐 性 复 流 形 的 研究 对 于 多 复 变 函数 有 重要 的 作用 ,人 们 已 研 
究 了 多 种 齐 性 复 流 形 , 如 对 称 Hermite 流 形 ,J. Tits 5| A88 D 2 [8] 
C/P( 这 里 C 是 连通 复 Lie 群 ,已 是 其 抛物 子 群 , 即 包含 CG 的 极 大 可 
解 子 群 的 子 群 ) 和 一 般 的 紧 齐 性 复 流 形 等 . 

复 流 形 的 研究 与 多 复 变 函数 .代数 几何 Lie 群 理论 和 数学 物 
理 都 有 很 密切 的 关系 ,体现 了 多 种 学 科 的 交叉 . 


84. 纤维 从 ,联络 和 杨 -Mills 方程 


纤维 从 是 近代 微分 几何 中 很 重要 的 一 个 概念 , 它 是 从 研究 一 
个 微分 流 形 切 向 量 的 集合 ( 称 为 切 从 ) 或 一 般 的 张 量 的 集合 ( 称 为 
KEO 所 抽象 出 来 的 . 事实 上 ,20 世纪 初期 ,E. Cartan 在 某 些 纤 
维 从 上 引入 了 “联络 ”的 概念 ,对 微分 几何 的 发 展 起 了 重大 作用 . 
陈 省 身 教 授 对 此 作出 重要 贡献 . 在 70 年 代 中 ,人 们 认识 到 联络 就 
是 理论 物理 中 非常 重要 的 规范 势 ( 又 称 杨 -Mills 势 ) ,纤维 从 和 联 
络 的 作用 更 为 令 人 注目 了 . 还 应 特别 指出 的 是 :物理 学 中 的 杨 
-Mills 方程 进入 数学 之 后 ,对 纯 数学 的 研究 又 产生 了 非凡 的 影响 ， 
可 以 说 是 20 世纪 数学 史上 的 大 事 之 一 . 我 们 对 这 几 个 概念 作 一 些 
概要 的 叙述 . 


(1) 纤维 从 


最 简单 的 纤维 从 是 乘积 向 量 从 . 设 U 是 一 个 微分 流 形 ,Ff 是 m 

维 向 量 空间 ,集合 UX 下 = {(z,u) 1x EU,uEF) 称 为 以 U HE, 

UF 为 纤维 的 乘积 向 量 丛 . 事实 上 , 它 就 是 把 上 每 一 点 (以 普通 

的 两 个 拓扑 空间 作 乘 积 空间 的 方式 ) 附 上 一 个 向 量 空间 而 成 , 它 

的 拓扑 性 质 由 如 下 准则 确定 ;UX FF 中 元 素 序列 { (rey te) 收敛 于 
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Gru) RERE r, > OE M WO flu, > uE F HOLUXEF 
上 有 一 个 投影 算 子 zx:U X POF Ke X En Ou) = zx. 另外 还 可 
定义 截面 , CER oU 一 U Xx 下 ,使 得 x Alo 的 复合 满足 x*o = 
idu (U 上 的 恒 等 岗 照 ),o BD SE ELEU LEET YY pee. 
设 0，,*… .0 是 m 个 截面 , 征 在 每 点 zx, 它们 都 是 线性 无 关 的 ,那么 
任何 一 截面 cCz) 均 可 表示 为 

olx) = U*(x)o,(x) (38) 
的 形式 .这 时 o. o, 称 为 截面 的 一 组 基 , 乘 积 从 上 必 存 在 截面 
的 大, 例如 取 玉 的 -~ 组 基 c;，…….c. 今 ool(x) = es, 就 构成 一 组 基 . 

一 般 的 向 基 从 是 由 乘积 向 二 从 拼接 而 成 . 设 微分 流 形 M 被 一 

He DX SUT ME SS BI M — UU, Oo = 1,2, 0 EU, EEEBUAU, 
X ,这 里 下 ,都 同 构 于 线性 空间 Fy RIRO, ,ao 为 Un X F, tt 
截面 的 基 . HU, N U, EB in GO 是 定义 在 U, NU, 上 ,以 m x 
m aE SPE A ERI CEN gU, NU, GLO), 4x € U, QU, 
时 ,U, X F, PRERE) o. GO AU, X F, 中 的 元 素 we(z) e Gr) 
满足 

u(x) = gaG) u(x) (39) 
BT» AX Ph 7 A E ST IU. nus C) 称 为 转换 函数 ,借助 于 这 
种 转换 函数 ,就 可 以 把 这 些 乘 积 从 UX F, 拼接 起 来 成 为 一 个 整 
体 ,这 便 构成 了 向 量 丛 EM 称 为 它 的 底 流 形 . 我 们 常 假定 Bu CO 
是 可 微分 的 . 又 为 使 拼接 是 合理 的 ,应 有 

BK = gy, rEU, NYU,; 

Sm(Z)ErZ) = g,COS, z EU, NU, QU.. 
容易 看 到 ,只 有 这 样 , 才 使 拼接 成 为 完全 确定 的 . 定义 在 每 一 UX 
,上 的 投影 算 子 可 以 扩 到 整个 E 上 ,成 为 E 到 MM 的 投影 算 子 +, 而 
向 量 从 往往 就 记 为 E — M. 又 照样 可 以 定义 截面 c:M — E È 
满足 xc = M 上 的 恒 等 映照 idus, c Dn 构成 截面 的 局 部 基 . 


194 


(40) 


n 维 微分 流 形 M 的 切 向 量 的 全 体 构成 一 个 向 量 从 , 记 为 TM， 
在 坐标 区 域 ! Prp teer, 是 局 部 坐标 ,VU 上 的 切 向 基 场 可 用 


XG) = v(a) z (41) 
表示 ,特别 过 (i = 1,2. on 就 是 截面 的 一 组 局 部 基 . 如 有 另 一 


MERKIR V sos ee oy, 是 局 部 坐标 ,也 可 以 把 看 成 一 组 局 部 截 


iE. i& U (| V g MER 
= E i x (42) 
表示 同一 切 向 量 ,所 以 相应 的 转换 函数 为 ”X n 非 异 阵 | OE) 
切 从 末 必 是 乘积 从 ,例如 普通 的 球面 S? 的 切 从 就 不 是 乘积 从 , 因 
为 我 们 已 经 知道 S* 上 不 存在 非 零 的 连续 的 切 向 量 场 ,因而 不 存在 
截面 的 基 . 
同样 , 流 形 上 余 切 向 量 , 各 种 类 型 的 张 量 的 全 体 都 构成 向 量 
A, X n, it M ANB AF Riemann 流 形 NOTRE MAES 
的 全 体 构成 一 个 向 量 丛 , 称 为 M 的 法 从 . 
向 量 从 的 转换 函数 gw 一 般 取 值 于 群 GL GO ,如果 能 够 选 收 
U, X ,的 各 截面 基 , 使 转换 函数 gp 属于 GLCn) 的 某 一 子 群 G, 则 
称 此 向 量 从 可 化 约 为 群 G 的 向 量 从 . 
除 向 量 丛 之 外 , 另 一 主要 的 纤维 从 是 关于 某 一 Lie REG 的 主 
A. dM —UU, E XSEBUAU, XG = (Gau |x € Upu, € 
G} ix € U.(QU, f& Go u,) Fl Gru) MARR AB u, Aa, 
之 间 由 转换 函数 u, = wwgw(z) 所 联系 . 这 样 就 能 拼接 成 一 个 以 M 
为 底 的 群 C 的 主 丛 PCM,G) ,自然 ,转换 函数 gw(z) 要 满足 
gx OD = gp (T), 
g, GOg, lT) = g, (00, TEU, NU, QU, 
照样 可 定义 投影 算 子 x:PCMG) > G 和 截面 rc:M > P(M,G), Z 
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者 之 间 有 关系 ro = idu. 对 于 主 从 而 言 , 主 从 化 为 乘积 从 的 充 要 
条 件 是 存在 蕉 面 (当然 应 说 关于 x 是 连续 的 ). 

总 之 ,纤维 从 是 以 非常 一 般 的 形式 ,综合 了 微分 几何 和 拓扑 学 
中 大 量 的 主要 研究 对 象 , 它 的 理论 在 整体 微分 几何 中 起 了 重要 作 
用 ,后 面 我 们 还 可 见 到 , 它 还 非常 自然 地 用 来 表示 有 内 在 对 称 性 的 
物理 对 象 . 


(2) 联络 


联络 的 概念 起 源 于 Riemann 几何 学 中 的 向 量 场 的 Levi-Civita 
平行 移动 和 协 变 导 数 , 不 久 就 被 扩充 到 联系 于 仿 射 变换 群 , 共 形 变 
换 群 和 射影 变换 群 相应 的 仿 射 联络 ,射影 联络 和 共 形 联络 ,而 所 有 
这 些 理论 都 可 以 纳入 纤维 从 上 的 联络 的 框架 中 . 

R E—— M 是 一 向 量 从 ,M 由 一 系 坐 标 区 域 U, 所 覆盖 ,EE 为 
BEBUAU, X F,(p — 1,2, *t O 拼接 而 成 . HEU, X F, 上 已 给 
好 一 组 截面 基 c.(z)(e = 1,2, n m SU, x F, 上 的 线性 联络 


由 一 组 微分 形式 


r = Ddx (44) 
所 组 成 ,这 里 ERF m X m EHR BOT 称 为 联络 形式 , 方 阵 
D; 称 为 联络 系数 . 


引进 了 联络 ,可 以 对 截面 进行 求 导 的 运算 , 设 c(z) 是 一 个 截 
面 , 定 义 


. Dolz) = (dv + '&(x)vfdx!) o, (45) 
P P 
称 为 c(z) 的 协 变 微分 ,而 
Vio = |Z + Pulao’, (46) 
P4 P . 
称 为 的 协 变 导 数 . 


利用 联络 ,还 可 以 把 U,。 上 的 曲线 zx = z+(4)“ 水 平 提升 ” 到 U, 
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x ,上 的 一 条 曲线 (x = x(t) 0 = v(t) = v'G)v(O) 3X RS OO) 
P P p 


是 由 微分 方程 


ow wHo + Ds Gr G))v^Q) dz = 0 (47) 


所 决定 ， Yom 一 系 从 中 向 量 , 称 为 互相 平行 的 . 
利用 联络 ， SERIES BUE RUE , 它 的 定义 是 


a=ar+T ALT= y dr A dz’, (48) 
i HA 是 外 积 ,d 是 外 微分 . 
Qy = 一 (Ras) (49) 


对 固定 的 i,j 而 言 , 它 是 mm X mlt. 
EM E—>M 上 的 联络 是 由 各 个 U, x F, 上 的 联络 拼接 而 
成 ,在 拼接 中 对 x € U, NUL 和 之 间 应 满足 


r = gm Deo + (dE rq) Bap» (50) 
这 个 关系 保证 了 在 U, NU, 中 的 曲线 依 太 和 站 的 提升 的 一 致 性 . 曲 
gN 的 拼接 关系 是 

a= En fg. (51) 


这 样 我 们 就 有 了 向 量 丛 巨 -一 > M 上 的 联络 . 协 变 导数 ,水 平 提升 ， 
曲率 等 也 都 有 了 明确 的 定义 . 

H EA E — M 联络 也 可 以 有 完全 和 坐标 无 关 的 描述 . 记 
C7(M,E) 为 已 的 可 微分 截面 的 集合 ,C"(CM,TM) 为 TM 的 切 向 
量 场 的 集合 ,Vx 为 沿 X 方 向 的 协 变 导数 , 那 末 对 一 切 PE C7 (M, 
E),X,Y € C"(M,TMD,H M ETR A RM: 

C1) Vxav9 = Vxe d Vyp. 

(31) Veet = Veet Vx. 

CE) Vax? = AV xe. 

CN) VxCag) = AV xe + (XAG. 


(52) 
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根据 这 4 项 性 质 ,完全 可 以 把 联络 确定 下 来 
主 从 上 的 联络 ,也 可 以 用 拼接 的 方法 定 下 来. 在 每 一 乘积 从 
U, X G E EUR TRE G 的 Lie 代数 g 上 一 次 微分 形式 
b = b,(x)dz' (53) 
定义 联络 ,以 
一 db + z b]- db + gU» b; ;]dz! A dz? (54) 
ELR aR ICSC | 
b = ad (8m) b — (dg pq) Bap- (55) 
利用 纤维 从 上 的 联络 和 曲率 ,可 以 对 纤维 从 的 拓扑 进行 研究 ， 
利用 陈省身 和 A. Weil 的 同 态 定理 ,可 以 通过 适当 选取 的 多 项 式 来 
作出 底 流 形 M 上 的 上 同调 类 元 素 ( 称 为 示 性 类 ), 用 以 描述 纤维 从 
的 某 些 拓扑 特性 . KE ERE GO UCL) 群 ,其 Lie 代数 为 一 维 的 ， 
以 i= V 一 了 为 其 基 , 曲 率 形式 就 是 /二 TFdx'Adz', 第 一 陈 示 性 
JS XE US LE da! Ad. 车 流 形 为 紧 致 ,其 积分 称 为 第 一 陈 示 性 
数 . 

REM PCM,G) 上 已 有 一 联络 ,M 为 连通 的 流 形 ,M EXC 
定点 ,对 始点 和 终点 都 是 的 闭环 路 / 作 水 平 提升 ,每 一 /对 应 
群 G 中 一 个 元 素 ww € G, 这 种 对 应 称 为 和 乐 对 应 ,w 全 体 所 成 集 
合 构成 一 群 , 称 为 和 乐 群 . 谷 超 豪 证 明 , 由 和 乐 对 应 可 以 完全 确定 
主 从 的 结构 及 其 联络 


(3) 流 形 上 的 微分 算 子 


流 形 上 的 一 般 的 偏 微分 方程 组 可 以 用 纤维 从 概念 来 描述 . 

设 E 一 >M 和 一 >M 是 两 个 以 M 为 底 的 向 量 从 ,用 TE 和 
TK 记 这 两 个 从 的 截面 的 集合 . E M 的 一 个 足够 小 的 坐标 邻 域 U 
LEK 的 相应 部 分 是 乘积 从 U X FHU XH, XE FHH Ë 
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m 维和 上 维 的 线性 空间 ,在 U X FLU Xx H 上 各 取 一 组 截面 基 
(o, Ge 5 0 GD) PES Gt ALGOD REDE ADK BS TORT 
局 部 地 表示 为 w(z)os(z) Al waz). RL 是 一 个 映照 :L:TE 
— DK , 它 能 局 部 地 表示 为 微分 算 子 的 形式 


w= > DENTES ue E 


HS ARR ER LBP OSE RPAN ASE m PS k IRN JE 
LEMY as sua, 是 非 负 整数 . 如 果 m = k H LER 
D Aeee (T 68 (57) 


M 6, ,6 不 全 为 零 时 非 退 化 , 那 末 就 称 算 子 LRL 09. 
Riemann 流 形 上 的 Laplace 算 子 就 是 椭圆 算 子 的 简单 的 例子 ,这 时 
E M K 都 是 乘积 从 M X R. 

WF LE kerL = (e € TE|Lo = 0), B L 5282308 RF 
的 象 空间 是 集合 LTE = (AEC PK|A— Lo,o € TE}. 当 MM 是 紧 
致 无 边 的 流 形 时 ,根据 椭圆 算 子 的 性 质 ,kerL 是 有 限 维 的 , 商 空间 
IK/LIE( 称 为 上 的 上 核 , 记 为 cokerL) 也 是 有 限 维 的 . HF LA 
指标 是 kerL 和 cokerL 的 维 数 之 差 , 即 

IndL = dim(kerL) — dim(cokerL). (58) 

Atiyah 和 Singer 发 现 了 著名 的 指标 定理 ,证 明了 IndL 可 以 用 从 
EA K 和 算 子 工 的 一 些 拓扑 不 变量 表示 出 来 . 这 个 定理 的 内 涵 非 
常 广泛 ,把 Gauss-Bonnet 公式 ,Hirzebruch 符号 定理 和 紧 复 流 形 
的 Riemann-Roch 定理 等 作为 其 特殊 情形 ,后 来 又 在 处 理 杨 -Mills 
方程 的 自 对 侦 解 的 存在 性 和 解 的 自由 度 等 问题 上 发 挥 了 重要 的 作 
用 . 由 于 这 个 定理 的 证 明 十 分 复杂 ,寻求 它 的 比较 直接 的 、 较 为 简 
化 的 证 明 仍 然 是 很 有 意义 的 . AM Dirac 算 子 和 符号 算 子 都 
进行 了 这 样 的 工作 ,他 和 合作 者 还 直接 地 证 明 Lefschetz 公式 . 

微分 几何 中 所 出 现 的 偏 微分 方程 大 多 是 非 线 性 的 ,如 极 小 曲 
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面 ,调和 映照 , 杨 - Mills 方程 等 , 需 根据 方程 的 具体 性 质 分 别 进行 
研究 , 这 些 方 程 都 是 拟 线 性 的 . 此 外 完全 非 线性 的 方程 , 如 
Mongc-Ampére 方程 ,就 更 为 复杂 ,需要 用 高 度 的 分 析 技巧 ,近年 
来 也 已 得 到 相当 多 的 进展 . 

联系 于 椭圆 算 子 ,对 抛物 算 子 的 研究 也有 所 开展 . Lorentz jit 
形 和 广义 相对 论 中 的 许多 问题 ,归结 为 双 曲 型 方程 的 求解 . 由 于 非 
线性 项 的 影响 ,在 许多 情况 下 会 出 现 奇 性 ,从 而 整体 解 的 存在 性 是 
一 个 重大 的 问题 . 


(4) 杨 -Mills 方程 


在 经 典 电磁 理论 中 ,电磁 场 强度 用 4 维 Minkowski 时 空中 的 
二 阶 反 称 张 量 Sy 来 表示 ,其 中 Cs Safa) 表示 磁场 强度 , Su, 
Fas f, 表示 电场 强度 , 由 Maxwell 方程 可 以 知道 ,存在 电磁 势 
biG = 1,2,3,4) 使 得 


J 9 
Ía = T” = arb (59) 
iti 5 —4€ Maxwell 方程 就 是 
au i | : 


RIP y = 0G D, = g? = g" = 14 = — 1 Minkowski 
时 空 的 度量 张 量 . Hh ETE TAI TE LE b 一 
bis 


D 9 i i 
b= 0,4 = 6, + Ae e", (61) 


电 磁场 并 没有 发 生变 化 , 这 种 形式 的 变换 称 为 规范 变换 . et BH 
UCOD 的 元 察 ,用 物理 学 的 术语 来 说 ,光子 拥有 群 U(1) HARE 
度 . 

杨振宁 和 R. S. Mills 从 中 子 和 质子 在 某 种 程度 上 的 群 SU (2) 
对 称 性 ,预见 到 有 和 SUC2) 相应 的 场 , 它 的 势 函数 是 取 值 于 Lie 代 
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数 SU (2) 的 函数 b: 35 08] 9 HE pH ULT. SU (2) 的 


db; 
f= 24 — 2 + bb] (62) 


所 成 ,他 们 提出 TREES PH -Mills 22 iO, 
YM(b) = + tr Cf f dz‘), 


场 方程 就 是 这 作用 量 的 Euler 方程 : 
| Ze 十 DNA) = 0. (63) 


这 情况 和 电磁 场 十 分 类 似 ,但 由 于 SU CO 是 不 可 换 的 ,所 以 在 场 
的 强度 和 场 方程 中 ,都 出 现 了 换 位 运算 [,] 的 项 . 此 外 ,规范 变换 
具 形式 
= (adw)b, + (aw)w', (64) 

iX E w PREF SU (2) 的 函数 . 这 理论 就 称 为 SU(2) 群 的 规范 场 
理论 . 

这 个 理论 体系 可 以 推广 到 任何 Lie 群 ,从 60 年 代 以 来 它 在 建 
立 弱 相互 作用 和 电磁 相互 作用 的 理论 , 强 子 的 内 在 结构 ,都 取得 很 
大 的 成 功 , 且 已 成 为 研讨 四 种 基本 相互 作用 (引力 , 弱 ,电磁 , 强 ) 
的 统一 理论 的 重要 工具 . | 

70 年 代 中 ,数学 中 纤维 从 理论 和 规范 场 的 关系 已 被 沟通 , 明 
确 了 规范 场 就 是 联络 , 场 强 就 是 曲率 ,杨振宁 还 指出 了 非 乘积 从 在 
物理 学 中 的 作用 ,例如 第 一 陈 示 性 数 就 是 磁 荷 . 与 此 同时 ,许多 数 
学 家 也 注意 到 了 物理 学 中 的 规范 场 理论 ,过 去 数学 家 在 纤维 从 的 
研究 中 ,从 未 想到 要 引入 一 个 决定 联络 的 偏 微分 方程 ,而 这 样 的 方 
程 却 被 物理 学 家 杨振宁 与 Mills 成 功 地 找到 了 . 数学 家 们 着 重 讨论 
4 维 欧 氏 空间 和 Riemann 流 形 上 杨 -Mills 方程 ,得 出 了 丰硕 的 成 
果 . 

人 们 首先 感 兴趣 的 是 欧 氏 空间 R* 上 杨 -Mills 方程 的 有 限 能 
量 解 . 利用 球 极 投影 和 可 去 除 奇 点 定理 ,可 把 问题 化 到 S* 上 求解 ， 
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于 是 有 关 紧 致 流 形 上 的 椭 阅 算 子 Atiyah 和 Singer 的 理论 就 起 了 
重要 的 作用 ,特别 是 对 这 种 方程 的 一 大 类 具有 特殊 性 质 的 解 ( 称 为 
自 对 偶 和 反 自 对 偶 解 ,也 称 为 瞬 子 解 ), 非 但 定 出 了 解 的 自由 度 ,而 
匡 简 用 复 儿 何 和 代数 几何 的 技巧 ,给 出 了 它们 的 有 效 的 构 作 方法 . 
XX Xe y dE SE Roe e Pire -Mills 认 滑 达到 局 部 最 小 的 解剖 
Dl 2 l 

随后 又 讨论 了 比较 一 般 的 4 维 Riemann FUE E8995 -Mills Jy 
程 的 虹 子 解 的 存在 性 问题 , 解 所 成 的 拓扑 空间 ( 称 为 模 空 间 ) 的 结 
移 也 有 很 大 的 进展 . 最 使 人 惊异 的 是 ,这 种 方程 在 研究 4 维 流 形 的 
微分 拓扑 中 起 了 重要 作用 ,英国 的 K. Donaldson 利用 它 来 研究 4 
维 流 形 的 微分 拓扑 ,美国 的 M. Freedman 进而 发 现 R' 的 非 通 常 的 
微分 结构 (对 任何 R",n 关 4, 只 有 通常 的 微分 结构 ), 他 们 二 人 都 得 
到 了 1986 年 的 Fields 奖 . i 

在 规范 场 的 数学 结构 方面 ,我 国学 者 谷 超 豪 等 和 杨振宁 教授 
从 TO 年 代 中 期 开始 进行 了 合作 研究 ,取得 了 系统 的 成 果 . 其 中 包 
FE :规范 场 的 环 路 位 相 因子 方法 的 建立 , 场 强 对 规范 场 决定 作用 的 
分 析 , 球 对 称 规 范 场 的 决定 和 Cauchy 问题 解 的 存在 性 以 及 有 限 能 
BARRA ASM REE. SS. He, SBT A 
对 偶 解 的 潜在 对 称 性 和 无 限 维 代数 结构 , 胡 和 生 等 给 出 了 在 弯曲 
时 空中 杨 -Mills 场 有 质量 规范 场 及 手 征 场 的 若干 不 存在 性 定理 ， 
沈 纯 理 将 杨 -Mills 理论 和 两 个 复 流 形 间 的 全 纯 映 照 联系 起 来 , 计 
算 了 某 些 模 空间 ,讨论 了 它们 的 拓扑 性 质 . 


后 记 


这 篇 稿子 是 三 年 以 前 写 的 . 这 几 年 来 微分 几何 发 展 非常 迅速 ， 
文中 所 涉及 的 各 个 方面 ,都 有 相当 大 的 进展 . 现在 只 能 作 一 些 非常 
简略 的 补充 说 明 . 
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整体 微分 几何 的 发 展 有 好 几 个 方面 的 推动 力 . 第 一 ,现代 分 析 
正和 微分 几何 紧密 结合 ,许多 分 析 学 家 关心 几何 中 的 问题 ,利用 分 
析 工 具 . 得 出 许多 深刻 的 成 果 . 几何 分 析 (geometrical analysis) 这 
一 术语 已 广泛 流行 ,被 视 为 现代 数学 发 展 的 主流 方向 之 一 . 第 二 ， 
理论 物理 继续 需要 运用 微分 儿 何 作为 数学 工具 . 规范 场 理 论 的 成 
功 已 是 众所周知 . 有 些 探索 性 理论 (如 超 弦 ) ,也 用 到 了 很 深刻 的 数 
学 ,虽然 它们 的 实验 根据 尚 嫌 不 足 , 在 物理 学 界 尚 有 不 同 看 法 ,但 
对 数学 发 展 的 推动 作用 却 十 分 强烈 . 此 外 ,丘成桐 收集 和 发 表 的 一 
系列 的 微分 几何 待 解决 的 问题 ,吸引 了 许多 学 者 ,其 中 许多 问题 ， 
都 得 到 很 好 的 进展 . 

具体 的 成 果 非 常 多 ,方面 也 广 ,这 里 只 能 比较 随机 地 列举 一 些 
带 有 代表 性 的 成 果 . 在 国际 上 (一 ) 在 Riemann 流 形 Mn HA) 到 欧 
氏 空 间 RY 的 等 距 黎 入 的 研究 中 ,已 经 证 明 如 NN = max{n(n + 
5)/2,n(n 十 3)/2 +5) XX PRA — XE REER. (二 ) 在 Riemann fi 
形 曲 率 和 拓扑 的 关系 方面 ,人 们 充分 注意 到 曲率 和 其 他 几何 量 , 如 
流 形 的 体积 .半径 等 ,对 流 形 的 拓扑 都 能 有 相当 的 影响 ,成 果 很 丰 
富 . 举 一 个 例子 :Grove 等 人 得 到 如 下 的 大 体积 定理 . 设 Mn HE 
Riemann Fi (n > 2) ,上 为 一 实数 ,R A TER 4 & > 0 时 ,要 求 
R< + VR) METERS = (nk, R) > 0,18 18:24 riem M 
> k,M 的 半径 RM 的 体积 之 ViCR) 一 e 成 立时 ,M 的 拓扑 必 
为 5S" 或 RP", 这 里 总 是 曲率 为 的 n 维 空间 形式 中 以 RR 为 半径 的 
测 地 球 的 体积 . (=) 发 现 了 液晶 分 子 的 排列 和 调和 映照 有 密切 关 
系 , 从 而 对 调和 了 映照 特别 是 边 值 问题 奇 点 集 的 结构 有 很 多 推进 , 同 
时 调和 映照 流 也 得 到 了 许多 研究 ,如 弱 解 的 存在 性 ,正则 性 ,破裂 
或 渐 近 形态 等 . (四 ) 对 接近 于 平坦 的 初始 条 件 ,已 证 明 Einstein 方 
程 的 整体 解 的 存在 性 ,也 即 证 明了 Minkowski 时 空 的 稳定 性 . 又 
已 证 明 Yang-mills 方程 无 自 对 偶 性 的 整体 解 的 存在 性 . 特别 是 丘 
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成 桐 等 得 出 了 Einstein 方程 和 Yang-mills 方程 的 偶合 方程 无 奇 性 
静态 解 存在 ,在 物理 上 很 具 吸 引力 ， 

由 于 天 元 基金 和 国家 自然 科学 基金 的 支持 ,由 于 国际 交流 的 
开展 ,在 过 去 几 年 中 国内 的 研究 有 许多 可 喜 的 .引起 国内 外 同行 关 
注 的 成 果 . 在 调和 映照 方面 , 忻 元 龙 发 展 了 等 变 映照 的 概念 ,证 明 
了 高 维 圆 盘 到 高 维 球面 的 轴 对 称 调和 映照 的 “大 边 值 ” 问题 解 的 
存在 性 . 他 又 证 明了 toma (StD 中 任 一 奇数 类 一 定 存在 调和 代 
表 元 . 在 子 流 形 方面 , 沈 一 兵 等 得 到 高 维 球面 . 复 射 影 空间 中 某 些 
极 小 子 流 形 的 Ricci 曲率 和 数量 曲率 的 目前 最 佳 的 pinching 常数 ， 
他 又 给 出 了 复 射 影 空间 中 2 型 极 小 曲面 的 完全 分 类 . BRASS 
出 了 Bonnet 曲面 和 三 次 极 小 锥 的 完全 分 类 , 肖 良 给 出 了 球面 中 等 
参 子 流 形 多 项 式 表 示 和 复 射影 空间 等 参 子 流 形 的 分 类 . 在 规范 场 
方面 , 沈 纯 理 和 陈 韵 梅 合作 研究 了 Yang-Mills 流 , 讨 论 了 小 范围 
时 间 解 的 存在 性 和 演化 中 的 正则 性 和 奇 点 集 . 衣 和 生 研 究 
Yang-Mills 方程 的 团 块 现象 ,她 证 明 在 能 量 无 限 但 能 量 发 散 较 组 
时 也 不 能 有 团 块 现象 ,她 还 得 一 些 团 块 解 的 实例 . 明和 生 把 孤立 子 
理论 运用 于 微分 几何 ,用 Darboux 变换 显 式 地 构造 了 射影 微分 几 
何 中 苏 链 (又 称 Dnsnkos 构 图 ), 并 证 明 2n(n > 1) 为 周期 的 序列 的 
存在 . 谷 超 豪 与 胡 和 生 合作 ,对 手 征 场 (RI+: — SU,) 得 出 单 扳 立 子 
和 多 孤立 子 解 的 显 式 表 达 式 ,并 证 明 这 种 孤立 子 的 相互 作用 是 弹 
性 散射 . 他 们 还 合作 得 出 推广 的 非 线性 波动 方程 和 Sine-Gordon 
方程 求解 的 显 式 方法 等 , 氏 言 林 研究 了 Signature 算 子 局 部 指标 定 
理 的 非 直接 证 明 , 指 出 前 人 证 明 中 的 疏漏 . 在 仿 射 微分 几何 中 , 李 
安民 作 了 一 系列 的 工作 ,特别 是 对 于 仿 射 球 的 分 类 问题 ,他 发 现 和 
补正 了 前 人 的 工作 的 歼 漏 ,从 而 完成 了 对 Calabi 所 作 的 有 关 猜 想 
的 证 明 . 李 安 民 还 证 明了 : 仿 射 完备 极 大 曲面 如 果 其 仿 射 法 线 不 取 
4 个 一 般 位 置 的 方向 , 则 一 定 是 椭圆 抛物 面 . 

更 值得 指出 的 是 ,国内 有 若干 从 事 非 线 性 分 析 和 偏 微 分 方程 
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研究 的 专家 ,也 正在 关心 和 研究 微分 几何 方面 的 问题 ,得 出 了 多 项 
重要 成 果 . 张 燕 庆 、 丁 伟 后 等 对 变 分 问题 和 半 线 性 椭圆 型 方程 的 研 
究 , 在 众 所 关 注 的 多 项 几何 问题 中 得 到 应 用 .取得 重要 结果 . 王 光 
、 吉 敏 关 于 黎 曼 流 形 中 极 小 曲面 存在 性 的 结果 ,引起 了 广泛 的 注 
意 与 重视 . 洪 家 兴 利 用 非 线 性 混合 型 方程 研究 曲率 变 号 的 二 维 流 
形 的 嵌入 问题 ,取得 深刻 的 结果 . 
在 这 期 间 , 不 少 青年 学 者 也 进入 这 个 领域 , 有 可 喜 的 成 果 . 这 
一 切 都 表征 着 这 门 学 科 在 我 国 已 有 重要 的 进展 和 莲 勃 的 生命 力 . 
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什么 是 低 维 拓扑 学 
What Is Low-dimensional Topology 


中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 


of Mathematics in China 


$1. 什么 是 低 维 拓扑 学 ? 


拓扑 学 是 20 世纪 理论 数学 中 发 展 最 为 迅速 的 分 支 之 一 . 60 年 
代 是 代数 拓扑 学 黄金 时 代 , 这 样 讲 不 仅 是 由 于 这 些 理论 本 身 的 完 
美 ,也 由 于 它们 已 经 渗透 到 数学 的 许多 别 的 分 支 中 去 了 . 代数 拓扑 
学 的 工具 对 于 研究 维 数 大 于 或 等 于 5 的 流 形 结构 起 了 本 质 的 作 
用 . 许多 高 难 的 问题 ,由 于 代数 拓扑 学 的 发 展 而 变 得 明朗 了 . 但 是 
对 于 了 解 我 们 所 生活 的 维 数 的 空间 ,这 些 工具 没有 给 我 们 太 多 的 
帮助 . 所 以 一 些 数学 家 们 开始 问 自己 :拓扑 学 是 否 走 得 太 远 了 ? 同 
时 他 们 也 逐渐 把 自己 的 兴趣 转向 2 维 、3 维 、4 维 流 形 的 研究 . 所 谓 
低 维 拓扑 学 ,并 没有 一 个 很 明确 的 定义 ,通常 的 理解 就 是 2 维 、3 维 
和 4 维 流 形 的 拓扑 学 研究 , 它 是 近年 来 数学 中 最 活跃 的 分 支 之 一 . 


$2 早期 的 低 维 拓扑 学 


上 述 意 义 的 低 维 拓扑 学 并 不 是 20 世纪 60 年 代 才 开始 的 , 它 
可 以 追溯 到 19 世纪 的 闭 曲面 的 分 类 . 那 时 候 的 低 维 拓扑 学 的 研究 
主要 关心 2 维 的 理论 . 直到 20 世纪 50 年 代 . 数 学 家 们 对 于 3 维 流 
形 知 道 的 还 少 得 可 怜 . 

有 一 类 3 维 流 形 ,叫做 Seifert 流 形 , 算 是 了 解 得 比较 清楚 了 . 
粗略 地 说 ,Seifert 流 形 是 这 样 的 一 种 流 形 ,它们 可 以 看 作 是 一 组 闭 

曲线 的 并 ,而 且 这 些 闭 曲 线 在 局 部 是 很 规则 地 排列 起 来 的 . 例如 在 
一 个 实心 环 上 ,我 们 可 以 给 出 下 面 的 Seifert 纤维 化 . 一 个 实心 环 
可 以 看 作 是 一 簇 平行 的 环 面 加 上 实心 环 的 中 心 线 组 成 的 . 图 1 中 
我 们 画 出 了 其 中 一 个 环 面 上 的 两 种 不 同 的 纤维 化 . 这 两 种 Seifert 
纤维 化 的 不 同 之 处 是 ,图 100 中 的 纤维 化 不 是 一 个 乘积 纤维 化 ,中 
心 线 是 一 个 奇异 纤维 ,因为 这 个 纤维 绕 实心 环 的 洞 是 一 图 ,而 它 旁 
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图 la) 图 15 


边 的 别 的 纤维 都 绕 许多 图 . 如 果 我 们 把 每 一 个 闭 曲 线 看 作 一 个 点 ， 
那 末 这 个 Seifert 流 形 的 商 则 是 一 个 2 维 曲面 , 换 句 话说 ,Seifert 流 
形 是 一 个 用 曲面 参数 化 的 闭 曲 线 族 ,用 关于 这 个 曲面 和 那些 奇异 
纤维 的 信息 可 以 完全 刻画 Seifert 流 形 . 

另 一 个 比较 早 就 知道 的 有 趣 的 定理 叫做 连通 和 分 解 定理 . 我 
们 先 看 看 类 似 的 2 维 情形 . 如 图 2. 在 一 个 2 维 曲 面 忆 上 ,如 果 有 一 
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条 分 离 的 简单 闭 曲 线 C( 分 离 指 的 是 沿 这 条 曲线 割 开 己 , 我 们 将 得 
到 两 块 ), 沿 这 条 曲线 C 割 开 巳 ,我们 得 到 两 个 带 圆 周边 界 的 曲面 ， 
把 这 两 个 圆周 边界 分 别 捏 成 点 ,我 们 得 到 两 个 曲面 FEL 这 个 过 
程 叫做 已 的 一 个 连通 和 分 解 . 如 果 我 们 用 3 维 流 形 中 的 分 离 球面 ， 
代替 2 维 流 形 中 的 分 离 简 单 闭 曲 线 ,我 们 就 得 到 3 维 流 形 的 连通 
和 分 解 . 如 果 我 们 允许 得 到 的 流 形 中 可 以 有 新 的 3 维 球面 出 现 , 那 
末 这 个 分 解 可 以 无 休止 地 进行 下 去 . 因为 我 们 总 可 以 在 3 维 流 形 
中 取 一 个 小 的 实心 球 , 沿 其 边界 球面 制 开 再 把 边界 捍 成 一 点 ,这 小 
实 心 球 就 形成 一 个 新 的 3 维 球面 . 有 新 的 3 维 球面 出 现 的 连通 和 
分 解 叫 做 平凡 的 分 解 ,连通 和 分 解 定理 说 ,对 每 一 个 3 维 流 形 , 我 
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们 可 以 做 若干 次 非 平凡 的 连通 和 分 解 ,使 得 最 后 得 到 的 那些 流 形 
不 再 有 非 平凡 的 分 解 ,而 且 本 质 上 这 种 分 解 是 唯一 的 . 这 个 定理 
类 似 于 整数 的 素 因 数 分 解 定理 . 所 以 我 们 又 称 那些 不 再 有 非 平 凡 
的 连通 和 分 解 的 3 维 流 形 为 素 的 3 维 流 形 . 根据 这 个 定理 ,了 解 3 
维 流 形 ,我 们 只 须要 了 解 素 的 3 维 流 形 就 足够 了 . 


$3 860 年 代 和 70 年 代 的 组 合 3 维 拓扑 学 


60 年 代 中 期 ,Haken 引入 了 … 个 很 重要 的 概念 一 “足够 大 
的 3 维 流 形 ” 这 种 流 形 中 , 有 一 张 很 好 的 嵌入 的 不 平行 于 边界 的 
曲面 R( 假 定 它 不 是 球面 ), 而 且 上 的 每 条 可 以 在 这 个 3 维 流 形 
中 收缩 成 一 点 的 简单 闭 曲 线 ,在 严 中 也 可 以 收缩 成 一 点 . 具有 这 种 
性 质 的 曲面 叫做 一 张 不 可 压缩 的 曲面 . 如 果 这 张 曲 面 是 双 侧 的 , 那 
么 这 张 曲面 的 基本 群 就 做 入 到 3 维 流 形 的 基本 群 成 为 子 群 . 这 样 ， 
这 种 流 形 的 基本 群 足够 大 ,包含 了 一 个 曲面 群 .这 也 是 这 个 名 称 的 
由 来. 通常 称 足够 大 的 案 的 3 维 流 形 为 Haken 流 形 (可 以 证 明 :每 
一 个 带 边界 的 素 的 3 维 流 形 都 是 Haken 流 形 ) ,除非 它 是 一 个 3 维 
实心 球 .对 于 Haken 流 形 ,我 们 有 一 个 很 好 的 分 类 定理 : 同 伦 等 价 
的 Haken 流 形 是 同 胚 的 . 

证 明 这 个 分 类 定理 ,最 重要 的 工具 是 hierarchy. 用 2 维 作对 
比 ,我 们 可 以 沿 一 些 闭 曲线 和 弧 割 开 一 个 曲面 ,使 它 成 为 一 个 多 边 
形 .在 3 维 中 ,我 们 要 沿 一 些 曲 面 去 割 3 维 流 形 . Haken 流 形 中 存在 
不 可 压缩 的 曲面 ,而 且 可 以 证 明 这 些 曲 面 是 由 它们 的 基本 群 在 3 
维 流 形 基本 群 中 的 象 决定 的 . 沿 一 张 不 可 压缩 曲面 割 开 原来 的 流 
形 后 ,我 们 仍然 得 到 一 个 Haken 流 形 , 或 是 3 维 实心 球 ,因为 这 时 
候 流 形 带 边 了 , 素 的 条 件 可 以 很 容易 地 从 这 张 制 开 曲 面 的 不 可 压 
缩 性 推出 来 . 我 们 可 以 继续 这 样 地 割 开 3 维 流 形 ,除非 我 们 得 到 一 
组 3 维 实心 球 . 关键 的 一 步 是 证 明 我 们 不 能 无 休止 地 这 样 做 下 去 ， 
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所 以 有 限 步 以 后 ,我 们 得 到 一 组 3 维 实心 球 . 这 个 一 步 步 割 开 3 HE 
流 形 的 过 程 叫做 一 个 hierarchy. 现在 我 们 来 看 一 下 分 类 定理 的 证 
明 ,假定 M,N 是 两 个 同 伦 等 价 的 3 维 Haken 流 形 . f:M 一 NN 是 一 
个 同 伦 等 价 . 固 定 N 上 的 一 个 hierarchy ,第 一 步 是 沿 一 张 不 可 压 
缩 的 曲面 $;, 割 开 六 ,得 到 的 流 形 记 做 Ni,. 注 意 广 在 基本 群 上 是 同 
构 , 所 以 ST Ga G0 C m OD 是 一 个 曲面 群 ,我 们 可 以 找到 一 张 
不 可 压缩 的 曲面 FC M, 使 得 zi(F1) = FOO Gs) R Re S 
A f.i FF — S 是 一 个 同 胚 ,而 且 S AHM RF IN 
Si 上 的 一 个 同 伦 等 价 ,归纳 地 做 下 去 ,我 们 可 以 得 到 一 个 在 两 组 
实心 球 上 的 同 伦 等 价 , 而 且 在 边界 上 是 同 胚 ,所 以 这 个 同 伦 等 价 可 
以 很 容易 地 用 同上 胚 去 代替 . 把 这 些 同 胚 粘 起 来 ,我 们 就 得 到 一 个 
M 到 NN 上 的 同 胚 . 

这 个 阶段 中 ,3 维 流 形 的 组 合 研究 有 了 很 大 的 发 展 ,纯粹 组 合 
方法 的 最 后 一 个 漂亮 的 定理 叫做 环 面 分 解 定理 ,想法 有 点 像 连通 
和 分解 ,不 过 现在 我 们 是 沿 一 些 不 可 压缩 的 环 面 去 割 一 个 素 的 3 
维 流 形 , 割 开 以 后 我 们 得 到 一 些 Seifert 流 形 和 其 他 一 些 不 再 包含 
任 何不 平行 于 边界 的 不 可 压缩 环 面 的 流 形 . 有 意思 的 是 这 种 分 解 
还 是 在 本 质 上 唯一 的 . 前 面 我 们 已 经 说 过 ,Seifert 流 形 算是 了 解 得 
很 好 了 ,余下 的 是 了 解 那些 3 维 流 形 ,它们 不 包含 任何 不 平行 于 边 
界 的 不 可 压缩 的 环 面 . 


$4 Thurston 对 曲面 的 研究 工作 


当然 ,在 70 年 代 以 前 的 3 维 流 形 的 研究 方法 也 不 仅仅 是 组 合 
方法 ,例如 Novikov 的 叶 结 构 理 论 ,但 主要 是 组 合 方法 . 
研究 方法 上 的 真正 的 发 展 是 70 年 代 中 期 开始 的 ,而 且 最 初 的 
那些 理论 都 是 和 Thurston 的 名 字 连 在 一 起 的 . 
Thurston 早期 的 工作 是 关于 流 形 上 的 叶 结 构 的 存在 性 的 . 70 
211 


年 代 中 期 ,他 利用 一 些 分 析 学 家 们 熟悉 的 概念 ,例如 Teichmuller 
空间 , 拟 共 形 映 射 等 ,来 研究 2 维 曲面 上 映射 的 分 类 ,发 展 了 一 整 
套 理论 ,许多 扩 Riemann 曲面 的 数学 家 们 为 之 -- 振 ,使 拟 共 形 映 
射 的 研究 得 到 了 新 的 活力 . 

我 们 来 看 看 Thurston 的 主要 的 方法 是 什么 . 首先 我 们 描述 一 
下 一 个 亏 格 大 于 1 的 闲 曲 启 Teichmuller 空间 . 假定 是 一 个 这 样 
的 曲面 ,粗略 地 讲 , 忆 的 Teichmuller 空间 (F) 是 上 的 双 曲 结 
构 的 同 痕 类 的 全 体 . 它 可 以 用 下 面 的 方法 构造 出 来 :如 图 3, 如果 下 
的 亏 格 是 g, 我 们 可 以 找到 3g 一 3 个 简单 闭 曲线 , 沿 这 些 曲线 割 开 


图 3 


及 ,每 一 块 是 一 个 带 两 个 洞 的 圆 盘 . 在 一 个 带 两 个 洞 的 圆 盘 上 的 双 
曲 结构 可 以 由 它 的 三 个 测 地 边界 的 长 度 决定 . 当 我 们 把 这 些 双 曲 
块 粘 合 起 来 时 ,我 们 还 需要 有 一 个 角度 去 度量 这 样 的 粘 法 . 由 于 我 
们 考虑 的 是 双 曲 结构 的 同 痕 类 ,所 以 图 4 中 的 两 种 粘 法 被 认为 是 


4 . 
不 一 样 的 ,这 样 一 来 每 条 简单 闭 曲线 提供 了 两 个 参数 ,一 个 是 长 
度 , 另 一 个 是 粘 合 的 转动 角度 ,或 者 说 沿  (F) 是 同 胚 于 RS 
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的 . 上 的 每 一 个 自 同 胚 诱导 .2 OD) 上 的 一 个 自 同 胚 ,而 且 同 痕 
HEERMA Z (E) 上 相同 的 映射 ,这 个 曲面 上 的 自 同 胚 的 同 痕 
类 构成 一 个 群 ,通常 叫做 映射 类 群 . 

Teichmuller 空间 的 结构 是 很 早 就 清楚 的 . Thurston 的 贡献 在 
于 他 首先 给 出 了 9 (00 的 自然 的 紧 致 化 , 使 得 映射 类 群 在 
FF) 上 的 作用 可 以 延 拓 到 边界 上 去 . 他 是 这 样 考 虑 的 . GCP) 表 
示 斑 上 的 非 平凡 的 简单 闭 曲 线 的 同 六 类 的 集合 ,对 于 PCP) 中 的 两 
PICK aP ENX ia, p) 是 在 a,8 的 同 痕 类 中 简单 闭 曲 线 的 的 最 
少 相 交 数 . Thurston 证 明了 ,对 每 个 a € eC ,我 们 可 以 找到 一 个 
B € KF), {EI iC, p 关 0, 而 且 对 于 两 个 不 同 的 元 素 w ,ax € 
OF) ,我 们 可 以 有 一 个 BE€ AF), EI ila, B Ail, B). 这 样 一 
来 ,i 便 定 义 了 一 个 单 的 映射 i, :9(F) 一 PR, 而 且 象 的 闭 包 
POF) 是 紧 致 的 ,这 就 是 .2 (OO 的 一 个 自然 的 边界 . 为 了 能 看 清 
楚 这 一 点 ,我 们 可 以 把 7 CF) 也 嵌入 到 AR? 中 去 . 对 每 一 个 a 
€ AF). YE T (F), ia) 表示 a 中 的 简单 闭 曲 线 在 7 这 个 几何 
结构 下 的 长 度 的 下 确 界 ,这 个 i 有 着 与 前 面 的 i 几乎 相同 的 性 质 ， 
同样 也 给 出 一 个 到 PRO 中 的 嵌入 , 象 的 闭 包 则 是 象 与 Pp(F) 的 
并 . 事实 上 ,我 们 还 可 以 证 明 , 这 个 紧 致 化 同 胚 于 一 个 6g — 6 维 的 
实心 球 . 

这 个 紧 致 化 的 一 个 直接 推论 是 :已 上 的 任何 一 个 自 同 胚 ,或 者 
在 Teichmuller 空间 上 有 不 动 点 ,或 者 在 POP) 中 有 不 动 点 .在 第 
一 种 情况 ,Teichmuller 空间 中 的 不 动 点 给 出 上 的 一 个 双 曲 结 
Mg. 而 且 这 个 自 同 胚 同 痕 于 一 个 等 距 , 第 二 种 情况 要 分 析 那 些 在 
POF) 中 的 不 动 点 . 可 以 证 明 这 时 候 自 同 胚 根 据 有 一 个 不 动 点 或 
两 个 不 动 点 分 成 是 可 约 的 ,或 者 是 伪 Anosov 的 . 这 就 是 Thurston 
的 关于 曲面 上 自 同 胚 的 分 类 定理 . 
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$5 3 维 流 形 上 的 几何 结构 


Thurston 是 一 个 神秘 的 人 物 , 他 不 层 于 写 他 自己 做 的 工作 ， 
于 是 很 多 人 就 帮 他 写 ,正当 人 们 热衷 于 写 他 在 曲面 上 的 工作 时 ,他 
河 己 却 悄悄 地 开始 了 对 3 维 流 形 的 几何 结构 的 研究 . 

他 证 明了 如 果 一 个 Haken 流 形 M 不 包含 任何 不 平行 于 边界 
的 环 面 ,那么 M 的 内 部 允许 一 个 完备 的 双 曲 度量 ,除非 M 是 一 个 
Seifert 流 形 或 者 是 一 个 圆周 上 的 环 面 从 . 证 明 还 是 在 hierarchy 上 
用 归纳 法 . 我 们 来 看 归纳 法 中 的 一 个 情况 , 取 M 中 的 一 个 不 可 压 
缩 曲面 ,然后 沿 下 割 开 MM, 我 们 能 得 到 两 个 允许 双 曲 结构 的 3 维 
流 形 , 想 法 是 把 这 两 个 双 曲 几何 粘 起 来 ,得 到 M 上 的 一 个 双 曲 结 
T8. 最 简单 的 情形 是 我 们 可 以 找到 两 个 全 测 地 嵌入 的 曲面 平行 于 
那些 粘 合 的 边界 ,而 且 粘 合 映 射 是 一 个 等 距 , 即 我 们 可 以 直接 把 这 
两 个 双 曲 结构 粘 在 一 起 . 一 般 说 来 ,我 们 不 能 保证 粘 合 映射 是 等 
距 ,其 至 不 是 永远 可 以 找到 这 样 的 全 测 地 艇 入 曲面 的 . 所 以 我 们 要 
了 解 怎样 去 改变 这 些 几 何 结构 ,使 得 它们 足够 好 . 可 以 证 明 一 个 双 
曲 流 形 上 的 几何 结构 1-1 对 应 于 它们 在 非 环 面 边界 上 诱导 的 复 结 
构 . 所 以 双 曲 模 空间 是 一 些 Teichmuller 空间 的 乘积 . Thurston 用 
不 动 点 定理 证 明了 ,我们 总 可 以 形变 这 两 个 双 曲 结构 ,使 得 在 无 穷 
远 的 粘 合 面 上 的 复 结构 是 一 致 的 ,而 且 粘 合 映 射 是 一 个 共 形 映射 . 
这 样 Maskit 的 定理 告诉 我 们 ,可 以 用 这 两 个 双 曲 结构 得 到 MM 上 的 . 
一 个 双 曲 结构 . 

尽管 Haken 流 形 算是 有 了 一 个 分 类 定理 了 ,不 过 双 曲 结构 的 
存在 性 也 还 是 很 重要 的 . 有 了 这 个 结果 ,3 维 的 拓扑 学 大 大 地 向 前 
迈 了 一 步 . 对 于 Seifert 流 形 ,我 们 有 6 种 几何 学 ,而 且 圆 周 上 的 环 
面 从 又 有 一 种 几何 ,3 维 的 情况 我 们 一 共有 8 种 几何 . Thurston 根 
据 他 的 定理 ,提出 了 一 个 猜测 :任何 3 维 流 形 ,经 过 连通 和 分 解 和 
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环 面 分 解 后 ,得 到 的 块 上 都 有 几何 结构 . 这 个 猜测 是 3 维 拓扑 学 中 
最 主要 的 猜测 了 ,过 去 的 很 多 著名 猜测 ,包括 至 今 悬 而 未 决 的 三 维 
的 Poincaré 猜测 ,都 是 Thurston 猜测 的 特别 情形 . 

Thurston 还 证 明了 一 个 关于 3 维 流 形 上 的 几何 结构 的 结果 ， 
如 果 一 个 素 的 3 维 流 形 允 许 一 个 有 限 群 的 作用 ,而 且 这 个 作用 有 
大 于 1 维 的 不 动 点 集 ,那么 这 个 3 维 流 形 有 上 面 讲 的 那 种 几何 分 
解 ,而 且 这 个 群 作用 限制 在 分 解 后 得 到 的 每 个 块 上 是 等 距 作用 . BB 
一 段 时 间 是 3 维 流 形 的 很 光辉 的 时 代 . 


$6 极 小 曲面 的 应 用 


70 年 代 末 和 80 年 代 初时 的 另 一 个 热点 是 极 小 曲面 理论 在 3 
维 拓扑 学 中 的 应 用 . 这 套 方 法 首先 是 由 丘成桐 和 Meeks 开始 的 . 
当然 ,证 明 极 小 曲面 的 存在 性 也 是 很 困难 的 ,不 过 那 不 是 低 维 拓扑 
学 所 关心 的 . 他 们 考虑 一 个 具有 最 小 面积 的 非 平 凡 的 球面 ,看 上 去 
这 种 曲面 应 该 有 最 少 的 自身 相交 的 性 质 . 事实 上 ,他 们 证 明了 ,如 
R 这 个 球面 同 伦 于 一 个 民 入 的 球面 ,那么 这 个 最 小 面积 的 球面 本 
身 也 是 一 个 嵌入 或 者 是 到 一 个 嵌入 的 射影 平面 上 的 2 H. 更 
有 意思 的 是 两 个 这 样 的 球面 或 者 重合 或 者 相互 不 交 . 这 样 一 来 ,我 
们 可 以 用 这 个 结果 到 有 限 群 在 3 维 流 形 上 的 作用 . 如 果 我 们 有 一 
个 有 限 群 C 作用 在 3 维 流 形 M 上 ,不 难 在 M 上 给 出 一 个 度量 ,使 
得 G 是 一 个 等 距 群 . 利用 极 小 曲面 ,我们 可 以 找到 一 组 等 变 的 球 
Wi. 这 样 ,如果 M 有 非 平 凡 的 连通 和 分 解 ,那么 我 们 可 以 找 出 一 个 
等 变 的 连通 和 分 解 . 这 叫做 等 变 的 球面 定理 ， 

极 小 曲面 的 理论 在 等 变 理论 中 有 许多 应 用 , 主要 的 哲学 根据 
是 极 小 曲面 应 该 有 最 少 相交 的 性 质 ,也 有 人 研究 等 变 的 大 亏 格 的 
极 小 曲面 . 不 过 在 这 些 研 究 中 ,等 变 的 球面 定理 是 最 有 意义 的 . 
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$7 单 连 通 闭 4 维 流 形 的 分 类 


nig ii fied] E ded h 论 2 维 和 3 维 流 形 的 研究 .4 维 流 形 的 星期 研 
实 的 人 确 很 少 . 假定 履 是 一 个 闭 的 4 维 流 形 . 那 么 在 第 2 个 上 同调 群 
的 自由 部 分 FrH'OMLZO EAER: 

i FrH?(M, Z ) x FrH? (M. Z ) — H'(M, Z)=Z 

AH KA KS AE RL M 的 2 REXER. 

Poincaré < 对 个 定理 说 这 个 相交 形式 是 么 模 的 , 整 二 次 型 当然 
可 以 看 作 是 一 个 实 的 二 次 型 ,所 以 符号 差 OU) 是 一 个 流 形 的 不 
变量 ,通常 记 作 oM). 整 二 次 型 也 有 一 - 些 不 同 于 实 二 次 型 的 地 
Jf REP FE FRI n Lu Gr) 三 0Cmod2). 我 们 称 这 个 整 二 次 型 是 
偶 的 . 一 个 二 次 型 是 偶 的 , 当 且 仅 当 它 的 矩阵 表示 的 对 角 线 上 的 元 
素 全 是 偶数 . 例如 


2 1 7 
121 
1 2 1 
u-[ ‘|: E, = 1 2 1 
1 0 12 10 1 

12 10 
0 1 2 0 
1 0 0 2 


是 偶 形 式 . 不 是 偶 的 二 次 型 叫做 奇 二 次 型 ， 奇 形 式 和 偶 形 式 在 整数 
环 上 是 永远 不 会 等 价 的 . 
人 们 很 早 就 认识 到 这 个 二 次 相交 形式 是 单 连 通 闭 4 维 光 滑 流 
形 的 一 个 重要 不 变量 , 它 决定 了 这 种 流 形 的 伦 型 . 事实 上 CRE 
了 这 些 流 形 的 h- 协 边 类 . 过 去 人 们 总 认为 4 维 是 一 个 最 黑暗 的 维 
We .距离 得 到 一 个 好 的 分 类 定理 太 远 . 1980 年 ,Freedman 得 到 一 个 
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单 连通 闭 4 维 流 形 的 一 个 完整 的 拓扑 分 类 定理 . 一 下 子 , 这 个 最 黑 
暗 的 维 数 变 得 光明 了 . 他 的 定理 说 :从 闭 4 维 单 连通 流 形 M 到 它 的 
相交 形式 1x 的 映射 是 满 的 ,而 且 是 2 到 1 或 1 到 1 的 ,依赖 于 Iw 是 
奇 形 式 或 偶 形 式 . 

这 个 定理 的 证 明 与 高 维 的 类 似 结果 的 证 明 很 像 . 高 维 的 方法 
不 能 用 到 低 维 上 来 ,主要 是 因为 Whitney 技巧 在 低 维 时 失效 了 . 
1973 年 ,Casson 有 一 个 方法 ,可 以 说 是 一 个 同 伦 范 畴 中 的 
Whitney 技巧 , Casson 当时 就 意识 到 ,如果 这 也 是 一 个 光滑 范畴 中 
的 Whitney 技巧 的 话 ,那么 4 维 可 以 和 高 维 做 的 一 样 好 . Freedman 
花 了 很 长 时 间 研 究 Casson 的 这 个 方法 ,最 后 他 证 明了 ,Casson 的 
方法 事实 上 是 一 个 拓扑 范畴 的 Whitney 技巧 ,这 个 证 明 用 了 一 种 
比较 几何 的 点 集 拓扑 学 一 一 Bing 的 拓扑 学 . Whitney 技巧 在 拓扑 
的 范畴 中 可 以 通过 ,那么 Freedman 的 定理 就 得 到 了 . 


$8 4 维 光 滑 流 形 拓扑 


尽管 Freedman 的 定理 给 出 了 所 有 的 4 维 闭 的 单 连通 拓扑 流 
形 ,我 们 仍然 不 清楚 有 多 少 光 滑 流 形 , 也 不 清楚 拓扑 流 形 与 光滑 流 
形 的 差别 . Roblin 有 一 个 定理 说 : 单 连通 的 光滑 闭 4 维 流 形 M, 如 
果 Tu 是 一 个 偶 形式 ,那么 oCM) = 0(mod 16). 初等 的 整 二 次 型 定 
理 说 , 偶 形式 的 符号 差 模 8 为 0. 这 样 我 们 知道 在 具有 偶 形 式 的 闭 
单 连通 4 维 流 形 中 ,至 少 有 一 半 是 不 可 光滑 化 的 . 事实 上 ,在 那些 
具有 奇 形 式 的 流 形 中 ,也 至 少 有 一 半 是 不 可 光滑 的 . Freedman 的 2 
对 1 的 映射 可 以 表述 成 如 下 的 形式 ,如 果 我 们 乘 上 一 个 8S' 得 到 的 
一 个 是 可 光滑 化 的 5 维 流 形 , 另 一 个 是 不 可 光滑 化 的 ,是 否 还 有 别 
的 不 可 光滑 的 4 维 拓扑 流 形 ? 

1982 年 ,Donaldson 在 他 做 研究 生 的 第 二 年 ,得 到 了 另 一 个 光 
滑 化 的 阻碍 ,他 证 明了 :一 个 光滑 的 单 连通 的 闭 4 维 流 形 , 如 果 具 
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有 正定 的 相交 形式 ,那么 这 个 相交 形式 一 定 是 平方 和 . 我 们 前 面 提 
到 的 偶 形 式 E, 是 -- 个 正定 的 偶 形 式 ,但 它 不 能 等 价 于 一 个 平方 
和 ,因为 平方 和 是 一 个 奇 形 式 . Rohlin 定理 说 E, 不 能 尾 一 个 单 连 
通 闭 4 维 流 形 的 相交 形式 ,而 Donaldson zz FE JE E, CD E, th BRE 
为 个 单 连通 闭 4 维 流 形 的 相交 形式 . 令 人 吃惊 的 不 仅仅 是 这 个 
定理 本 身 和 它 的 很 多 重要 的 推论 ,而且 方 法 上 也 是 很 特别 的 ,他 把 
两 个 原来 人 们 认为 不 相干 的 分 支 ,拓扑 学 和 规范 场 理论 ,联系 在 一 
起 了 . 

固定 一 个 在 M 上 的 复 2 维 向 量 从 EE, 它 的 第 二 个 Chern 类 是 
1. 考虑 全 体 自 对 侦 的 Yang-Mills 连 络 在 SU (2) 规范 变换 下 的 等 
价 类 所 成 的 空间 A, Atiyah-Singer 指标 定理 说 ,这 个 A 是 一 个 
WARDA bi t ,pp, 的 5 维 光滑 流 形 , 每 个 奇 点 对 应 于 一 个 可 
约 的 连 络 . 拓扑 上 ,一 个 可 约 的 连 络 对 应 于 这 样 的 2 维 同调 类 + u 
€ HOLZ) Ty(uye) = 1 所 以 奇 点 个 数 = Ett (u € HOM. 


Z), Luu) = 1}. ER Br, A d— T CP Em. 
我 们 还 需要 了 解 -4 在 无 穷 远 处 的 情况 . 这 里 最 基本 的 工作 
”是 Uhlenbeck 做 的 . 她 证 明了 如 下 的 正则 性 定理 :如 灯 一 个 序列 
V! € NH 趋向 无 穷 远 处 ,那么 我 们 找到 一 个 子 序列 V5, 除了 在 杀 
上 的 一 个 点 卫 外 ,VY 收敛 到 一 个 M 上 的 平坦 连 络 , 而 且 V^ 的 能 
量 逐 渐 集 中 到 已 点 的 一 个 越 来 越 小 的 邻 域内 . M 上 的 平坦 连 络 是 
1-1 XE SET 7 M E SU CD 中 的 表示 的 ,因为 M 是 单 连 通 的 ,我 们 只 
有 一 个 平坦 的 连 络 ,所 以 能 量 集中 到 P 点 的 越 来 越 小 的 邻 域 中 的 
Yang-Mills 连 络 可 以 用 实数 来 参数 化 ,Taubes 给 出 了 这 样 的 构造 . 
对 M 上 的 每 一 点 已 ,与 一 个 充分 小 的 正 数 ,存在 一 个 这 样 的 能 量 集 
中 在 P 点 的 e 球 中 的 自 对 偶 的 Yang-Mills 连 络 . Donaldson 利 用 
这 个 构造 ,证 明了 在 无 穷 远 处 , -4 TRISTE M X (0,0. 这样 我 们 可 
以 在 -中 找到 一 个 紧 的 5 维 流 形 -2 , ERIA = M+ CP’ 十 4 
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图 5 


“(一 CP?), HP p +g =s KN Mik aA) = 0. 所 以 
rankH*(M, Z) = oM) —q— pq +p =s<rankH’(M, Z) 
这 推出 s = rankH?(M, Z). 一 个 初等 的 代数 引 理 说 ， 

le {u € HM, Z) ;I(u,u) = 1) = rank? (M, Z), 


* AY I6, 0 是 一 个 平方 和 . 

这 个 定理 有 一 个 令 人 惊奇 的 推论 : RL 上 存在 至 少 两 个 不 同 的 
光滑 结构 . 这 更 显 出 4 维 是 个 独特 的 维 数 , 因 为 人 们 早 就 知道 ,其 
他 维 数 的 欧 氏 空间 上 都 只 有 唯一 的 光滑 结构 . 现在 人 们 已 经 知道 
让 上 不 同 的 光滑 结构 多 极 了 ,至 少 要 用 两 个 实数 来 参数 化 . 

Donaldson 是 一 位 大 师 , 他 用 规范 场 理 论 ,还 给 出 了 4 维 拓扑 
学 中 的 很 多 别 的 结果 . 其 中 有 一 个 是 在 CP*#g( 一 CP) 上 有 两 个 
不 微分 同 胚 的 复 结构 ,后 来 被 别 的 数学 家 推广 为 存在 无 穷 多 个 彼 
此 不 微分 同 胚 的 复 结构 . 4 维 流 形 上 的 光滑 结构 的 理论 实在 是 太 
丰富 了 . 


$9 纽 结 的 Jones 多 项 式 和 Witten 的 工作 


低 维 拓扑 学 还 有 一 个 重要 的 对 象 , 就 是 所 谓 的 纽 结 . 纽 结 是 一 
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个 圆周 在 3 维 球面 S* 中 的 拓扑 象 ,而 若干 个 圆周 的 拓扑 象 则 称 为 
一 个 链 环 . 这 些 拓 扑 象 本 身 就 是 一 个 或 一 组 圆周 ,没有 什么 拓扑 学 
可 言 . 可 是 研究 它们 在 S? 中 的 放置 方法 却 大 有 学 问 . 图 6 是 最 基本 
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图 6 


的 两 个 不 同 的 纽 结 ,从 经 验 可 知 它们 是 不 同 的 ,但 是 如 何 从 数学 上 
来 区 别 它们 呢 ? 最 早 研究 的 是 它们 的 补 空间 ,事实 上 ,最 近 Gordon 
证 明了 纽 结 由 它们 的 补 空间 一 意 决定 . 补 空间 的 基本 群 就 是 纽 结 
的 一 个 不 变量 . 而 一 般 说 来 ,这 个 群 是 非 交换 的 . 判定 两 个 非 交 换 
群 是 否 同 构 , 是 相当 困难 的 ,所 以 这 是 一 个 不 太 好 用 的 不 变量 . 
Alexander 曾经 得 到 过 一 个 多 项 式 不 变量 . 尽管 这 个 多 项 式 没有 
补 空间 的 基本 群 所 包含 的 信息 多 ,但 是 比较 两 个 多 项 式 是 否 相 同 
太 方 便 了 . 80 年 代 初 期 ,Jones 很 偶然 地 发 现 了 一 个 纽 结 的 多 项 式 
不 变量 ,现在 被 称 为 纽 结 的 Jones 多 项 式 . Jones 是 一 位 分 析 学 家 ， 
当时 他 的 兴趣 是 有 限 Hecke 代数 的 表示 ,-- 次 在 一 个 讨论 班 上 ,他 
在 黑板 上 写 下 一 组 关系 ,听众 中 有 人 指出 ,这 组 关系 很 像 关 群 的 关 
系 . 状 群 是 一 个 与 纽 结 关系 很 密切 的 东西 ,此 后 他 潜心 研究 ,终于 
RAT A Jones 多 项 式 . 今天 这 个 多 项 式 已 经 被 拓扑 学 家 弄 得 - 
十 分 简单 ,当时 的 确 是 拓扑 学 上 的 一 件 大 事 ,人 们 没有 想到 从 算 子 
代数 的 角度 可 以 给 出 一 个 纽 结 的 新 的 不 变量 . 无 独 有 偶 , 人 们 一 样 
没有 想到 ,1989 年 一 个 理论 物理 学 家 Witten 用 3 维 的 规范 场 理论 
给 出 了 Jones 多 项 式 的 一 个 解释 . 设 天 是 S? 中 的 一 个 纽 结 ,在 53 
上 取 一 个 平凡 的 SUN) XA E, Hz E E —43858 A 我 们 
可 以 沿 着 纽 结 天 计算 A 的 holonomy ,这 样 得 到 SU(N) 中 的 一 个 
DE JS EG TES ET DURS 1345 这 个 元 素 的 迹 叫 做 
220 


Wilson £X 


W(K)=TrPexp | Adr. 
然后 .我们 计算 Feynman itti £147 


fp. o expGzzOWK). 


这 里 Dow Wo fed REIR UG OE Tak Feynman 积分 ,而 
Lagrange 作用 世 取 的 是 Chern-Simons 形式 
Y= a | TrA A dA + £A AANA). 

很 容易 看 出 ,我 们 这 里 不 用 任何 度量 . 自然 我 们 得 到 的 应 该 是 
一 个 拓扑 不 变量 . 这 个 Feynman 积分 依赖 于 两 个 变量 ,一 个 是 作 
用 量 中 的 4, 另 一 个 是 群 SUN) 中 的 N ox Bie ht ELSE i a X 
值 ,Witten 证 明了 ,解析 开拓 家 和 NN 到 复 变量 给 出 两 个 变量 的 
Jones 多 项 式 . 

Witten 不 仅 给 出 Jones 多 项 式 的 这 个 解释 , 早 前 ,他 有 过 一 个 
. Morse 不 等 式 的 看 法 . 1988 年 他 还 给 出 -- 个 4 维 超 对 称 规范 场 模 
型 来 解释 Donaldson 的 多 项 式 和 Floer 同调 . 数学 与 物理 在 这 里 这 
样 好 地 携 起 手 来 ,实在 是 很 让 人 振奋 的 . 


低 维 拓 扑 学 确实 是 近 十 几 年 来 数学 中 最 活 牙 的 分 支 . 
Thurson 因为 他 在 2 维 、3 维 流 形 上 杰出 的 工作 得 到 了 1982 年 的 
Fields 奖 ,丘成桐 的 极 小 曲面 的 工作 也 是 他 得 到 1982 年 Fields 奖 
的 主要 工作 之 一 . Freedman 和 Donaldson 因为 他 们 在 4 维 流 形 上 
的 工作 得 到 了 1986 年 的 Fields 奖 ,而 Jones 和 Witten 则 因为 他 们 
各 自 的 工作 得 到 了 1990 年 Fields 奖 . 特别 是 理论 物理 学 作为 一 种 
工具 或 作为 一 种 看 法 ,与 低 维 拓扑 学 还 有 什么 关系 ,还 有 很 多 问题 
值得 去 研究 . 很 多 大 数学 家 仍 在 不 断 地 思考 . 作为 现代 数学 主流 中 
的 一 部 分 的 低 维 拓扑 学 还 会 继续 发 展 … 个 时 期 . 
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E 分 析 


Complex Analysis 


一 -一 LLL 
中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 


of Mathmatics in China 


复 分 析 是 数学 基础 理论 里 的 一 个 重要 学 科 , 同 时 它 在 其 他 数 
学 分 支 以 及 空气 动力 学 .弹性 力学 .理论 物理 等 许多 领域 中 有 着 广 
ZAHA. 

作为 “现代 数学 中 若干 基本 问题 的 研究 ”这 个 科学 基金 重大 
项 目的 一 个 组 成 部 分 ,项 目 “ 复 分 析 ” 侧 重 于 多 复 变 函数 论 的 研 
究 . 由 于 要 求 本 文 面向 不 专门 从 事 数学 研究 与 教学 的 广大 读者 ,我 
们 将 由 单 复 变 孙 数 开 始 进行 论述 ,以 便 读者 较 好 的 了 解 . 


§1 EEG 


$11 引言 


作为 高 等 数学 最 基本 内 容 的 微 积 分 ,主要 是 讨论 实 变 函 数 
f Ge) 的 求 导数 与 积分 两 大 问题 . 导数 与 积分 的 定义 不 难 推广 到 复 
变 函 数 f(z) 的 情形 . 

虽然 复 变 函数 与 实 变 函 数 的 导数 定义 十 分 相似 ,然而 它们 蕴 
含 的 实质 却 有 很 大 不 同 . 复 变 函 数 f(z) 是 定义 在 一 平面 区 域 G 
内 , 它 在 G 内 点 zo 存在 导数 是 指 变 量 z 在 G 内 沿 着 任意 方向 和 路 


& BI e pt 100 二 C2 的 极限 总 存在 且 具 有 相同 的 值 . 而 在 
实 变 函 数 时 ,变量 只 能 沿 着 实 轴 仅 由 两 个 方向 趋向 于 定点 . BOR 
定 了 在 域 G 内 每 点 可 导 的 复 函 数 ( 称 为 全 纯 函 数 或 解析 函 
数 )f(z) 具有 一 系列 优秀 的 性 质 ,因此 形成 了 复 分 析 这 一 独立 的 
学 科 . 

对 于 全 纯 函 数 ,现在 我 们 举 述 儿 条 优秀 性 质 1. 设 /(z) ER 
G 内 定义 且 在 G 内 每 点 存在 导数 , 则 

(1) ÈE C 内 必 满 足 Cauchy-Riemann 方程 
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Z -opi atig) 

(2) G 可 以 被 G 内 它 在 一 个 点 列 上 的 值 唯一 确定 ,只 要 这 
个 点 列 在 G 内 有 一 个 聚 点 ; 

Gf GO XE G 内 必定 无 限 次 可 导 , 且 在 G 内 任意 点 zo 的 小 邻 
域内 f(z) 可 以 展开 为 (z 一 z) ER 

(4) 当 G 为 开平 面 , 即 假定 f(z) 在 |z| < co 每 点 可 导 , 如 果 
设 f(z) TEX UB PE WE DAL ICE 

显然 这 些 性 质 都 是 可 微 的 实 变 函数 所 不 具备 的 ,以 (4) AB, 
sinz 5j cosz 都 是 在 (一 œ, 十 co) 上 可 微 的 函数 ,而 且 在 此 区 间 上 
它们 的 绝对 值 都 不 超过 1, 但 是 它们 并 不 伍 等 于 常数 . 

复 分 析 是 一 门 历 史 悠久 的 学 科 . 如 果 从 19 世纪 上 半 叶 的 
Cauchy 算 起 ,迄今 已 超过 一 个 半 世 纪 ,在 漫长 的 岁月 里 ,按照 复 变 
七 数 的 不 同 研 究 主题 ,形成 了 一 些 不 同 的 分 支 学 科 与 研究 领域 . 现 
在 我 们 介绍 其 中 的 几 个 问题 ,除去 例外 值 问题 ,其余 问题 仅 作 十 分 
简略 的 介绍 . 


$12 例外 值 问 题 


类 似 于 求 代数 方程 的 根 ,一 些 理论 与 实际 问题 要 求 我 们 研究 
函数 方程 的 根 . 车 f(z) 是 定义 在 开平 面 |z| < 上 的 全 纯 函 数 
(通常 称 为 整 函数 ) ,a 是 一 任意 复数 ,问题 是 方程 f(z) =a 有 没有 
根 ?这 些 根 的 “数量 ” 与 分 布 如 何 ? . 

复 分 析 中 的 Weierstrass 定理 可 以 看 作 是 对 这 个 问题 的 最 初 
的 近似 解答 , 1879 年 ,法 国 著名 数学 家 E. Picard 证 明了 下 述 深入 
的 结果 : 设 f(z) 是 整 函数 ,不 晓 化 为 常数 , 则 对 于 任意 的 有 穷 复数 
4a, 方程 f(z) — a 恒 有 根 ,至 多 可 能 有 一 个 复数 例外 ,这 个 例外 的 
复数 就 称 为 /(z) 的 Picard 例外 值 . 

例如 e 是 一 整 函数 ,对 于 任意 的 有 穷 非 零 复数 aes = a 有 无 
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3; € ^ IR log|a| + i(arga + 2kz) (& — 0, £1.2, 80,0 UE 
e 的 Picard 例外 值 . 

[Lg É. Borel 引进 了 整 函 数 的 级 的 概念 ,对 Picard 定理 作 了 
定 其 的 推广 . 与 这 些 定理 相 联 系 ,E. Landau, F. Schottky, J. 
Hadamard, P. Montel, A. Denjoy, G. Julia, G. Valiron 等 相继 获 
得 了 一 系列 优秀 的 成 果 . Picard-Borel 定理 不 难 推广 到 亚 纯 函 数 的 
情况 . 开平 面 上 的 亚 纯 函 数 就 是 两 个 整 函数 的 商 , 正 如 有 理 函 数 可 
以 表 为 两 个 多 项 式 的 商 . 1925 年 ,R. Nevanlinna 对 亚 纯 函数 的 值 
分 布 建立 了 普遍 的 理论 ,使 得 这 方面 的 研究 进入 了 一 个 新 时 期 . 

RRR f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 定 义 “!1 


1[" ! 
mir, f) = j log* |f (re^) |d0, 


n TOn 一 
j=| i dt, 


La) wei <ek f(z) =u 根 


N[ r3 
其 中 log+ a = max(loga, m 


的 个 数 , 重 根 须 计 及 其 重 数 . 当 a DERN rpi) 
N (r, f). Nevanlinna 引入 了 f(z) 的 特征 函数 


Tf) =m, fP) 4 NG,f) 


NÌr, =] 
| rap ics RES. 
" (a, f) >On. Wa 称 为 f(z) 的 亏 值 ,6(a,f) WKASE. 
Nevanlinna 理论 的 最 主要 结果 是 下 述 的 亏 量 关系 . 
设 Sz) 于 开平 面 亚 纯 , 则 它 至 多 只 能 有 可 数 个 却 值 , 且 其 相 
应 的 气量 总 和 不 超过 2, 即 Lda D. 


Nevanlinna 的 基本 定理 与 亏 量 关系 建立 后 后 ,关于 亏 值 与 亏 量 
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与 


有 很 多 研究 工作 ,这 里 我 们 只 稍微 举 述 几 个 . 
i FG) 为 开平 面 上 的 亚 纯 函数 ,a 为 小 于 1 的 正 数 . 由 于 OG. 
DSA aA) < 6(a,1)". 由 亏 量 关系 有 226(a,/)<2, 但 
a€C 


是 249. 是 否 收敛 呢 ?W. Fuchs? 首先 证 明了 当 f(z) 的 级 
有 穷 a= E m EAR Ea. W. K. Hayman!) 进一步 证 明了 ， 
车 /(z) 于 开平 面 亚 纯 , 且 级 为 有 穷 , 则 对 任意 a > la 2560. 
让 "<+oo; M a c l- ab EET EY EAM SARS 
上 述 级 数 发 散 . HERE a = T 的 情况 最 终 为 A. Weitsmani? iE, 


他 只 假定 了 亚 纯 函数 f(z) 的 下 级 有 穷 ,证 明了 Xela, fict 


关于 亏 值 的 另 一 个 有 趣 的 问题 是 所 谓 Nevanlinna 有 反问 题 , 即 
任意 给 定 一 列 复数 {a)} 与 一 列 正 数 {6,) HA 0,1, 920,2. 
否 存 在 开平 面 上 亚 纯 函 数 f(z) 使 得 (aj,/) = 6,(j = 1,2, +++) 
以 及 对 于 其 他 任何 复数 a 关 2,4 Oa, f) = 0? 经 过 许多 学 者 研究 
后 ,这 个 问题 最 终 为 D. Drasin'*! 所 解决 . 除去 值 分 布 论 ,他 主要 使 
用 了 拟 共 形 映照 作为 有 效 的 工具 . 由 于 有 穷 级 亚 纯 函数 f(z) 的 亏 
量 必须 适合 25 (a, f)? 过 oo, 所 以 在 一 般 情况 下 Nevanlinna 反 

uec 
问题 中 的 亚 纯 函 数 必须 是 无 穷 级 . 于 是 关于 有 穷 级 亚 纯 函数 的 反 
问题 又 被 提 了 出 来 . 最 近 A. E. EremenkoU* 成 功 地 证 明了 ; 任 给 
一 列 复数 {aj} SAER HB 0,1 5 58, « 2, Sta} 


。 Ce) 的 级 刻 划 了 其 特征 函数 的 增长 性 , 它 的 定义 为 ~ 二 fim TOD qu 


logr 


的 下 级 则 定义 为 一 lim ETOD, 
rT Og? 
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<+ co, 则 必 存 在 于 开平 面 亚 纯 的 有 穷 级 函数 f(z) HE OC D) 
= ORG) = 1,2, eee) 以 及 对 于 其 他 任意 复数 a( 即 a F a;) A ela, 
f) = 0. 
1930 年 前 后 ,F. Nevanlinna S424) F XE RI eR f(z) 于 
开平 面 亚 纯 , 下 级 /为 有 穷 ,适合 条 件 229 Caf) = 2, 则 (1)f(z) 
ae C 


的 级 4 应 等 于 pes BIL 的 正 整 数 倍 ; (2)/(z) 的 每 个 气量 必 为 六 
的 整数 倍 ;(3)f(z) 的 每 个 气 值 必 同 时 为 其 渐 近 值 . (复数 a 称 为 是 
f(z) 的 一 个 渐 近 值 , 是 指 存在 伸展 到 无 穷 的 连续 曲线 卫 , 当 z 党 着 
r BITER, S) 以 a 为 极限 . ) 当 f(z) 是 整 函数 时 ,情况 较 
为 简单 ,F. Nevanlinna 猜想 早 为 A. Pfluger’), A. Edrei 与 W. 
Fuchs) 证 实 . 4M f(z) 亚 纯 时 ,问题 要 困难 得 多 ,最 近 已 为 
D. Drasin[20 所 彻底 解决 . 

亚 纯 函 数 的 亏 值 概念 还 可 以 发 展 为 所 谓 亏 函数 . 设 函 数 S 
于 开平 面 亚 纯 ,a(z) 亦 为 开平 面 的 任意 一 个 亚 纯 函 数 ,适合 条 件 
T(r,a(z)) = o(TG, JD). 类 似 于 亏 值 与 亏 量 的 定义 ,可 以 引入 
f(z) 对 于 小 函数 a(z) 的 亏 函 数 与 亏 量 的 概念 ,这 方面 也 有 许多 研 
究 工作 ,特别 应 该 提 到 的 是 C. Osgood") $ N. Steinmetz"! 已 经 
将 气量 关系 推广 到 气 函 数 的 情况 , 即 他 们 证 明了 

设 f(z) 是 开平 面 上 的 亚 纯 函数 , 则 其 亏 函 数 至 多 是 可 数 的 ， 
且 相 应 的 亏 量 总 和 不 超过 2. 

关于 亏 值 的 其 他 重要 研究 ,诸如 展 布 关系 , 亏 值 数目 与 辐 角 分 
布 . 亚 纯 函 数 的 偏差 系数 等 ,我 们 就 不 在 这 里 袭 述 了 “这 方面 还 
有 一 些 重要 问题 尚未 解决 . 例如 对 于 级 大 于 1 的 亚 纯 函 数 ,其 亏 量 
总 和 是 否 可 用 更 精确 的 上 界 去 估计 ?在 整 函数 的 情况 , 则 有 所 谓 
Arakeljan 猜想 (29 还 有 待 证 实 . 最 近 Lewis 与 Wun 的 工作 迈 出 


* 可 参阅 [16 ,31,52]. 
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了 可 喜 的 第 一 步 .* 
$1.3 ”唯一 性 问题 


在 值 分 布 论 中 ,有 一 个 较 易 为 人 们 理解 的 问题 —— 唯一 性 问 
B. 
对 于 函数 f(z) SRR aH ES =a) 表示 f(z) = a 的 全 体 
根 构成 的 集合 . 容易 看 出 一 个 多 项 多 Piz) 可 以 被 两 个 集合 EQ 
= 0) 5 EQ = 1)( 或 者 一 般 地 无 (2 = a) 5 E(p = b. Kha 5 
为 两 个 判别 的 有 穷 复数 ) 完全 确定 . 有 理 函 数 R GO. 则 可 以 被 三 
个 集合 ECR = 0),E(R = œ) S ER = 1) 完全 确定 . 于 是 ,人 们 
自然 会 间 , 一 个 亚 纯 函数 AGO 需要 几 个 这 样 的 集合 ES =a) 才 
能 唯一 确定 呢 ? 这 就 是 亚 纯 函 数 的 唯一 性 问题 . 

应 用 Nevanlinna 的 基本 定理 不 难 证 明 开平 面 上 的 亚 纯 函数 
F(z) 可 以 被 5 个 集合 E(f = a))(j = 1,2, °, 完全 确定 ,这 里 
aj( = 一 1,2,…,5) 是 5 个 互相 判别 的 复数 . 此 结果 中 的 5 是 最 佳 
的 ,事实 上 亚 纯 函数 e* 与 e-* 有 4 个 相同 的 取 值 集合 . 即 Ele* = 0) 
= E(e™ = 0) = Q,E(e' = œ) = E(e^* = co) = @,E(e =1) 
= EG = 1) 5 EC —— 1) = E(e* 一 一 1). 因 此 ,由 4 个 取 值 
集合 不 能 唯一 确定 亚 纯 函 数 . 

关于 整 函数 与 亚 纯 函 数 的 唯一 性 问题 ,也 有 不 少 的 讨论 , 例如 
作为 Osgood 与 Steinmetz 关于 小 函数 的 基本 不 等 式 的 应 用 ,立即 
有 :于 开平 面 上 亚 纯 的 函数 f(z) 可 以 被 5 个 集合 ECf = aj(z)) (I 
= 1,2, ,5) 完全 确定 ,这 里 aj(z)(j = 1,2,…,5) 是 5 个 互相 
判别 的 亚 纯 函 数 , 且 适 合 条 件 工 (r,aj(z)) = of Tf). 3€ 3 4l 
外 值 问 题 和 唯一 性 问题 的 许多 结果 已 被 推广 到 代数 体 函 数 、 全 纯 


* 此 文 写 成 后 , BAB A. E. Eremenko 于 1991 年 12 月 构造 出 例子 说 明 
Arakeljan 猜想 不 成 立 . 当然 还 可 以 考虑 较 Arakeljan 猜想 弱 的 结果 是 否 成 立 . 
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Ej V bi dh £A RE ILE PE TIE 

Pla 单 叶 函 数 的 系数 估计 一 一 Bieberbach 猜想 

长 期 以 来 , 儿 何 也 数 论 研 究 里 的 一 个 中 心 课题 是 要 让 实 
Bieberbach $8 48. CE F 1984 年 为 Louis de Brange" (UE t oe. 


WS (2) 于 ix | <1 六 侠 纯 ,并 且 单 叶 , 即 若 z 与 ws 是 ES < 
1 内 任意 两 个 不 同 的 点 , 则 有 f(z1) AS). 苦 再 假定 f(z) 适合 


就 范 性 条 件 £00) = 0, f£ CO = 1, 则 有 展 式 f(z) 一 > 十 >) az. 


通常 将 满足 上 述 条 件 的 函数 类 记 为 5.1916 年 ,L. Bieberbach 证 明 
TES) € 5, 则 有 |as| 过 2 以 后 ,提出 了 一 般 性 的 猜想 AES 


n(n = 2,3,4,，**). 由 于 函数 KK(z) 一 acu = din" BFS, 
nul 


所 以 猜想 中 的 系数 上 界 是 精确 的 . 

从 1916 年 至 80 年 代 初 的 漫长 岁月 里 ,围绕 着 Bieberbach 猜想 
有 大 量 的 研究 工作 ! ,形成 了 一 些 重要 的 方法 ,也 获得 了 许多 显 
著 的 结果 . 诸如 参数 表示 法 、 变 分 方法 .面积 原理 的 推广 .Grunsky 
不 等 式 以 及 FitzGerald 不 等 式 等 . 

应 用 了 参数 表示 法 .Milin-Lebedev 不 等 式 ,Louis de Brange 
巧妙 地 构造 了 一 组 辅助 函数 ,将 Bieberbach 猜想 化 为 特殊 函数 的 
一 已 知 结果 ,从 而 完全 证 实 了 这 个 猜想 . 


$1.5 正规 族 与 Bloch 法 则 


以 上 的 几 个 问题 只 是 对 每 个 函数 作 单独 的 考察 ,然而 有 的 复 
分 析 问 题 是 要 研究 一 族 函 数 所 具有 的 性 质 . 正规 族 就 是 其 中 简单 
而 重要 的 一 种 . 
区 域 G 内 的 一 族 全 纯 函 数 (或 亚 纯 函数 ) F 称 为 是 C 内 的 一 
TERR WORF 的 任意 一 函数 序列 必定 包含 一 个 子 序列 在 C 内 任 
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一 闭 域 上 按 球面 距离 一 致 收敛 . 

正规 族 是 一 个 十 分 有 力 的 工具 , 常 被 用 于 存在 性 定理 的 证 明 
之 中 . 干 是 判定 一 个 函数 族 是 否 正 规 就 成 了 重要 问题 . 有 趣 的 是 这 
个 问题 又 与 函数 取 值 的 问题 紧密 地 联系 在 一 起 . 试看 下 述 Montel 
的 正规 定 则 . 

设 .> 是 域 G 内 的 一 族 爹 纯 函 数 ,2 与 4 是 两 个 判别 的 有 穷 复 
数 . 车 .F 中 的 每 -一 函数 GO 在 G AY Ra 5 b. RE F 在 G 内 是 
正规 的 . 

比较 关于 函数 取 值 的 Picard 定理 ( 见 $ 1.2) 与 上 述 Montel 
的 正规 定 则 ,A. Bloch 产生 了 一 个 奇妙 的 想法 :如 果 存 在 某 个 (或 
若干 个 ) 条 件 已 ,具有 下 述 性 质 , 在 开平 面 全 纯 ( 或 亚 纯 ) 的 函数 
f(z) 适合 条 件 尸 , 则 f(z) 必 赔 化 为 常数 . 若 在 域 G 内 有 -一 全 纯 (或 
亚 纯 ) 函数 族 FF 中 每 一 函数 GO 在 G 内 都 一 致 地 适合 条 件 
已 , 则 多 在 G 内 应 为 正规 族 . 简单 地 说 ,对 于 每 一 个 Picard 型 的 定 
理 ,就 相应 地 有 一 个 Montel 型 的 正规 定 则 . Bloch 的 这 个 思想 后 来 
被 称 为 Bloch 法 则 . 

虽然 可 以 找 出 例子 说 明 Bloch 法 则 并 不 永远 成 立 ,然而 涉及 
到 值 分 布 的 问题 它 却 常常 是 正确 的 . 因此 ,Bloch 法 则 是 预言 新 正 
规定 则 的 有 力 武 器 "11. 这 里 我 们 举 一 个 最 近 的 例子 .。 

J. Clunie!" 早 就 证 明 : 若 f(z) 是 整 函数 ,a 是 -一 非 零 复数 ,是 
f Gf! (2) s a LU f GO BEAL a BL. 按照 Bloch 法 则 ,人 们 猜想 
下 述 正规 定 则 应 该 成 立 . 设 严 是 域 G 内 的 一 族 全 纯 函 数 ,a 是 -- 非 
零 有 穷 复数 . 若 对 于 FS 中 每 个 画 数 F(z) 有 FG GO sea. DU SF 
在 G 内 为 正规 族 . 这 个 正规 定 则 已 于 最 近 获 得 证 实 54. 


， 其 他 的 例子 可 参阅 [31,51,52]， 
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$1.6 调和 测度 与 Hausdroff 测度 


在 复 分 析 中 ,有 一 系列 关于 点 集 度 量 的 概念 . 例如 解析 容量 、 
超越 育 径 .调和 测度 以 及 Hausdroff 测度 等 .这 些 都 是 复 变 函数 论 
中 十 分 有 效 的 工具 . 于 此 ,我 们 介绍 一 下 调和 测度 与 Hausdroff 测 
度 . 

设 域 G 的 边界 DG 上 有 一 点 集 w, 它 由 有 限 个 弧 段 组 成 .在 C 
上 存在 唯一 的 调和 函数 ,在 上 每 点 等 于 1, 而 在 9C 一 “上 等 于 
零 . CE G 内 点 z 的 值 , 称 为 a 对 于 域 G 在 点 = 的 调和 测度 , 记 为 
wlz, a,G). 调和 测度 的 概念 可 以 推广 到 平面 上 的 任意 点 集 呈 7 应 
用 调和 测度 这 一 有 力 工具 ,不 难 导出 关于 全 纯 函 数 最 大 模 的 二 党 
数 定理 ,Hadamard 的 三 图 定理 以 及 关于 整 函 数 渐 近 值 数 目的 
Denjoy 猜想 . 

Wt a 是 一 平面 点 集 , 作 为 线性 测度 .平面 测度 的 推广 ,有 所 谓 
Hausdroff W HEU, i AG 是 在 r 之 0 时 定义 的 连续 递增 的 防 数 ， 
hO) = 0. 用 任意 一 列 圆 C) 来 覆盖 点 集 ,每 个 圆 C 的 半径 一 委 e. 
对 于 所 有 可 能 的 这 种 覆盖 , 相应 的 SAG) 的 下 确 界 记 为 m.(a， 
h). BS e 趋向 于 0, limm,(a,h) = m(a,h) 则 称 为 点 集 a 相对 于 
ACr) 的 Hausdroff 测度 . 

那么 ,给 定 一 个 平面 点 集 巨 , 它 的 调和 测度 与 Hausdroff 测度 
之 间 的 关系 是 什么 ?这 是 一 个 重要 而 令 人 关注 的 问题 ,曾经 有 不 少 
的 研究 工作 . 1985 年 苏联 青年 学 者 N. G. Makarov’) 成 功 地 解决 
了 这 个 问题 . 


§1.7 全 纯 函 数 与 亚 纯 函 数 的 边界 性 质 


在 $1.1 中 我 们 已 经 看 到 , 域 G 内 的 全 纯 函 数 f(z) 具有 许多 
优秀 的 性 质 . 这 是 因为 对 于 复 变 函数 来 说 可 导 的 性 质 是 一 个 很 强 
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的 条 件 . 尽管 如 此 , 当 点 = TR PALO 的 边界 点 时 ,情况 就 复杂 得 
多 了 . 于 是 研究 全 纯 函 数 与 亚 纯 函 数 在 边界 附近 的 状态 就 成 了 一 
个 重要 的 人 研究 课题 . 这 方面 的 基本 结果 是 Fatou 定理 

设 函 数 f(z) e CL cH ELE Patou 定理 说 / GO 的 径 
向 边界 值 必定 几乎 处 处 存在 . 结论 中 的 径 向 边界 值 还 可 以 改 为 角 
形 边界 值 , 即 趋向 于 边界 时 不 沿 着 与 边界 相 切 的 路 径 . 

关于 全 纯 函 数 与 亚 纯 函 数 的 边界 性 质 , 有 一 系列 重要 的 研究 
工作 ,例如 下 述 有 趣 的 Plesner 定理 9, 

(00 ESO 于 单位 圆 内 亚 纯 . 边界 点 em 称 为 f(z) 的 一 个 Fatou 
点 ,如 果 S) E eh 存在 角形 边界 值 . e% 称 为 /(z) 的 Weierstrass 
点 ,如 果 f(z) 把 以 ew 为 项 点 的 任 一 圆周 角 映 为 复 平 面 上 处 处 移 
密 的 集合 . 在 此 定义 下 ,Plesner 定理 说 : 若 f(z) 在 单位 加 内 亚 纯 ， 
则 所 有 的 边界 点 可 能 除去 一 零 测度 集 外 由 Fatou 点 与 Weierstrass 
点 构成 . 

$1.8 插值 问题 

在 单位 圆 内 全 纯 的 函数 f(z) 称 为 属于 H O< pH oo) 28 
间 , 如 果 

sup [ [ree Irae] <+ oo, 

BG) 是 |z| 之 1 内 的 任意 一 点 列 , {wi) 为 任意 一 列 复数 ,插值 问 
题 是 讨论 在 什么 样 的 情况 下 存在 函数 f(z) © H^ 使 得 f(z,) = 
wk = 1,2, +e. 

为 了 叙述 插值 的 一 个 重要 结果 , 我 们 先 引入 一 致 分 离 的 概 
BEN, |z| 之 1 内 的 点 列 {z,} 称 为 一 臻 分离, 如果 存在 正 数 8 使 


一 zm, k=1,2, eee, 
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构成 的 空间 ) 上 的 线性 算 子 ,由 
Tf) = ((1— Iz) 5/0] 

XE XL. WLO p< co) HW BI Ga; +9) 为 元 素 构成 的 空 
(8) 38 & A (FS lal <+ oo. 77 则 为 全 体 有 界 数列 构成 的 空间 . 
在 这 些 定义 下 ,L. Carleson™) HEH T 35 0 < p < co. Jl T,CH^) 
一 必 的 充 要 条 件 是 {z*} 为 一 致 分 离 的 . 在 证 明 中 ,他 引进 了 以 后 被 
称 为 Carieson 测度 的 重要 概念 ,Carleson 测度 在 已 "空间 的 一 些 其 
他 方面 也 起 了 很 大 作用 . 


以 上 ,我 们 只 是 在 单 复 变 函数 论 中 挑选 了 几 个 容易 为 广大 读 
者 了 解 的 问题 作 了 简略 介绍 . 实际 上 ,还 有 很 多 非常 重要 的 方面 ， 
诸如 Riemann-Roch 定理 , 拟 共 形 映照 ,Teichmaulier 空间 , 复 动 力 
系统 ,等 等 ,这 里 就 不 再 涉及 了 . 


$2 £A 


$2.1 概论 


多 复 变 数论 是 复 分 析 中 的 一 个 重要 分 支 ,近年 来 有 较 快 的 
发 展 , 据 粗略 红 妾 在 过 去 20 年 间 它 的 研究 论文 增加 了 9 倍 . 多 复 
变 函 数论 近年 来 受到 不 少数 学 家 的 重视 是 因为 多 复 变 函数 论 研究 
最 能 体现 数学 的 一 致 性 . 多 复 变 函 数论 与 代数 ,代数 几何 ,微分 几 
何 , 偏 微分 方程 , 泛 函 分 析 ,代数 拓 扑 , 实 分 析 之 间 的 丰硕 的 相互 作 
FA, 不 仅 促进 了 多 复 变 陆 数论 的 研究 , 亦 导致 .刺激 这 些 学 科 的 重 
要 发 展 . 

多 复 变 函数 论 的 最 早 研究 ,自然 是 研究 多 个 复 变数 的 空间 C" 
中 的 区 域 上 的 全 纯 函 数 .这 里 z 二 (zi, ersz) € O", Zis tetsz A 
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表示 是 一 个 复数 . 设 纪 是 C" 中 的 一 个 区 域 , S 上 上 的 一 个 复 值 函 
Bf: PoC, ze w= f(z). 第 一 件 事 就 是 什么 样 的 是 全 纯 函 
数 ? 令 Baar) = (z€clis-al-| Dilema lr) 表示 以 a 
= (a), tta) E CHD > 0 为 半径 的 球 , 对 a € 0, 如 存 
TE Bla) CD, fii iE Bear) WERE JE oc SU FER BL 
y= » Co ess (Zy YN t Cz, — a)", 

BPR YE a ASA. ERAT 纪 的 每 一 点 /都 是 全 纯 的 ,就 称 
/ 是 宁 上 的 全 纯 函 数 . 这 个 定义 是 单 复 变 全 纯 函 数 的 推广 . 众 所 
周知 单 复 变 全 纯 函 数 还 有 一 个 常用 的 定义 就 是 Cauchy -Riemann 
方程 ,在 单 复 变数 中 这 两 个 定义 的 等 价 是 一 件 易于 了 解 的 事实 . 作 
为 多 复 变 函数 来 讲 这 就 是 古典 的 Hartogs 定理 ,f: 2—>C 的 复 值 
函数 ,如 果 / 了 对 每 个 变数 = ,1 Si <n ERA BY 上 对 每 个 > 适 
合 Cauchy-Riemann 方程 

Hao 2a 5(24 12), gent Vi 


JU 了 就 是 全 纯 的 . Hartogs 定理 的 证 明 是 很 富有 技巧 性 的 ,读者 有 
兴趣 可 参考 [40]. Hartogs 定理 使 我 们 对 多 复 变 函数 的 全 纯 函 数 
的 了 解 大 为 方便 ,现在 大 家 都 将 对 每 个 自 变数 都 是 全 纯 的 函数 作 
为 多 复 变 函数 的 全 纯 函 数 . 

无 疑 从 多 复 变 数 的 全 纯 函 数 的 定义 出 发 ,我 们 可 以 得 到 一 些 
与 单 复 变数 全 纯 函 数 类 似 的 性 质 . 但 是 多 复 变 函 数论 作为 一 个 重 
要 的 数学 分 支 却 恰恰 是 它 所 呈现 的 与 单 复 变 函 数论 完全 不 同 的 方 
面 ,下 面 就 从 简单 易 懂 的 角度 来 逐个 介绍 . 


$2.2. 全 绅 域 与 拟 凸 域 


对 单 复 变 数 来 讲 , C 平面 上 的 任 一 区 域 光 上 一 定 存在 有 全 纯 
函数 无 法 开拓 到 多 外 更 大 区 域 上 . 但 是 在 C" 中 这 一 -事实 一 般 不 
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再 成 立 . 1906 4£ Hartogs 发 现 C^ 中 存在 这 样 的 区 域 G, 任 何 G 上 的 
全 纯 函 数 均 可 以 开拓 到 更 大 的 区 域 上 去 ,这 种 区 域 的 存在 后 来 被 
人 们 称 为 是 Hartogs MR. 具有 Hartogs 现象 的 区 域 很 多 ,例如 Z 
是 C 中 的 任 一 个 区 域 , 对 YaE 2Z5Bla,r) C2, R) G= 2- 
B(a,r) 就 具有 Hartogs 现象 , 即 任何 一 个 C 上 全 纯 函 数 ,一 定 可 以 
开拓 到 2 LK. 另 一 个 简单 例子 是 C = {(z,w) Elle] «1.8 
< [wl <1;8 <1} U {zw € C'|lz| «acl. wl <1}, 
Wi 4 Gc E894 tte K, — E BY EATER DOCERE { (zw) | Iz | <1, 
hw | « 1). 

对 C" 中 不 具有 Hartogs 现象 的 区 域 ,就 称 之 为 全 纯 域 ,无 疑 
全 纯 域 是 更 为 有 价值 的 区 域 ,因为 它 的 边界 是 自然 边界 , 即 若 G 是 
全 纯 域 , 则 存在 G 上 的 全 纯 函 数 f, 它 的 自然 定义 域 就 是 G. 关于 刻 
划 全 纯 域 还 有 一 个 方法 就 是 全 纯 凸 性 . OO) 表示 G 上 的 全 
纯 函 数 的 全 体 , 设 天 是 G 中 的 紧 集 ， 

K-(z€G|lfcl«lfi vVf€.qG)». 


K 称 为 K( 关 于 G) 的 全 纯 凸 包 , 如 对 G 中 任 一 紧 集 天 ,到 都 是 G 中 
的 紧 集 ,就 称 G 是 全 纯 凸 域 .易于 证 明 全 纯 凸 域 就 是 全 纯 域 . 

在 上 面 提 到 的 全 纯 域 时 并 没有 涉及 这 个 区 域 的 边界 , 在 多 复 
变 函 数 中 ,区 域 的 边界 具有 较 复杂 的 结构 ,并 不 像 单 复 变 那 样 区 域 
的 边界 均 是 由 曲线 组 成 . 例如 前 面 提 到 的 双 圆 柱 P; = {(z,w) € 
C'||z| 二 1,1w| 过 1), 它 的 边界 是 由 三 部 分 组 成 , 它 分 别 是 {(z， 
w)€C||z| = 1, |w] <1}, {@,w) E€ C|lz| <1, Iw] -1) 5 
((z,w) € Cz|=1,|1w|=1}, 这 中 间 前 两 部 分 都 是 实 3 维 的 ， 
最 后 一 部 分 是 实 2 维 的 . 应 该 讲 最 有 兴趣 , 亦 是 边界 情况 较为 简单 
的 C^ 中 的 区 域 ,是 它 的 边界 是 由 2 一 1 维 光滑 曲面 围 成 . 

设 G 是 C" 中 有 界 区 域 , 而 且 其 边界 3G 是 由 可 微 曲面 (2 一 1 
维 ) 组 成 . 今 设 3G= {x € C^ [r(z) = 0} MG = (€ C" |r) < 
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0), 这 里 r(z) 是 在 3G 的 邻 域 中 可 微 的 ,而 且 grad r(z)13C 无 处 为 
0. 1910 Ẹ E. E. Levi 提出 对 于 这 样 的 区 域 ,能 否 用 其 边界 3C 的 性 
质 来 刻 划 G 的 全 纯 凸 性 . 

EX RC 如 上 给 定 ,如 果 G 上 定义 函数 +r 的 Levi 形 式 Lr 


= Mx x. o dz" Q dz? 限制 在 9G 的 复 切 平面 上 , 即 Y xz € 936， 
E" 


Y xo GE E 0 Ck) 


MvGuesmec quesos» Se 一 0, 就 称 
G EWR WRO) 式 是 正 的 , 则 称 G 为 强 拟 凸 域 

可 以 证 明 每 个 拟 廿 域 都 是 全 纯 凸 的 ,因此 拟 凸 域 也 是 全 纯 域 . 
大 家 易于 发 现 最 简单 的 强 拟 凸 域 就 是 C" 中 的 单位 球 B(0,1) ,此 


it RR = E | 一 1 即 可 .如果 G 是 以 C: 边 界 3G 的 拟 凸 域 ， 


则 对 V >z EG, 定义 d(z) = dist(z,9G) TW BiEX ARR r = 

一 logd (z), # Levi BX Lr BEG ETE SER 3X EB) RAG LA 
An ZK mS. 另外 对 Y cE R, G, = {z € Glir) <c} dcm 
的 紧 集 ,具有 这 样 性 质 的 函数 称 为 G 上 的 穷竭 函数 , 所 以 在 拟 凸 域 
上 存在 有 一 个 强 多 次 调和 穷竭 函数 . 

拟 凸 域 有 很 多 重要 的 性 质 ,例如 单 复 变数 的 Mittag-Leffler 定 
理 与 除法 定理 都 在 拟 凸 域 上 成 立 . 关于 拟 上 西域 已 有 很 多 研究 结果 ， 
但 还 有 很 多 重要 问题 值得 研究 ,这 在 以 下 将 会 有 所 涉及 . 


§ 2.3 全 弛 映射 


作为 多 复 变 沙 数 单 是 讨论 C" 中 的 区 域 G 上 的 全 纯 函 数 自然 

是 不 够 的 ;显然 应 该 讨论 下 一 (fi, eu fn):G -> C" 的 全 纯 映 射 ， 

亦 即 这 里 请 中 的 每 一 个 元 素 SAS Sm) 都 是 G 上 的 全 纯 函 数 ， 
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其 中 尤 以 讨论 m = n AGA ARR CL. 

关于 全 纯 上 映射 第 一 个 重要 问题 就 是 C" 的 区 域 之 间 的 全 纯 等 
价 问题 , 亦 即 如 G,,G; 都 是 C" 的 区 域 , 何 时 存在 全 纯 映 射 店 :G) 一 
G: 5 H:G;, =— CG mH WeF.G,>G, 5 F*H,G,— G, 都 是 恒 同 
映射 . 在 单 复 变 中 有 一 个 著名 的 Riemann 上 映照 定理 ; 复 平 面 上 边 
界 多 于 一 点 的 单 连通 区 域 一 定 全 纯 等 价 于 单位 圆 盘 , 而 在 多 复 变 
函数 中 域 之 间 的 全 纯 等 价 问题 确 是 极其 复杂 的 问题 ,就 连 C? 中 的 
单位 球 必 (0,1) 与 双 圆 柱 P; = {(z,.2,) € Clz | 二 1. [z,| « 1) 
这 两 个 在 C: 中 最 简单 的 单 连通 区 域 ,彼此 都 不 全 纯 等 价 . 

关于 多 复 变 函数 的 区 域 全 纯 等 价 方面 最 为 完整 的 结果 是 关于 
有 界 对 称 域 的 分 类 (在 全 纯 等 价 下 ). 一 个 区 域 C 到 其 自身 的 可 北 
全 纯 映射 , 称 为 G 上 的 一 个 全 纯 变 换 , 所 有 G 上 全 纯 变 换 关 于 变换 
的 复合 构成 一 个 群 , 称 为 G 的 全 纯 变 换 群 ,一 般 用 Aut(G) 表示 . 
如 果 对 每 个 p € G, 均 存在 F, € Aut(G) .使 请 为 本 的 唯一 孤立 
ATTA F, oF, = 恒 等 映 射 , 就 称 这 个 G ROTER. E. Cartan 用 
Lie 代数 的 方法 对 有 界 对 称 域 进行 了 完全 的 分 类 ,在 此 基础 上 华 罗 
Bi 教授 对 这 些 分 类 的 代表 域 给 出 了 明确 的 矩阵 表示 ,这 些 域 称 之 
为 典型 域 . 因为 这 些 区域 有 明确 的 矩阵 表示 ,华罗庚 教授 在 其 上 讨 
论 了 调和 分 析 "5, 从 有 界 对 称 域 的 定义 知道 ,这 类 区 域 具 有 极 强 
的 对 称 性 , 它 的 分 类 完全 依赖 这 样 的 对 称 性 . 比 有 界 对 称 域 更 广 一 
些 的 区 域 就 是 可 递 域 , 即 是 对 V Psp € G, 一定 存在 Ff € 
Aut(G) ,使 FCp,) = p, 的 区 域 . 继 E. Cartan 的 工作 之 后 ,有 界 可 
递 域 的 分 类 在 过 去 30 余年 吸引 了 不 少数 学 家 去 研究 ,但 是 至 今 进 
展 不 大 ,离开 完全 解决 还 很 远 . D. Burns, S. Shnider fll R. Wells! 
证 明了 单位 球 经 过 微小 振动 以 后 可 以 产生 非 可 数 个 互 不 全 纯 等 价 
的 区 域 , 特 别 是 其 中 还 有 优 域 ( 即 指 Aut(G) = ido. 这 个 结果 表 
明 有 界 域 的 分 类 是 十 分 复杂 的 . l 
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对 于 C^ 中 全 纯 映 射 还 有 一 -个 重要 的 问题 就 是 边界 对 应 问题 ， 
Hla FG, > Gs 是 一 个 双全 纯 映射 ,什么 条 件 下 ,下 可 以 扩充 为 C 
到 Gz 的 C PAOD FR] RR. 关于 这 个 问题 已 知 的 最 精彩 的 结果 是 C. 
Fefferman'^! 的 结果 ;车 G1,G; 都 是 C" 中 的 有 光滑 边界 的 强 拟 凸 
FG, > Gs 是 双全 纯 上 映射 , 则 可 以 扩充 为 人 BO, 上 的 Cth 
^r f] Be. Fefferman 这 个 定理 ,后 来 由 Bell 和 Ligoska!”! 所 简化 . 
Fefferman 定理 导致 了 对 更 一 般 区 域 的 讨论 ,现在 已 证 明 当 C 与 
Gz 是 有 界 拟 凸 区 域 并 满足 一 个 被 称 为 条 件 尺 且 Gi 与 G; 具 有 光滑 
边界 时 上 述 扩充 定理 成 立 , 另 外 如 果 G 与 Gi 是 具有 实 解析 边界 
的 有 界 域 时 上 述 定理 亦 成 立 . 现在 一 般 猜想 对 具 光 滑 边界 的 有 界 
域 这 个 扩充 定理 也 应 该 成 立 , 但 是 对 此 并 没有 进一步 的 结果 . S. 
S. Chern 和 J. Moser? 的 论文 讨论 了 C^ 中 的 超 曲面 在 全 纯 变 换 
下 的 全 系 不 变量 ,这 些 结果 将 会 有 助 于 对 上 面 的 问题 的 讨论 与 解 
à. 

对 于 全 纯 映 射 另 一 个 研究 方面 就 是 值 分 布 理论 , 单 复 变 亚 纯 
函数 的 值 分 布 理 论 是 20 世纪 数学 上 最 精细 的 ,最 巨大 的 成 果 之 
—. 在 过 去 30 年 多 复 变 函数 的 值 分 布 理 论 亦 有 很 大 的 发 展 . 借助 
T L. V. Ahlfors 的 关于 一 个 变数 由 几何 语言 描绘 的 特征 函数 
Tn 的 思想 来 建立 相应 的 特征 函数 . 关于 多 复 变 函数 值 分 布 
理论 最 早 的 论文 是 S. S. Chern04 给 出 的 ,在 那 篇 论文 中 建立 了 多 
复 变 函数 全 纯 映 射 的 第 一 基本 定理 . 在 这 之 后 值 分 布 定 理 有 很 多 
发 展 ,这 里 我 们 仅 举 述 一 两 个 简单 的 结果 . 对 于 从 C 到 CP" 的 全 
纯 映 射 ,J. Carlson 和 P. Griffiths") gp] T FRAR S OCA) «in 


+1=2(p"), Kp A, 是 在 CP" 中 居 最 广 位 置 的 超 平 面 . KFS: 
C! —CP" 的 全 纯 映射 , 当 f(C) 全 纯 曲 线 与 2n 十 1 居 最 广 位 置 的 
CP" 的 超 平面 无 交 时 , 则 f 一 定 是 常数 ; 当 /(C ) 与 4 十 1 个 居 最 
广 位 置 的 超 平面 无 交 时 ,f 一 定 是 退化 的 ( 即 在 CP" 的 超 平面 之 
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中 ). 关于 多 复 变 函数 的 值 分 布 的 研究 结果 ,读者 可 以 参阅 W. 
Stoll!) 的 综合 文章 ,对 比 单 复 变 函 数 的 丰富 与 精细 的 理论 ,读者 
会 发 现 多 复 变 的 值 分 布 理论 尚 有 大 量 问 题 有 待 研究 . 


$2.4 复 流 形 ,Stein 流 形 


流 形 概念 的 引入 是 20 世纪 数学 研究 中 的 极为 重要 的 发 展 ,一 
个 微分 流 形 粗 略 的 讲 是 一 个 7, 拓扑 空间 , 它 局 部 是 R 中 的 区 域 ， 
而 复 流 形 是 指 它 局 部 是 C 中 的 区 域 . 它 的 严格 定义 如 下 : 

定义 ， 设 必 是 一 个 连通 的 7; 拓 扑 空间 , 设 {0.)serl 是 MM 的 一 
个 开 和 覆盖, 而 且 对 每 个 a€ 108 pU > RU.) C C RA UL BC 
的 开 集 的 拓扑 同 胚 . 4 U. (1 U AO Bb. * e Hy QU. 站 Up) > 
GU. NUD EO 开 集 之 间 的 全 纯 映 射 , 则 称 M 是 一 个 复 流 形 ,n 


称 为 M 的 复 维 数 . 

XAR P € Usp) = Gi, tt n, 0) 就 称 为 p 点 的 局 部 坐 
标 . l 

3p n= 1 时 ,MM 就 常 称 之 为 Riemann 曲面 , 当 M 紧 时 ,就 称 M 
AR ERE. 

关于 复 流 形 上 的 全 纯 函 数 或 是 复 流 形 之 间 的 全 纯 映 射 都 是 指 
它们 局 部 坐标 之 间 是 全 纯 依赖 关系 . 


关于 复 流 形 的 研究 首先 值得 提 及 的 是 20 世纪 50 年 代 前 后 关 
T Stein 流 形 的 研究 . 所 谓 Stein 流 形 实际 上 就 是 前 面 提 到 的 全 纯 


域 的 推广 . 

定义 ”一 个 复 流 形 M 称 为 是 一 个 Stein 流 形 ,如 果 它 适合 下 
HARE : 

(DM #245; 


(DM 是 全 纯 分 离 的 , 即 对 V p,q € M bp a 必 存 在 f € 
OM), E f(p) # fq); 
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(3) ITN p E MYBRES. n f E COMES, et fu 
成 为 p 点 的 局 部 坐标 . 

KHO(M EM 上 的 全 纯 函 数 空间 . 

由 上 述 定义 表示 出 Stein 流 形 是 具有 很 多 全 纯 函 数 的 复 流 形 ， 
从 函数 论 观点 来 看 这 种 流 形 有 极 大 的 重要 性 , 另外 全 纯 凸 性 也 反 
映 了 流 形 具有 全 纯 凸 域 那样 的 好 性 质 . 关于 Stein 流 形 研 究 有 两 个 
最 重要 的 结果 ,这 就 是 著名 的 Cartan 定理 A 与 Cartan 定理 B. 
Cartan 定理 A: 如 MM 是 一 个 Stein 流 形 , 则 对 M 上 的 任 一 解析 凝聚 
Eo5Vz€M,o 由 H'(z,9) 生成 .Cartan 定理 B: 如 M 是 一 个 
Stein 流 形 , ?是 M 上 的 解析 凝聚 层 , 则 已 "CUM,P = 0,g = 1,2,3, 
V 这 里 HM, o) 是 指 以 9 为 系数 的 9 阶 上 同调 群 . 当然 Cartan 
定理 A,B 对 更 广 的 Stein 空间 亦 成 立 . 因为 篇 幅 的 关系 ,本 文 不 准 
备 介绍 复 空 间 等 概念 . 在 Cartan 定理 A 与 B 中 ,Cartan 定理 B 更 
为 本 质 , 因 为 它 可 以 蕴涵 Cartan 定理 A, 而 且 一 个 复 流 形 如 果 
Cartan 定理 B 成 立 , 则 它 必 是 一 个 Stein HE. 如 同 全 纯 域 一 样 
Stein 流 形 上 的 Cousin 问题 I 有 解 (Cousin 问题 I 是 单 复 变 
Mittag-Leffler 定理 的 推广 ). Cousin 问题 1 有 解 的 一 个 充分 条 件 
是 H?(M,Z) = 0(Cousin 问题 1 是 单 复 变 中 Weierstrass 定理 的 
推广 ), 由 于 Stein 流 形 有 较 重 要 的 性 质 ,因此 判定 一 个 复 流 形 何 时 
是 Stein 流 形成 为 大 家 感 兴趣 的 课题 .H. Grauert H sg 3807 对 此 提 
供 了 有 力 的 工具 ,H. Grauert 证 明 , 如 果 一 个 复 流 形 具有 一 个 光滑 
的 强 多 次 调和 穷竭 函数 , 则 这 个 流 形 一 定 是 Stein DUE. 因为 在 一 
个 复 流 形 上 寻找 这 样 的 函数 往往 比 验 证 Stein 流 形 定义 中 三 个 条 
件 远 为 简单 与 可 行 . R. E. Greene 与 H. WuU*79) 利用 Grauert 定理 
证 明了 截 曲 率 为 正 的 完备 Kabler 流 形 与 截 曲率 为 非 正 的 单 连 通 
完备 Kahler 流 形 是 Stein 流 形 . XT JH dili OE Hg Stein 流 形 尚 有 
很 多 间 题 有 待 探 讨 , 例 如 具 正 双 截 曲率 的 非 紧 完备 的 Kihler 流 形 
EBE Stein 流 形 ? 同 样 ,一 个 负 的 双 截 曲率 的 完备 单 连通 的 
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Kahler 流 形 是 否 是 一 个 Stein 流 形 ?这 些 问题 既 未 找到 证 明 , 亦 未 
见 有 反例 . 作为 上 面 Grauert 定理 的 推广 ,H.Grauert 5j A. 
Andreotti 研究 了 复 流 形 上 的 9 强 凸 函 数 . 设 M 是 一 个 HER 
形 ,f:M > RR 是 M 上 光滑 的 实 值 函数 ,如 果 /的 Levi 形 式 在 一 个 
紧 集 K 外 至 少 有 nn 一 g 十 1 个 正 特征 根 就 称 f 为 在 紧 集 KK 外 g 强 
西 的 . 一 个 复 流 形 如 果 具 有 一 个 紧 集 天 外 g 强 凸 穷竭 函数 ,就 称 这 
个 复 流 形 是 9g 凸 的 ,如 果 天 = 名 ,就 称 这 个 复 流 形 是 g 完备 的 . A. 
Andreotti 和 H.Grauert Æ q LAE 5 q 完备 流 形 上 推广 了 Cartan 
定理 8, 他 们 证 明 , 如 复 流 形 M 是 9g 凸 的 , 则 对 任何 解析 凝聚 层 v. 
有 dimcH'(M,g) <+ oo,k >q; 如 复 流 形 是 4g 完备 的 , 则 有 
H'(M,9) = 0,k >q. 显然 9 完备 就 是 Stein 流 形 ,近年 来 H. Wu 有 
不 少 论文 讨论 Kabler 流 形 的 几何 条 件 与 g 完备 流 形 之 间 的 关系 ， 
在 此 就 不 一 一 枚 举 了 . 但 是 当 M 是 一 个 9 完备 流 形 或 g 凸 流 形 时 ， 
它 的 全 纯 函数 空间 的 性 质 还 所 知 甚 少 , 

关于 复 流 形 的 另 一 个 研究 方面 就 是 单 值 化 定理 . 对 于 一 维 复 
流 形 , 即 Riemann 曲面 , 著名 单 值 化 定理 断言 每 个 单 连通 的 
Riemann 曲面 必 双 全 纯 等 价 于 单位 圆 盘 , CP (BURRIS?) 5 C. 这 
其 中 CP! 是 紧 的 , 它 上 面 有 一 个 Fubini-Study 度量 ,使 它 的 Gauss 
曲率 恒 等 于 十 1, 而 C 上 普通 的 欧 氏 度量 , 它 的 Gauss 曲率 总 为 0， 
单位 圆 盘 上 有 一 个 Poincaré 度量 , 它 的 Gauss 曲率 恒 为 一 1. 多 复 
变 函 数 的 单 值 化 定理 是 寻找 复 流 形 的 曲率 条 件 使 其 双全 纯 等 价 于 
ARR, CP" 5 C. 这 里 关于 双 曲 的 和 情况 是 有 界 域 而 不 是 单位 球 ， 
这 是 因为 前 面 我 们 介绍 过 的 有 界 域 双全 纯 等 价 类 本 身 就 是 十 分 复 
杂 , 因此 无 法 在 这 里 要 求 单 值 化 定理 的 对 象 是 单位 球 . 在 这 方面 
Mori"**) 和 Siu-Yau"*5) 证 明了 Frankel 猜想 , 即 双 截 曲率 严格 正 的 
紧 Kahler 流 形 必 双全 纯 同 胚 于 COP, 对 于 抛物 的 情况 Siu-Yaur 
证 明了 单 连通 完备 Kahler 流 形 , 如 它 的 截 曲 率 满 足 0 之 RE 
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>- 4 则 其 必 双 全 纯 等 价 于 C", 这 里 ~ 是 到 一 定点 的 距离 ,4,e 


是 两 个 正常 数 ， 而 对 于 剩 下 的 双 曲 情况 至 今 没有 满意 的 答案 . 现在 
大 家 第 一 步 有 兴趣 的 是 在 什么 样 的 几何 条 件 下 ,一 个 非 紧 复 流 形 
可 以 具有 有 界 全 纯 函 数 . 因为 具有 有 界 全 纯 函 数 是 全 纯 等 从 于 有 

界 域 的 复 流 形 的 必要 条 件 , 但 是 至 今 这 方面 没有 令 人 满意 的 结果 . 


$2.5 CR 子 流 形 与 CR 扩充 


一 个 复数 ,可 以 视 作 复 平面 上 一 个 向 量 ,复数 乘 上 虚数 单位 i 
其 几何 意义 就 是 旋转 了 ( 正 向 ) ,现在 将 复 平面 看 成 一 个 2 维 的 实 
向 量 空间 ,将 乘 上 虚数 单位 ?, 命 之 为 一 个 变换 7, 则 7: 让 一 让, 而 
HJ? = id. 现在 将 这 个 变换 推广 到 C hid [IL 
之 对 应 实 坐标 为 x。 = zu 十 T Tye ge eam 1e tn I 
表示 2. y. 方向 的 单位 向 量 , 则 定义 R” ra 个 实 线性 变换 J, 


a[ 2) = ZZ) H- Zee a a eon Bt Et 
| Ev= Dfa xD x) JV = > 
zz— id. ~ 
MER MB CCR”) 中 的 一 个 实 s 维 实 微分 子 流 形 , 今 对 p € 
M, JAT M) 表示 p 点 切 空间 ,实际 上 就 是 一 个 s 维 实 平面 ， 
TM) 中 的 每 个 元 素 称 之 为 p 点 的 切 向 量 , 它 也 可 视 作 是 C"(R”) 
中 的 向 量 . JT CM) f) TM) 是 一 个 偶 维 的 ToCM) 的 子 空间 , 今 
记 它 的 维 数 为 2m(p), 如 果 对 所 有 的 p € M,m(p) 都 是 常数 ,就 称 
此 M 为 一 个 CR 子 流 形 ,现在 互 ,CM) =JT,(M) 门 7,CM) 是 J 不 
变 子 空间 ,由 于 一 J? = id, 因 此 J ERE H, M @C 上 正好 有 
m(p) 个 以 十 i 与 m(p) 个 以 一 i 为 特征 根 的 特征 向 量 , 今 按 此 分 
f H,(M) QC = Hi'XOD 四 HYiCM). 如 MM 是 一 个 0" 中 的 CR 
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d, x hx ,显然 了 


子 流 形 ,f;M 一 C 的 一 个 复 值 可 微分 函数 , 如 果 对 VV € 
H$' COM) 有 Vf = 0, 就 称 f 是 M 上 CR 函数 . 因此 由 定义 可 以 知道 
一 个 CR 函数 亦 即 满足 部 分 Cauchy-Riemann 方程 的 函数 . 近来 不 
少数 学 家 对 CR 函数 的 讨论 怀 有 兴趣 ,中 心间 题 之 一 是 任 一 个 定 
XE p € M 邻近 的 CR 活 数 , 何 时 可 以 扩充 为 p RUE C" 的 某 个 领 
域 的 全 纯 函 数 . 另 一 问题 是 如 果 可 以 扩充 , 那 未 扩充 的 范围 有 多 
大 ?这 个 问题 是 自然 的 ,因为 C* 或 C" 内 某 个 开 集 上 的 全 纯 函 数 限 
iik M 上 一 定 是 M 上 的 CR 函数 ,现在 正好 是 这 个 自然 现象 的 反 
问题 . 但 是 这 个 问题 困难 程度 确实 亦 是 可 以 预料 的 ,因为 一 个 CR 
函数 实际 只 适合 部 分 Cauchy-Riemann FH, 而 全 纯 函 数 是 性 质 
极 好 的 函数 . 现在 关于 全 纯 扩 充 只 有 十 分 初步 的 结果 ,讨论 主要 限 
制 在 一 般 型 的 CR 子 流 形 上 . 所 谓 一 般 型 是 指 codimM = dimaM 一 
2m , 这 种 CR 子 流 形 每 点 的 法 空间 ,在 7 BHP BMRA TM) 之 
中 . 宏观 看 来 这 个 要 求 是 必须 的 ,因为 一 个 CR 函数 要 扩充 到 整个 
C 上 去 ,主要 是 解决 法 向 上 的 扩充 ,因此 每 点 法 空间 就 必须 与 原 
来 切 空 间 有 紧密 的 关系 . 现在 所 知 的 关于 CR 扩充 的 大 部 分 结果 
都 是 集中 在 超 曲面 ,这 时 它 的 法 空间 是 1 维 的 ,因此 超 曲 面 是 最 自 
然 的 一 般 型 CR 子 流 形 . 现在 对 CR 扩充 所 给 出 的 充分 条 件 是 定义 
一 种 高 阶 Levi 形式 Lp: HSM) > NOD ,l= 1,2, **, NOM) 
是 法 空间 ,一 般 的 条 件 是 某 一 次 Levi 形式 能 满 射 N,(M). 这 时 局 
部 全 纯 扩 充 可 以 实现 ,而 这 种 映射 或 满 映 射 又 常常 与 CR 流 形 的 
局 部 几何 性 质 有 关系 . 关于 CR 流 形 另 一 个 有 兴趣 的 问题 是 一 个 
抽象 的 CR 流 形 何 时 可 以 实现 ( 即 局 部 嵌入 ) 为 C" 中 的 一 般 型 CR 
F MIG. 对 于 这 个 问题 工 .Akaharil2 证 明了 当 关 之 4 时 , 拟 凸 的 超 
曲面 型 ( 即 dimaM 一 2m = 1) 抽象 CR 流 形 总 可 以 嵌入 . 而 又 有 例 
子 证 明 当 m = 2 时 一 般 不 成 立 , 唯 独 m = 3 时 这 个 问题 是 一 个 悬 
R. 现在 有 不 少数 学 家 在 关心 这 个 悬案 ,而 关于 高 余 维 的 抽象 CR 
子 流 形 的 嵌入 问题 还 几乎 未 见 有 什么 讨论 . 关于 CR 子 流 形 与 CR 
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扩充 是 近年 来 又 热闹 起 来 的 课题 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 [5,8,9] 
$2.6 3 问题 
OBC 的 一 个 域 ,如 三 = 2/4730 ED 
式 ,并 满足 3 = 0,5 问 题 是 指 和 = S TRY A EO = > z, 
x= 就 是 通常 的 外 微分 运算 . 这 个 问题 最 成 功 的 例子 就 是 证 明 


Levi 问题 ,每 个 氢 西域 必 是 全 纯 域 ,解决 这 个 问题 的 方法 就 是 工 
Hormandert 所 提出 的 攻 带 近 方法 ,这 个 方法 是 运用 泛 函 与 先 验 
估计 来 求 得 5 问题 的 解 . 所 得 的 结果 是 当 0 是 拟 凸 域 时 , 如果 
[Pet o0 BERGER [lue Se] fren sms ri 


光滑 时 ,也 是 光滑 的 ， 由 上 述 结果 适当 的 选取 与 9 就 可 以 证 明 人 0 
是 全 纯 凸 . 当 OB RS EA LA EX G. M. Henkin) 
给 出 了 5 问题 解 的 积分 表达 式 , 这 一 积分 表达 式 提供 了 对 解 的 一 臻 
估计 的 可 能 性 . 因此 随 着 Henkin 的 积分 表示 公式 有 不 少 关 于 5 问 
题解 的 一 致 估计 的 研究 ,但 是 因为 直接 计算 的 困难 性 ,这 些 估计 主 
要 是 对 C? 的 区 域 作 的 . 除了 一 致 估计 亦 有 不 少 人 讨论 Henkin f 
的 L, 估计 . Levi 问题 解 还 有 其 他 的 应 用 ,前 面 提 到 的 Siu-Yau X 
于 单 值 化 定理 的 证 明 中 就 应 用 了 在 Stein 流 形 上 Levi 问题 解 的 性 
质 . 
关于 5 问题 有 关 的 另 一 个 问题 是 3 -Neumann 问题 . 假定 0 是 
C" 或 一 个 Hermitian 流 形 上 的 区 域 , 如 果 2& = /有 解 ,自然 此 时 入 
= 0. 这 个 解 并 不 是 唯一 的 ,因为 对 Y g € 4 Du 十 & 依然 是 有 
Xu +g) = 了. 因此 在 =f 解 中 有 一 个 唯一 的 解 , 它 与 (0) 是 
正 交 的 (关于 通常 LO) HAR). REE MATER YO) 的 解 
记 之 为 Sf, 这 里 S 表示 一 个 线性 算 子 , 现在 令 HCD) = LFO) 
: 247 


门 nO» (ft Q0 x Ho ERRAT MODAN) 表示 
对 应 算 子 的 核 空间 ,所 谓 5-Neumann 问题 是 给 定 a€ L2! (0) a | 
HD, R e € LIQ) N dom) N dom) 使 其 适合 (73 + 
F Dep= ap E HHM). 

4 J-Neumann [a] Ei af fgg] ,xt&g a € L2! (00,a | H"*!'(0)， 
gg X. NiL,QQ2) > LM; 

0, Mae H(A); 
I^ 如 a | HQ), 
则 上 面 定义 的 S = 0° N, Ab n] E Xt Bergmann RBA SF P:L, (2) 
+> FD) MF MV gE LAN), 
Pg = g — S(a) = g — N x. 

如 果 区 域 0 E3-Neumann 问题 是 可 解 的 , 则 就 知道 ,在 该 区 
域 上 如 果 局 部 LaLevi 问题 有 解 ,整体 L;Levi 问题 就 一 定 有 和 解 . 同 
样 在 这 个 区 域 上 当 g € CoD, ,pg € C7 QD ,在 前 面 我 们 介绍 全 
纯 上 映射 时 , 曾 提 及 过 保证 区 域 之 间 双 全 纯 映射 可 以 扩充 到 边界 的 
条 件 尺 ,实际 上 就 是 指 这 个 区 域 0, 具 有 当 g € C(O), pg € 
C* (2) 的 性 质 . S. Bell“) 利用 5-Neumann 问题 证 明 下 :0, — 2, 都 
JE DR MRO, RARER, METTA EAA BO, EHC” [3] 
胚 ,而 且 进 一 步 还 对 全 纯 逆 紧 映射 的 扩充 问题 作 了 讨论 ， 


上 面 提 到 了 多 复 变 函 数 近年 来 的 某 些 研 究 方向 ,这 些 并 不 是 
多 复 变 函 数 研究 的 所 有 主要 内 容 , 有 些 研究 方向 同样 十 分 重要 ,但 
由 于 篇 幅 限 制 与 牵涉 的 内 容 较 难 作 比 较 通 俗 的 介绍 ,因而 只 能 放 
弃 . 但 是 有 必要 在 最 后 提 及 一 下 ,一 是 关于 紧 复 流 形 与 紧 Riemann 
曲面 的 研究 ,这 方面 已 有 极其 丰富 的 成 果 , 其 中 包括 Hodge 定理 ， 
Riemann-Roch 定理 ,全 纯 向 量 从 , 陈 示 性 类 这 些 十 分 重要 的 内 容 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 在 文献 [39,50] 中 找到 满意 的 介绍 . 另外 复 结 
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构 的 形变 理论 现在 亦 为 大 家 所 重视 . 关于 全 纯 函 数 零点 的 讨论 已 
是 一 个 专门 的 分 支 ,这 就 是 解析 簇 与 复 空间 理论 ,这 方面 的 理论 与 
代数 几何 有 十 分 密切 的 联系 . 关于 有 界 域 或 复 流 形 上 的 Bergmann 
度量 ,Kobayashi 度量 与 Carathéodory 度量 的 研究 ,特别 是 研究 这 
些 度 量 在 边界 处 的 渐 近 性 质 ,在 过 去 20 年 中 亦 十 分 活跃 . 关于 多 
复 变 函数 几何 理论 ,多 复 变 函 数 积 分 表示 理论 以 及 O 中 的 有 界 域 
上 函数 空间 的 研究 ,在 过 去 20 年 均 有 不 少 值得 称道 的 成 果 . 虽然 
多 复 变 函 数 近 20 年 来 有 较 快 的 发 展 ,但 还 有 很 多 基本 问题 有 待 彻 
底 解 决 , 而 由 于 多 复 变 函数 与 其 他 学 科 的 交错 ,又 不 断 提出 新 的 有 
趣 的 问题 需要 人 们 去 研究 . 
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代数 几何 的 发 展 历史 经 历 了 一 个 有 趣 的 反复 :从 具体 到 抽 
象 ,又 回 到 具体 . 

一 般 认为 ,代数 几何 的 研究 是 从 Abel 关于 椭圆 积分 的 研究 开 
始 的 (椭圆 曲线 ). 随后 Riemann 引入 了 曲线 的 亏 格 (genus) 概念 
并 获得 了 一 般 亏 格 的 曲线 的 一 系列 基本 性 质 ,其 至 提出 了 曲线 的 
模 空 间 概 念 ,从 而 完成 了 代数 曲线 研究 的 基本 框架 . 19 世纪 和 20 
世纪 初 ,Max Noether 和 以 Castelnuovo ,Enriques ,Severi 等 人 为 
代表 的 意大利 学 派 完 成 了 一 个 十 分 漂亮 的 代数 曲面 分 类 理论 . 至 
此 为 止 ,代数 几何 研究 的 内 容 主要 局 限于 曲线 和 曲面 ,而 且 不 是 建 
X 在 一 个 十 分 严格 的 理论 基础 上 的 ,以 至 于 意大利 学 派 的 一 些 从 
直观 出 发 “证 明 ” 的 结论 以 后 被 发 现 是 错误 的 . 然而 在 20 世纪 的 
50 到 60 年 代 , 以 Serre Hi Grothendieck 为 首 的 法 国学 派 通过 层 的 
上 同调 和 概 型 的 概念 ,不 仅 建立 了 任意 域 甚至 任意 环 上 的 统一 且 
F 遵 的 代数 几何 理论 ,而且 该 理论 甚至 可 以 用 来 描述 像 代 数 数 论 
这 样 的 相近 学 科 . 而 代数 几何 研究 的 中 心 兴趣 也 从 层 、 概 型 .stal 
上 同调 到 结晶 上 同调 ,迅速 上 升 到 抽象 的 顶端. 但 随 着 60 年 代 末 
Grothendieck 的 隐 退 .该 “抽象 热 渐渐 降温 ;而 同时 ,复数 域 上 低 
维 流 形 的 研究 又 由 于 一 系列 重要 成 果 的 建立 而 吸引 了 越 来 越 多 的 
注意 ,从 而 重新 占据 了 代数 几何 研究 的 主要 位 署 : 如 Mumford 和 
Harris 等 人 建立 的 曲线 的 模 空间 理论 ,Bombieri 关于 曲面 的 多 重 
典范 映射 的 结论 和 宫 冈 洋 一 -丘成桐 不 等 式 ,以 及 最 近 Donaldson- 
Freedman 的 四 维 拓扑 流 形 理论 和 森 重 文 等 人 的 曲 体 (3-fold) 理 
论 等 . 
BEEN 限于 篇 贮 及 作者 的 兴趣 ,我 们 只 介绍 代数 几何 研究 中 最 具体 

的 那 部 分 :复数 域 上 低 维 的 射影 代数 艇 (曲线 .曲面 和 曲 体 ), 并 着 

重 于 它们 的 分 类 问题 . 
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$1 什么 是 代数 几何 


设 己 是 复数 域 C 上 的 一 个 地 维 射影 空间 . 我们 可 以 给 P 确定 
一 组 齐 次 坐标 tos ttt en 关于 Lor ttn 的 一 个 多 项 式 Flay, 
ttn) 称 为 d 次 齐 次 多 项 式 ,如 果 下 的 每 一 项 的 总 次 数 都 是 d. 
在 这 种 情况 下 ,使 为 零 的 那些 ro rr sr, 就 构成 己 中 的 一 个 几 
何 流 形 . 己 中 对 应 于 这 样 的 re，。…,z, 的 一 个 点 也 叫做 下 的 一 个 零 
A. 

一 般 地 ,我 们 可 以 考虑 P 中 由 一 组 (有 限 或 无 限 多 个 ,不 一 定 
同 次 ) 齐 次 多 项 式 的 公共 零点 所 定义 的 流 形 , 这 样 的 一 个 流 形 叫 
做 己 中 的 (射影 ) 代数 集 . 因为 两 个 代数 集 的 并 也 是 一 个 代数 集 ， 
在 很 多 情形 下 人 们 只 需要 考虑 不 可 约 的 代数 集 , 也 就 是 不 能 表示 
成 两 个 真子 代数 集 之 并 的 代数 集 . 这 样 的 代数 集 就 叫做 P. 中 的 射 
影 代数 簇 , 它 是 代数 几何 研究 的 基本 对 象 . 

WV J&— T FOROR. 代数 几何 感 兴趣 的 不 仅 是 V 作为 拓扑 流 
形 的 几何 特性 ,而 且 更 多 的 是 VV 上 的 代数 结构 . 这 个 代数 结构 是 由 
V 上 的 所 有 有 理 函 数 (或 称 代数 函 数 ) 所 确定 的 . 每 个 有 理 函 数 f 
都 可 以 表示 成 两 个 相同 次 数 的 齐 次 多 项 式 的 商 , 并 且 我 们 要 求 分 
母 不 在 Y ERSTE TES EV 的 一 个 处 处 稠密 的 开 子 集 上 有 
定义 . 这 是 一 种 代数 几何 特有 的 开 子 集 , 即 所 谓 Zariski 开 子 集 . 

Y 上 的 所 有 有 理 函 数 自然 地 构成 一 个 域 久 (Y) , 称 为 了 的 有 理 
函数 域 . 我 们 可 以 定义 V 的 维 数 为 KCV) 在 复数 域 C 上 的 超越 次 
数 ,事实 上 这 样 定义 的 维 数 就 等 于 V 作为 复数 域 上 解析 流 形 时 的 
复 维 数 . 1 TC PA GC AR 2 维 的 称 为 代数 曲面 ,3 维 的 
称 为 曲 体 . 

另 一 方面 ,代数 几何 关心 的 首先 是 代数 能 Y 上 的 代数 结构 而 
不 是 V ESP PRA. 在 这 个 意义 下 ,如 果 我 们 有 两 个 代数 能 
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了 和 了 三 之 间 一 个 一 一 映射 goY 一 W, 它 把 W 上 的 有 理 函 数 对 应 成 
V 上 的 有 理 函 数 且 反之 亦 然 , 则 p 被 看 成 是 V 和 W 之 间 的 一 个 同 
构 映 射 并 且 V 和 W 因为 同 构 而 被 认为 是 代表 了 同一 个 代数 簇 . 例 
如 ,射影 直线 P! 和 P? 中 由 方程 看 十 x? 十 霸 二 0 所 定义 的 二 次 曲 
线 就 是 同 构 的 . 于 是 代数 几何 学 家 们 往往 不 把 同 构 于 P? 的 代数 曲 
线 称 为 “直线 ”而 是 冠 之 以 一 个 新 的 名 称 : 有 理 曲 线 , 因 为 它 不 总 
是 “ 直 ” 的 . 

更 一 般 地 ,我 们 有 两 个 代数 艇 V,W 之 间 的 态 射 概念 ,一 个 映 
射 p:V 一 W HAH (morphism) ,如果 它 诱导 WW 和 VV 的 代数 结 
构 之 间 的 一 个 同 态 ,也 就 是 说 对 于 W 上 的 每 个 有 理光 数 /, 复 合 映 
射 Pf 是 VV 上 的 有 理 函 数 . 态 射 是 代数 几何 中 最 基本 的 映射 概念 ， 
但 很 多 时 候 它 的 条 件 显得 太 强 , 所 以 我 们 有 更 一 般 的 有 理 映射 概 
念 ;对 于 有 理 映射 p:V 一 WWW, 我 们 只 要 求 p 是 V 的 一 个 Zariski 开 子 
集 到 W 的 映射 ,但 当然 仍 要 求 o£ 是 V 上 的 有 理应 数 . 特别 地 ,如 
果 有 理 映 射 p 有 一 个 有 理 逆 映射 ,我 们 称 V AW EARS. 
这 时 虽然 了 AW 不 一 定 同 构 , 但 它们 的 区 别 其 实 很 小 ,比如 说 有 
RRR KV) HKW) 就 是 同 构 的 . 

双 有 理 等 价 概念 对 于 代数 簇 的 分 类 问题 有 着 关键 的 意义 :一 
A 来 说 , 任 一 代数 灸 都 有 无 限 多 个 与 其 双 有 理 等 价 但 不 同 构 的 代 
RR 但 因为 双 有 理 等 价 的 代数 短 在 整体 上 有 相当 重要 的 共同 性 
质 而 它们 的 不 同 只 是 局 部 的 ,可 以 很 自然 地 把 这 样 的 代数 簇 看 成 
是 同一 类 的 . 所 以 通常 所 说 的 代数 徐 的 分 类 实际 上 是 对 代数 敌 的 
双 有 理 等 价 类 的 分 类 . 此 外 ,根据 著名 的 广 中 平 佑 奇 点 解 消 定理 ， 
任意 代数 簇 都 双 有 理 等 价 于 一 个 光滑 代数 焦 ( 或 称 非 奇 异 代 数 
WE) ADA SF RRO. 这 样 至 少 在 理论 上 MRR MA 
”等 价 类 的 分 类 及 其 整体 性 质 的 研究 就 可 以 化 为 对 光滑 代数 复 的 双 
有 理 等 价 类 的 这 样 的 研究 ,从 而 避免 了 局 部 的 奇异 点 的 存在 对 整 
体 性 质 研究 可 能 带 来 的 干扰 . 在 曲线 和 曲面 的 情形 ,这 样 的 考虑 确 
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实 是 很 有 效 的 ,虽然 我 们 下 面 可 以 看 到 ,从 三 维 情形 开始 , 仅 考虑 
Jb 滑 能 是 不 够 的 ,必须 同时 允许 一 些 特殊 的 奇异 点 的 存在 才能 克 
服 由 于 没有 合理 的 极 小 模型 而 带 来 的 困难 . 

RRO V 上 有 理 函 数 定义 了 V 的 基本 代数 结构 的 话 ， 
对 研究 V 的 整体 性 质 并 对 其 进行 分 类 的 最 重要 的 工具 是 V 上 的 层 
(sheaf), 其 中 人 们 研究 得 最 多 的 是 局 部 自由 层 ,就 是 由 7 上 的 某 
个 解析 向 量 丛 的 所 有 局 部 截面 (local section) 所 构成 的 层 . 这 里 V 
上 的 一 个 解析 向 量 从 是 一 个 解析 空间 MC 可 以 理解 为 带 奇 点 的 解 
析 流 形 ), 以 及 从 M UV. 的 一 个 解析 映射 p:M -~ 了 ,使 得 对 于 六 的 
每 个 点 P,y OD) 是 一 个 具有 固定 维 数 * 的 复 向 量 空间 . 数 就 叫 
做 M 的 (或 者 对 应 的 局 部 自由 层 的 ) Be. 事实 上 , 取 局 部 截面 的 过 
程 构成 了 V 上 的 所 有 解析 向 量 从 和 所 有 局 部 自由 层 所 成 的 集合 之 
间 的 一 个 一 一 对 应 ,所 以 有 时 人 们 往往 不 加 区 别 地 混用 向 量 从 和 
局 部 自由 层 的 概念 . 当 V 为 光滑 代数 秘 时 ,向 量 从 的 一 个 明显 的 例 
FEV 上 的 切 空间 构成 的 秩 为 dim(Y) 的 切 从 ,对 应 于 VV 的 切 层 
Ty. 这 时 Y 上 的 所 有 一 阶 微分 形式 也 自然 构成 一 个 秩 为 dim(V) 
的 局 部 自由 层 Oy. 

当局 部 自由 层 工 的 秩 为 1 时 , 工 称 为 可 逆 层 ,相应 的 向 量 从 称 
DRA V 上 所 有 可 逆 层 的 全 体 以 张 量 积 为 运算 自然 地 形成 一 个 
群 ,这 就 是 V 的 Picard 群 PicV ,其 单位 元 对 应 的 是 了 上 所 有 有 理 
函数 构成 的 可 地层 , 称 为 平凡 层 . 

可 逆 层 是 最 常见 也 是 最 有 用 的 层 ,因为 它们 与 代数 入 到 射影 
空间 中 的 映射 有 着 密切 的 关系 ， 

设 工 为 代数 馈 V 上 的 一 个 可 北 层 . 工 中 的 所 有 整体 截面 (在 V 
上 处 处 有 定义 的 截面 ) 构成 复数 域 上 的 一 个 有 限 维 的 向 量 空间 ， 
记 作 PCL) R HL), EB Helle fe A CL). 当 TCL) 非 空 时 ,这 些 
整体 截面 自然 地 定义 了 V 到 射影 空间 中 的 一 个 有 理 映 射 pV 一 
P^ n = hL) 一 1 特别 当 为 拱 入 映射 时 ,二 称 为 非常 丰富 
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E (very ample). J£ ZZ :V > P^ j&— P UA 558 RU P 中 的 一 
次 齐 次 形式 自然 地 诱导 V 上 的 一 个 非常 丰富 层 Lei p= p 所 
DV 上 的 非常 丰富 层 一 一 对 应 于 V 在 射影 空间 中 的 表示 . 

假设 V 是 一 个 维 数 为 d 的 光滑 代数 簇 , 则 V 上 所 有 的 局 部 4 
阶 外 微分 形式 构成 一 个 可 逆 层 ow, 叫做 V 的 典范 层 , 它 所 诱导 的 
有 理 映 射 称 为 典范 映射 . 我 们 有 wy = AR. 一 般 地 ,对 于 任 一 正 
整数 ,我 们 有 -典范 层 wv2 及 其 对 应 的 n- 典范 映射 .如 (ew) 记 
HE p. (V) BR pa 而 当 n = 二 1 时 ,p; 又 可 记 作 ps, 称 为 V 的 几何 亏 格 . 
所 有 这 些 n- 典范 层 以 及 n- 典范 映射 在 V 的 同 构 意义 下 都 是 唯一 
确定 的 ,因此 是 VY 上 重要 的 几何 对 象 . 不 仅 如 此 ,所 有 的 b, 都 是 双 
有 理 不 变量 ,它们 对 于 双 有 理 等 价 的 代数 簇 是 不 变 的 . 于 是 下 面 的 
”典范 模型 也 是 双 有 理 不 变 的 ， 

设 R =r") ,这 里 求 和 是 对 所 有 大 于 或 等 于 1 An E 
的 . 我 们 假设 RR 不 是 空 集 , 则 RR 是 C 上 的 一 个 无 限 维 向 量 空间 ,而 
Hr 典范 层 之 间 的 张 量 积 关系 在 R 上 诱导 了 一 个 分 次 环 结构 , 称 
为 V 的 典范 环 . 在 低 维 的 情形 ,人 们 已 证 明 R 是 有 限 生成 的 . 这 时 
R 可 以 自然 地 定义 一 个 射影 代数 簇 Proj(R) ,这 就 是 了 的 典范 模 
型 , 它 的 维 数 不 超过 dim(V). 

我 们 向 读者 推荐 [15] 作为 一 本 很 好 的 代数 元 何 入 门 书 . 24 
然 , 最 好 的 正规 教科 书 仍然 是 [9]. 


$2 曲线 :高 维 情形 的 缩影 


在 一 维 的 情况 ,代数 几何 的 很 多 结论 都 变 得 非常 简单 . 例如 ， 
对 代数 曲线 的 双 有 理 等 价 类 的 研究 与 对 光滑 代数 曲线 的 研究 事实 
上 是 一 回 事 ,因为 每 个 这 样 的 双 有 理 等 价 类 中 都 唯一 地 存在 一 条 
光滑 曲线 . 这 使 我 们 可 以 只 考虑 光滑 曲线 的 分 类 和 整体 性 质 的 研 
究 , 因 此 我 们 以 下 所 指 的 曲线 都 是 光滑 的 射影 代数 曲线 . 一 条 这 样 
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的 曲线 C 作为 微分 流 形 就 是 一 个 可 定向 的 紧 致 Riemann 面 ,因而 
TART -AH e 个 腿 的 环 面 : 


— ~ —^ 
8 MIR 
图 1 有 有 & 个 眼 的 环 面 

数 g 是 由 C 唯一 确定 的 , 叫 作 C 的 亏 格 , 记 为 g(C). 亏 格 也 可 以 用 
代数 的 方法 来 定义 ,因为 g(C) = hlo). 对 每 个 非 负 整数 SRA 
一 条 代数 曲线 C 使 得 e (C) = g. 而 气 格 不 同 的 曲线 显然 是 不 同 构 
的 ,所 以 亏 格 是 曲线 的 一 种 “数值 不 变量 ”. 而 曲线 在 一 个 特定 的 射 
影 空间 中 的 嵌入 下 的 次 数 不 是 数值 不 变量 ,如 1 次 的 直线 可 以 同 
构 于 一 条 2 次 的 曲线 . 正 因为 亏 格 “不 变 ”, 它 给 曲线 的 分 类 提供 了 
一 个 重要 的 基础 . 

亏 格 为 零 的 曲线 只 有 一 条 , 即 有 理 曲 线 . 而 亏 格 为 1 的 曲线 又 
称 椭圆 曲线 ,这 是 一 个 代数 群 ;这 条 曲线 同时 又 是 一 个 群 ,并 且 群 
运算 所 诱导 的 映射 都 是 代数 几何 意义 下 的 态 射 . 椭圆 曲线 作为 群 
来 说 可 能 并 不 十 分 有 趣 , 因 为 它们 都 是 很 简单 的 交换 群 . 但 作为 代 
数 曲线 却 一 直 吸引 着 人 们 浓厚 的 兴趣 . 椭圆 曲线 的 分 类 有 几 种 不 
间 的 途径 ,其 中 之 一 是 通过 椭圆 曲线 在 射影 平面 中 的 代 入 和 j- 不 
变量 :每 条 椭圆 曲线 C 都 可 以 表示 成 射影 平面 中 的 一 条 光滑 三 次 
曲线 ,这 时 有 一 个 三 次 方程 作为 它 的 定义 方程 . 通过 合适 的 坐标 变 
换 , 这 个 定义 方程 可 以 写成 形式 ToT = TX — To) (Ti — Ary) ,这 
里 4 是 一 个 复数 ,而 C 的 j- 不 变量 就 定义 为 
s (A —A+1)3 

XA 1)? ’ 


j=2 
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它 不 依赖 于 C 在 平面 中 的 具体 嵌入 和 坐标 的 选取 ,所 以 称 为 “不 变 
A". 另 一 方面 ,对 每 个 复数 ", 一 定 存在 唯一 的 一 条 椭圆 曲线 C ,使 
得 “等 于 C 的 六 不 变量 . 这样,i- 不 变量 就 给 出 了 所 有 椭圆 曲线 的 
集合 -A 与 复数 域 上 的 仿 射 直线 4( 注 意 4 是 射影 直线 P! 中 的 一 
个 Zariski 开 子 集 ) 中 的 点 的 一 个 一 一 对 应 . 不 仅 如 此 ,这 个 对 应 是 
个 很 自然 的 代数 对 应 :P: 上 的 代数 结构 诱导 A 上 的 一 个 代数 结 
构 , 而 A 中 的 点 在 这 个 代数 结构 下 的 “形变 ”与 它 所 对 应 的 椭圆 曲 
线 在 代数 意义 下 的 自然 形变 是 一 致 的 . 

椭圆 曲线 的 这 个 分 类 理论 给 我 们 提供 了 一 个 有 益 的 启发 : 设 
Hi 为 所 有 亏 格 为 8 的 曲线 所 成 的 集合 ,这 里 设 g 之 2, 是 不 是 可 以 
在 -AHL: 上 赋予 一 个 代数 结构 , 它 与 曲线 在 代数 意义 下 的 自然 形变 相 
一 致 ,使 得 带 有 这 个 代数 结构 的 XA, 成 为 某 个 射影 代数 咎 的 一 个 
Zariski 开 子 集 ( 这 样 的 流 形 叫做 拟 射影 代数 焦 )? 如 果 这 样 的 代数 
结 攀 存在 , 则 -As 称 为 亏 格 & 的 曲线 的 一 个 模 空间 (moduli space). 

Riemann 在 研究 代数 曲线 ( 即 Riemann 面 ) 的 时 候 就 已 经 有 
了 模 空 间 的 想法 ,有 趣 的 是 ,虽然 他 未 能 证 明 这 样 一 个 代数 结构 的 
REE ARR -As 的 维 数 一 定 是 3g 一 3. 模 空间 的 严格 理论 是 
Mumford 在 60 年 代 通过 把 古典 的 不 变量 理论 发 展 成 几何 不 变量 
理论 ,从 而 建立 起 来 的 . Mumford 的 办 法 是 ,因为 3- 典范 从 是 非常 
丰富 的 ,通过 3- 典范 映射 ,每 条 亏 格 g 之 2 的 曲线 都 可 以 表示 成 5g 
一 6 维 空间 P 中 的 一 条 6g 一 6 次 曲线 , 因此 满足 己 中 的 一 个 
Hilbert 多 项 式 . 而 P 中 满足 这 个 Hilbert 多 项 式 的 所 有 子 代数 簇 
的 集合 本 身 构 成 一 个 代数 得 H. Mumford 引入 了 稳定 曲线 的 概 
念 ,使 得 所 有 亏 格 为 & 的 稳定 曲线 在 3- 典范 映射 下 的 象 的 集合 成 
为 恕 中 的 一 个 子 焦 M.P 上 所 有 射影 变换 所 成 的 一 般 射 影 群 G B 
然 地 作用 于 M 上 . Mumford 证 明 M 上 所 有 在 G 的 作用 下 不 变 的 代 
数 形式 所 成 的 环 对 应 于 一 个 射影 徐 , 它 正好 是 M 在 G 的 作用 下 的 
商 ,因此 就 是 含 A 为 处 处 稠密 开 子 集 的 一 个 射影 代数 簇 . 
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今天 ,人 们 对 A, 的 性 质 已 经 有 了 相当 深刻 的 了 解 [8] 
$3 曲面 :从 意大利 学 派发 展 而 来 


从 曲线 到 曲面 的 第 一 个 困难 是 , 双 有 理 等 价 类 中 的 光滑 曲面 
不 再 是 唯一 的 . 相反 ,每 个 曲面 都 双 有 理 等 价 于 无 限 多 个 光滑 曲 
面 . 因此 ,曲面 的 分 类 要 做 的 第 一 件 事 就 是 如 何在 曲面 的 每 个 双 有 
理 等 价 类 中 找到 一 个 可 以 唯一 确定 的 合理 的 “模型 ”. 虽然 这 种 模 
型 不 是 对 所 有 的 双 有 理 等 价 类 都 存在 的 ,至 少 对 于 绝 大 多 数 曲 面 
来 说 , 极 小 曲面 可 以 是 这 样 的 一 个 模型 . 

首先 使 人 们 想到 的 最 显然 的 曲面 是 两 条 曲线 的 积 :5 = C, x 
Co 如 果 其 中 的 一 条 曲线 ,比如 说 Ci, 是 有 理 曲线 的 话 ,曲面 8( 或 
双 有 理 等 价 于 5 的 曲面 ) 就 叫 作 直 纹 面 , 它 是 十 分 特殊 的 一 类 曲 
面 . 例如 射影 平面 P 入 维 空间 中 次 数 低 于 On — 2 的 曲面 都 是 直 
Zim. 

意大利 学 派 关 于 曲面 分 类 的 一 个 重要 定理 就 是 ,除了 直 纹 面 
之 外 ,每 个 代数 曲面 都 双 有 理 等 价 于 唯一 的 一 个 “ 极 小 曲面 ”. 极 小 
曲面 是 这 样 的 光 清 曲面 ,任何 从 它 到 另 一 个 光滑 曲面 的 双 有 理 态 
射 部 是 同 构 . 另 一 个 等 价 的 定义 是 : 极 小 曲面 是 不 包含 自 相交 数 为 
一 1 的 有 理 曲 线 ( 称 为 例外 曲线 ) 的 光滑 曲面 ,因为 如 果 一 个 曲面 
S 包含 一 条 例外 曲线 C, 则 存在 S 到 另 一 个 光滑 曲面 8' 的 一 个 双 
BRM fS S' CECR S 中 的 一 个 点 ( 即 /收缩 C) ,而 在 
C 以 外 是 同 构 . 从 任何 曲面 开始 , 最 多 只 能 做 有 限 多 次 这 样 的 收 
缩 , 所 以 任何 直 纹 面 也 双 有 理 等 价 于 某 个 极 小 曲面 ,但 这 样 的 极 小 
曲面 不 唯一 ,例如 P! x 已 和 P? 是 双 有 理 等 价 的 ,但 不 同 构 . 

极 小 曲面 的 存在 ,使 得 除了 人 们 对 其 性 质 相当 清楚 的 直 纹 面 
之 外 ,对 代数 曲面 的 双 有 理 等 价 类 的 分 类 问题 就 转化 成 了 对 极 小 
曲面 的 分 类 问题 ,使 得 这 个 问题 有 了 十 分 容易 处 理 的 模型 ,并 且 使 
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我 们 可 以 考虑 这 样 的 双 有 理 等 价 类 所 因此 而 自然 地 对 应 着 的 一 些 
几何 对 象 ,其 中 最 重要 的 莫如 极 小 模型 的 陈 类 < 和 < 以 及 由 此 产 
生 的 两 个 陈 数 c? 和 c:( 这 里 实际 指 co 的 次 数 ). 陈 数 是 曲面 的 数值 
不 变量 ,它们 对 于 曲面 分 类 的 意义 就 如 同 亏 格 在 曲线 的 情形 . 所 
以 ,我 们 以 下 所 称 的 曲面 都 是 指 极 小 曲面 . 

除了 直 纹 面 外 ,还 有 一 些 曲面 由 于 其 特殊 性 而 从 一 开始 就 引 
起 人 们 的 很 大 兴趣 并 得 到 了 深入 的 研究 : 

1. 椭圆 曲面 . 如 果 曲 面 S 有 一 个 到 某 一 条 曲线 C 的 有 理 映 射 
S:S 一 C, 使 得 对 于 C 上 几乎 所 有 的 点 P,P 在 f 下 的 原 象 是 S 中 
的 一 条 椭圆 曲线 ,S 就 称 为 椭圆 曲面 . 

2. K3 曲面 .天 3 项 面 的 严格 定义 是 第 一 陈 类 c, SEE AE IA] GE 
通 曲面 . 作为 一 个 众所周知 的 例子 ,3 维 射影 空间 中 由 方程 x 十 zt 
+a t ai= 0 所 定义 的 4 次 曲面 就 是 一 个 K3 曲面 .天 3 曲面 的 陈 
数 满 足 c = 0,c, = 24. 

3. Abel 曲面 . 它 的 定义 就 是 同时 是 代数 群 的 代数 曲面 ,因而 
在 某 种 意义 上 来 说 可 以 认为 是 椭圆 曲线 在 二 维 情形 的 一 种 自然 的 
推广 .这些 曲面 的 陈 数 满足 cf = cs = 0. 

与 上 面 这 些 特殊 的 曲面 相对 的 是 一 般 型 曲面 . 顾名思义 ,有 时 
可 以 说 几乎 所 有 的 曲面 都 是 一 般 型 曲面 . 

如 果 一 个 曲面 S 的 典范 模型 也 是 一 个 曲面 , 则 S 称 为 一 般 型 
曲面 . 一 般 地 , 一 个 代数 簇 Y 的 典范 模型 的 维 数 称 为 V 的 小 平 
(Kodaira) 维 数 , 记 作 (V). 当 典 范 模型 为 空 集 时 ,x(V) 定义 为 
一 oo, 3X k«(V) = dim (V), Ai V KA MAY. 小 平 维 数 是 一 个 很 
重要 的 双 有 理 不 变量 ,在 代数 簇 的 分 类 中 起 着 关键 的 作用 . 在 一 维 
的 情形 ,曲线 C 是 一 般 型 的 当 且 仅 当 g(C) > 2. 而 曲面 S 的 小 平 维 
数 为 一 co 当 且 仅 当 5 为 直 纹 面 ;KK3 曲面 和 Abel 曲面 的 小 平 维 数 
都 等 于 零 ,而 椭圆 曲面 的 小 平 维 数 可 以 是 一 cp ,0 或 者 1. 所 以 这 
些 曲面 都 不 是 一 般 型 的 . 
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另 一 方面 ,可 以 方便 地 举 出 很 多 一 般 型 曲面 的 例子 ,如 两 条 曲 
线 的 积 $ = C, X C MAF C 和 C, 都 是 一 般 型 曲线 时 ,S 是 一 般 
型 曲面 . 3 维 射影 空间 PS 中 次 数 超过 4 的 光滑 曲面 也 是 一 般 型 的 . 

曲面 分 类 理论 的 中 心 定理 ,简单 地 说 就 是 : 任 一 代数 曲面 S 必 
为 上 面 所 定义 的 五 种 曲面 ( 直 纹 面 ,椭圆 曲面 ,K3 曲面 , 阿 贝 尔 曲 
面 ,一般 型 曲面 ) 之 一 . 

意大利 学 派 的 这 个 曲面 分 类 定理 尽管 十 分 漂亮 , 却 也 不 是 十 
全 十 美 ,因为 它 对 几乎 所 有 曲面 (一 般 型 曲面 ) 的 分 类 没有 给 出 任 
何 信息 . 所 以 进入 现代 以 来 ,人 们 对 曲面 分 类 问题 的 注意 力 就 集中 
到 了 一 般 型 曲面 上 来 . 

现代 的 曲面 研究 热 是 从 Bombieri 在 1973 年 的 著名 论文 [3] 开 
始 的 . 简单 地 说 ,Bombieri 证 明了 当 n > 5 时 ,一 般 型 曲面 的 a- 典 . 
范 映射 是 双 有 理 态 射 . 这 就 给 Gieseker 随后 利用 Mumford 的 几何 
不 变量 理论 证 明 对 每 一 对 固定 的 陈 数 (c#,c:) ,一 般 型 曲面 的 模 空 
间 是 有 限 多 个 拟 射 影 焦 的 并 [6] 提供 了 基础 . 然而 与 曲线 的 情形 
不 同 , 对 于 这 些 拟 射 影 簇 的 维 数 和 个 数 ,目前 已 知 的 基本 上 只 有 
Catanese 关于 维 数 的 一 个 不 很 精确 的 估计 [4]. 

需要 注意 的 是 ,Gieseker 定理 并 没有 说 明 在 陈 数 (c?,c,) BE 
的 情形 下 ,一 般 型 曲面 是 不 是 存在 . 事实 上 ,从 经 典 的 结果 人 们 知 
道 , 极 小 一 般 型 曲面 的 陈 数 必须 满足 cf 十 c = O(mod 12), 5c? >c; 
— 36,ci > 0,c, > 0. 在 1976 年 , 宫 冈 洋 一 和 丘成桐 同时 证 明了 另 
一 个 重要 的 不 等 式 :ci < c. 因为 存在 无 限 多 个 分 别 使 上 面 两 个 
不 等 式 中 等 号 成 立 的 陈 数 对 (ci,c:) 以 及 对 应 的 曲面 ,这 些 不 等 式 
是 不 能 再 改进 的 . 于 是 现在 一 般 型 曲面 的 分 类 中 的 一 个 重大 问题 
就 是 ,对 于 满足 上 述 所 有 条 件 的 (c?,c,) ,是 不 是 能 找到 一 个 对 应 的 
极 小 一 般 型 曲面 . 这 个 问题 被 称 为 曲面 的 地 理 问 题 , 当 c? 志 2c, 时 ， 
Persson 在 1981 年 对 此 作 了 肯定 的 回答 [11]; 基 于 首 刚 的 一 个 例 
子 , 陈 志 杰 又 把 Persson B9 RFR BH ct «c 2. 7c: 一 c, 其 中 c 是 一 
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个 常数 [5],[16j. 根据 肖 刚 最 近 的 一 个 改进 的 方法 ,条 件 中 cz 的 系 
数 可 以 进一步 增加 到 2. 84( 尚 未 发 表 ) ,这 是 目前 最 好 的 结果 . 

即使 曲面 的 地 理 问 题 在 陈 数 的 意义 下 得 到 了 完整 的 解决 ,还 
有 更 困难 的 -一面 :除了 陈 数 之 外 ,代数 曲面 还 有 别 的 双 有 理 数 值 不 
变量 .例如 几何 亏 格 户 , 它 与 陈 数 并 不 是 完全 相关 的 . 包含 入 在 内 
的 曲面 地 理 问 题 研 究 则 尚 处 于 比较 原始 的 状态 ,目前 只 知道 一 些 
不 完整 的 不 等 式 . 

至 于 一 般 型 曲面 的 w- 典范 映射 ,虽然 Bombieri 已 经 解决 了 绝 
大 多 数 的 情形 ,但 在 x = 2 时 ( 双 典 范 上 映射) 他 未 把 所 有 的 情形 都 
算出 来 ,特别 是 Bombieri ZARA ZIE n = 1( 典 范 映射 ) 的 情形 . 
曲面 的 双 典 范 映射 方面 ,由 于 最 近 Igor Reider, Francia 和 肖 刚 的 
一 系列 工作 , 有 了 很 大 进展 , 未 能 解决 的 情形 已 经 很 少 ( 参 见 
[18]); 而 典范 上 映射 与 曲线 情形 和 曲面 的 多 重典 范 上 映射 不 同 ,情形 
变 得 极为 复杂 . 这 方面 的 第 一 个 工作 是 Beauville 的 [2] ,其 中 的 一 
部 分 不 等 式 随 后 被 肖 刚 改进 成 了 最 佳 形式 (参见 综合 报告 [4]) ,但 
目前 为 止 典范 上 映射 方面 还 有 很 多 有 待 解决 的 问题 . 

一 般 型 曲面 的 几何 性 质 也 有 不 少 玉手 的 难题 ,很 多 在 曲线 情 
形 很 容易 证 明 的 结论 ,对 于 曲面 变 得 非常 困难 . 例如 , 亏 格 为 之? 
的 曲线 的 自 同 构 群 是 不 超过 84g 一 84 阶 的 有 限 群 ,这 是 一 个 经 典 
的 定理 . 虽然 人 们 知道 一 般 型 曲面 的 自 同 构 群 也 是 有 限 的 ,但 对 其 
阶 的 上 界 估计 却 只 有 一 些 很 不 完整 的 结果 ,如 该 上 界 不 超过 ci 的 
一 个 多 项 式 函 数 . 若 G 是 这 个 自 同 构 群 的 一 个 交换 子 群 , 则 C 的 阶 
不 超过 52c? 十 C, 其 中 C 是 一 个 常数 [17]. (1991 一 1992 年 , 肖 刚 
证 明了 一 般 型 极 小 曲面 的 自 同 构 群 的 阶 不 超过 42c1?, 并 且 这 是 最 
rag 19)». 

总 而 言 之 ,代数 曲面 的 研究 发 展 到 今天 ,已 经 形成 了 一 个 十 分 
庞大 的 理论 ,其 中 包括 了 很 多 漂亮 的 定理 ,但 是 对 比 曲线 理论 的 完 
整 性 ,似乎 尚 待 解 决 的 问题 比 已 经 取得 的 成 果 还 是 多 得 多 . 关于 曲 
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面 研 究 的 最 新 进展 的 更 详细 的 综述 ,读者 可 以 参看 [4],[12]. 
$4 dE SLT TOR HY BE 


HPE IE A ACRI 有 着 的 是 ,从 曲面 到 曲 体 的 困难 一 点 
不 比 从 曲线 到 曲面 所 遇 到 的 少 . 第 一 个 困难 是 .在 三 维 的 情形 ,一 
般 的 双 有 理 等 价 类 中 都 不 存在 合理 的 光滑 极 小 模型 . 正 是 这 个 困 
难 长 期 以 来 一 直 阻 得 了 曲 体 分 类 研究 的 所 有 努力 . 

突破 是 从 80 年 代 初 森 重 文 的 锥 理论 开始 的 . 森 深 入 研究 了 一 
^ HAE X 的 所 有 有 理 一 维 链 (1-cycle) 的 空间 N, 中 ,由 有 效 链 所 
张 成 的 锥 C. 他 发 现 , 这 个 锥 在 与 和 的 典范 除 子 相交 为 负 的 那 一 部 
分 是 一 个 局 部 有 限 的 多 面体 ， 这 个 多 面体 的 棱 称 为 极 射线 
(extremal ray) R. 于 是 有 森 的 收缩 定理 ， 

XX 中 对 应 于 一 条 极 射线 尺 的 曲线 是 可 收缩 的 . 也 就 是 说 ,存在 
一 个 满 态 射 :XX 一 了 ,把 对 应 于 尺 的 每 条 曲线 都 映 到 Y 中 的 一 个 
点 . 并 且 如 果 Y HERE 3, 则 次 是 双 有 理 的 . 

如 果 工 的 维 数 小 于 3, 则 qr 给 出 了 一 个 对 维 数 归纳 的 途径 ， 并 
且 对 应 于 dim(Y) 为 0,1 或 2 的 情形 ,X 分 别 为 Q -Fano hik, bh 
del Pezzo 曲面 为 纤维 的 纤维 空间 ,或 圆锥 从 . 这 些 都 是 小 平 维 数 
为 一 co 的 曲 体 . 因此 分 类 问题 在 这 种 情形 下 就 完成 了 . 

在 qx 为 双 有 理 的 情形 下 ,问题 的 关键 是 要 证 明 上 述 森 收缩 一 
E 可 以 终止 于 某 一 步 . 这 个 收缩 到 最 后 的 曲 体 就 是 我 们 所 要 的 极 
小 模型 , 它 的 几何 特征 是 森 锥 C 中 没有 负 部 分 , 换 言 Z Xn ts 
是 数值 有 效 (nef) 的 . 

需要 指出 的 是 ,即使 X 是 光滑 曲 体 ,Y 也 不 一 定 是 光滑 的 ,但 
钦 所 带 来 的 奇 点 都 是 一 类 性 质 较 好 的 奇 点 ,叫做 典范 奇 点 . 所 以 在 
一 般 情 形 下 , 曲 体 的 极 小 模型 即使 存在 ,也 不 是 光滑 的 ,而 是 带 典 
范 奇 点 的 奇异 能 . 
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森 收 缩 的 终止 问题 是 森 理论 中 最 困难 的 部 分 . 首先 , 双 有 理 的 
森 收 缩 有 两 种 可 能 :qx 或 是 曲面 型 收缩 ,或 是 曲线 型 收缩 . 后 者 光 
靠 森 收 缩 不 能 完全 解决 问题 ,因为 曲线 型 收缩 所 导致 的 Y 可 能 含 
有 非常 坏 的 奇 点 . 

最 后 解决 曲 体 极 小 模型 问题 的 是 森 重 文 1988 年 的 翻转 定理 
(flip theorem) [10]: 

设 次 ;和 一 工 是 一 个 单纯 的 曲线 型 森 收 缩 , 则 存在 另 一 个 单纯 
曲线 型 森 收 缩 8 :X' 一 Y' ,使 得 Y' 只 有 典范 奇 点 . 

WX BX 的 这 种 转换 过 程 称 为 一 个 正 向 翻转 (directed 
flip). 苏联 数学 家 V. V. Shokurov 已 于 1985 年 证 明 ,从 一 个 给 定 
的 曲 体 和 出 发 ,最 多 只 能 做 有 限 多 次 正 向 翻转 . 因此 ,如 果 关 的 小 
平 维 数 不 是 一 ce, 则 一 定 可 以 通过 有 限 次 的 曲面 型 森 收缩 和 正 向 
翻转 , 达到 一 个 双 有 理 等 价 于 X 且 不 再 有 森 收 缩 的 曲 体 XX', 即 X 
的 极 小 模型 . 这 样 就 把 曲面 的 极 小 模型 理论 成 功 地 推广 到 了 三 维 
的 情形 . 

从 森 翻 转 定理 还 可 以 立即 得 出 关于 曲 体 的 一 个 重要 推论 : 光 
清 曲 体 的 典范 环 是 有 限 生成 的 ,因而 典范 模型 是 一 个 射影 代数 簇 . 

由 此 可 以 看 出 ,目前 人 们 对 于 曲 体 的 了 解 大 致 上 相当 于 者 大 
利 学 派 在 曲面 情形 所 达到 的 程度 . 关于 曲 体 研究 的 更 详细 的 介绍 ， 
请 参见 [6],[13],[14]. 
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$1 引 


直到 最 近 , 数 论 (或 者 有 人 更 愿意 称 它 为 算术 ) 的 研究 经 
久 不 衰 且 大 放 异 彩 ,这 不 仅 在 于 献身 于 它 的 人 数 众 多 ,更 是 由 
于 它 的 精深 和 优美 . 与 此 同时 ,或 许 无 与 伦比 的 是 它 所 激发 出 
来 的 那 种 热情 , 那 种 由 Euler Gauss Eisenstein 和 Hilbert 这 
样 一 些 伟 人 用 各 自 感 人 的 言辞 所 表达 的 狂热 之 情 . 
André Weil《 从 历史 看 数论 》1983 ,前 言 


代数 数论 是 数论 的 一 个 分 支 , 它 起 源 于 初等 数论 . 大 家 知道 ， 
初等 数论 的 基本 问题 是 研究 整数 的 算术 性 质 ( 整 除 性 质 、 同 余 性 
i. RADA) 以 及 方程 或 方程 组 的 整数 解 ,或 者 说 ,初等 数论 
是 研究 有 理 数 域 Q 和 它 的 整数 环 Z 的 算术 特性 . 而 代数 数论 ,就 
其 古典 意义 下 , 则 是 研究 任意 代数 数 域 ( 即 有 理 数 域 的 有 限 次 扩 
域 ) 和 它 的 (代数 ) 整数 环 的 算术 和 代数 特性 . 从 18 世纪 直到 20 世 
纪 初 ,人 们 在 研究 数论 问题 时 创造 了 许多 重要 的 代数 概念 ,将 代数 
学 推进 到 “抽象 ”代数 (或 叫 近世 代数 ) 阶段 . 将 这 些 新 的 代数 工具 
用 于 数论 研究 , 便 建立 了 古典 的 代数 数论 . 无 论 在 历史 上 还 是 在 当 
今世 界 , 均 有 为 数 众 多 的 杰出 数学 家 致力 于 代数 数论 的 研究 ,引入 
新 鲜 的 和 深刻 的 思想 和 工具 ,使 这 门 学 科 不 断 地 取得 重大 成 果 , 也 
不 断 地 提出 一 些 挑战 性 的 新 课题 和 新 猜想 ,吸引 有 志 的 年 轻 人 加 
入 代数 数论 研究 队伍 的 行列 . 近年 来 . 代数 数论 以 其 丰富 的 成 果 和 
深刻 的 思想 方法 与 代数 几何 、 群 表示 理论 ,调和 分 析 、 微 分 几何 和 
LE 微分 方程 等 许多 其 他 数学 领域 相互 渗透 和 交织 ,不 仅 促进 了 这 
些 学 科 的 发 展 ,产生 了 许多 边缘 性 数学 分 支 ,而 且 也 大 大 改变 了 数 
论 的 面 魏 ,形成 了 现代 代数 数论 的 各 种 分 支 和 流派. 

人 们 常常 把 数学 的 抽象 性 与 联系 实际 对 立 起 来 ,但 实际 上 , 数 
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学 的 抽象 性 恰好 决定 了 它 应 用 的 普遍 性 和 广泛 性 . 数学 的 深刻 性 
恰 好 决定 了 它 应 用 的 有 效 性 . 代数 数论 这 门 学 科 是 多 年 来 人 类 智 
2X 和 思维 的 高 度 创 造 性 的 结晶 ,在 国民 经 济 和 国防 建设 中 已 经 发 
挥 了 巨大 的 威力 . 1983 年 ,由 丘成桐 等 美国 11 位 著名 数学 家 撰写 
了 一 份 报告 ,评述 数学 研究 的 最 新 进展 ,从 以 下 摘录 的 其 中 三 段 可 
见 代 数 数论 在 计算 机 科学 ,通信 工程 等 实际 领域 的 重大 影响 (全 文 
见 《 数 学 译 林 》1985 年 第 4 卷 第 2 期 )， 


“计算 机 的 出 现 使 得 计算 理论 成 为 数学 研究 的 一 个 领域 ， 
它 坚 实地 建立 在 诸如 概率 论 , 组 合 学 、 代 数 儿 何 和 数论 这 些 现 
代数 学 主流 的 方法 和 土壤 之 上 ,从 而 为 实际 计算 机 科学 家 创 
造 了 许多 重要 的 工具 .” 

“有 效 的 算法 常常 有 重要 的 实际 价值 ,值得 注意 的 例子 
有 :快速 Fourier 变换 和 它 在 信和 号 处 理 中 的 应 用 ,在 数论 和 有 
限 域 理论 中 近来 发 展 的 随机 化 算法 和 它们 在 纠 错 码 和 密码 学 
中 的 应 用 .” 

“编码 理论 与 密码 学 的 发 展 是 “纯粹 数学 在 应 用 领域 得 
到 出 人 意料 应 用 的 一 个 突出 的 例子 . 几 年 前 ,A. Weil 于 1948 
年 的 数论 工作 已 经 用 于 编码 理论 . 去 年 ,一 个 苏联 数学 家 小 组 
把 Deligne, Rapoport, Ihara 和 Langlands 近来 在 代数 几何 这 
一 最 抽象 领域 的 工作 用 于 设计 达到 理论 上 有 效 性 的 纠 错 码 ， 
而 设计 这 种 纠 错 码 在 以 前 被 认为 是 不 可 能 的 .” 


限于 本 文 的 篇 幅 和 作者 的 学 识 水 平 ,这 里 无 法 全 面 介 绍 代数 
数论 的 发 展 历史 , 它 的 全 部 光辉 思想 ,丰硕 的 成 果 以 及 广泛 的 应 用 
前 景 . 我 们 只 试图 简要 和 通俗 地 介绍 代数 数论 的 最 基本 内 容 、 思 
想 . 方 法 、 结 果 和 历史 发 展 的 轮廓 . 
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$2 Gauss 和 Kummer 古典 代数 数论 的 


创始 人 


从 公元 前 3 世纪 的 Diophantus 到 17 世纪 法 国 的 Fermat, 对 于 
方 程 整数 解 问题 作 了 大 量 的 研究 ,但 是 许多 求解 方法 往往 是 针对 
某 个 特定 的 方程 ,缺乏 系统 的 理论 和 工具 .到 18 世纪 末期 ,年 轻 的 


德国 数学 家 Gauss 在 研究 二 平方 和 问题 时 ,开创 了 一 种 有 深远 影 


响 的 新 方法 . 

所 谓 二 平方 和 问题 即 是 :哪些 自然 数 可 以 表示 成 两 个 整数 的 
平方 和 ? 即 :对 哪些 自然 数 ”方程 

zr Hy =n 

有 整数 解 (zx,y)? 

例如 在 10 DAs = 12+ 07,2 = 124+ 17,4 = 2? + 07,5 = 2? 
+17,8 = 2? + 27,9 = 3? + 0,10 = 3? + 17,8] 3,6 807 KE 
二 整数 平方 和 . 

Gauss 的 天 才 想 法 现在 看 来 也 许 是 很 平凡 的 ;他 把 这 个 纯粹 
是 整数 上 的 初等 数论 问题 放 到 复数 域 中 来 考虑 ,在 复数 范围 内 ,zz? 
+y 可 以 分 解 成 

ay = (r44—1y»G-— /—1y -|z t /—1yl*. 
于 是 ,Gauss 考虑 形 如 z 十 V 一 ly 的 复数 ,其 中 z,yE ZB xy 
为 有 理 整 数 ), 这 种 数 现在 称 为 Gauss 整数 . 不 难 验证 :两 个 Gauss 
HDF Gauss 整数 ,用 现在 的 语言 ,集合 
Z[4^-1]»9 {z+ Vv—1ylr,y€ Z} 

形成 (交换 ) 环 ,现在 称 为 Gauss 整数 环 . 如 果 我 们 定义 

N(G + /—1» = (z+ /|—1y»G-— Ziy) 

= rt VZ iy =r +7 
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为 复数 了 十 V/ — 1y 的 绝对 值 的 平方 ,这 叫 作 复数 + 十 V 一 ly 的 
范 数 . 那 末 二 平方 和 问题 便 可 叙述 成 : 

哪些 自然 数 n 是 Guass 整数 的 范 数 ? 

对 于 任意 两 个 Guass 整数 a 和 8, 易 知 

N(aB) = lapl’ = |a|? - |8]? = NNA). 

因此 25 EI ER mU m E Gauss SER a fl 2 LC Ml nm 是 Gauss 
整数 ap 的 范 数 . 这 就 表明 : 若 n 入 均 是 二 整数 平方 和 , 则 nm Bn 
是 如 此 . 

进一步 , 当 n 是 素数 p 的 情形 ,Gauss 证 明了 :素数 户 是 二 整数 
平方 和 的 充分 必要 条 件 是 p = 2 或 者 p = 1(mod4) CHI p BMA 
1 的 奇 察 数 ). (于 是 :素数 p 不 为 二 平方 和 Sp = 3(mod4). ) 

为 了 对 于 任意 的 自然 数 研究 方程 H+ y = RR. 
Gausss 仔细 考查 了 环 Z[ Vv 一 1] 的 算术 特性 . 他 发 现 这 个 环 也 具 
有 与 有 理 整 数 环 Z 相 类 似 的 唯一 分 解 特性 . 即 可 以 定义 一 些 
"Gauss 素数 ”, 而 每 个 Gauss 整数 均 可 以 本 质 上 唯一 地 表示 成 有 
限 个 Gauss 案 数 之 积 , 这 样 的 交换 环 现在 叫 作 唯一 因子 分 解 整 环 . 


利用 环 Z[ /— 站 的 唯一 因子 分 解 特性 ,Gauss 彻底 解决 了 二 平方 
和 问题 : 

定理 (Gauss) 自然数” 可 表 成 二 整数 平方 和 的 充分 必要 条 
件 是 = 4:8B, 其 中 A,B 是 自然 数 ,8 = 1 或 者 B 为 有 限 个 不 同 素 
数 之 积 , 并 且 B 的 每 个 农 因 子 为 2 或 模 4 余 1. 

例 »2728—2*7-*13—2'- (27-13, BF 72m 
3(mod4) ,可 知 728 不 是 二 整数 平方 和 . 

19 世纪 中 期 ,德国 另 一 个 数学 家 Kummer 研究 著名 的 Fermat 
RM. nS ON HET + y = zx" 没 有 整数 解 (x,y,z) 使 得 yz 
ze 0. 大 家 知道 ,为 了 证 明 这 个 猜想 ,我 们 只 需 对 nn = 4 和 为 奇 素 
数 p 的 情形 证 明 即 可 . Fermat 本 人 用 “无 穷 下 降 法 ”证 明了 = 4 
的 情形 ,而 p = 3 的 情形 由 Euler 和 Legendre 证 明 ,p = 5 情形 由 
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Dirichlet 证 明 . 其 证 明 傅 来 愈 复杂 .Kummer 想到 了 采用 Gauss 的 
方法 , 即 把 这 个 纯粹 初等 数论 问题 放 到 复数 域 中 考虑 , 令 包 一 < ， 
则 x 一 zx? 在 复数 域 中 可 以 分 解 成 p 个 数 之 积 ,而 Fermat 方程 x? 
+ yh = z^ 变 成 
Gr — 2) — 62) — Cx) eee (a — 5x) m— y. 
14640 e D ILE 
不 难 验证 ,集合 
Z [£,] = {ay + at, fee à, 265 ! laos ttt, € Z} 
形成 环 .Kummer 想当然 地 认为 Z CC, 也 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 在 
这 个 假定 下 ,他 “证 明 ” 了 Fermat 猜想 ! 但 不 久 , 他 开始 怀疑 上 述 假 
定 或 许 是 不 对 的 .于 是 他 作 了 大 量 的 手工 计算 ,证 明了 当 3 志 二 
19 时, Z [6,] 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 从 而 他 用 统一 的 方法 证 明了 
4 3 xp x19 FEX x^ + y = 2^ Hy Fermat 猜想 是 对 的 . 5) -- 
方面 ,他 发 现 环 Z [82 不 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 即 其 中 存在 数 “ 具 
有 本 质 上 两 种 不 同 的 素 因 子 分 解 式 . 此 后 ,他 竭力 试图 修补 他 的 证 
明 , 于 是 创造 了 “理想 数 ” 概念, 这 便 是 近世 代数 中 “ 环 的 理想 ” 概 
念 的 起 源 . 
交换 环 R 中 的 子 集合 了 叫 作 尺 的 理想 ,是 指 满足 以 下 两 个 条 
It: 
(1) 若 a,b5 E71, 则 a 土 b6€l; 
(2) 若 a ET,r € R, 则 ar € I. 
例如 ;{0} 和 RE SHIRE R 的 理想 ,对 每 个 元 素 a E R RE 
(a) € aR = (ar|r € R} 
是 R 的 理想 . 这 种 理想 叫 主 理想 . 如 果 R 中 每 个 理想 均 是 主 理想 ， 
M R n ERG 
又 如 : 设 A 和 B 均 是 环 R 的 理想 , 则 集合 
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一 0， 


b 


(Xab ARAD |a, € A. € BJ 


也 是 RR 的 理想 ,这 个 理想 叫 作 4 和 B 的 乘积 ,表示 成 48(= BA). 

KZVI FÆR MRE ZVI] 中 不 总 是 可 进行 
i|. i-$ VI eat v0). 88 
zi /— 1] 的 最 小 域 是 

QC/— D = {a+ /— ible, B EQ). 
RQ(/—-1) 是 有 理 数 域 Q 上 的 向 量 空间 , 维 数 是 2; 即 
Q(Y 一 了 ) 是 Q 的 二 次 扩 域 . 一 般 地 , Q 的 每 个 二 次 扩 域 均 叫 作 二 
次 GIO 域 ,二 次 域 必 可 写成 形式 Q CA do Hob d 是 有 理 整 数 并 
Hd €Z. 类 似 地 ,包括 环 Z E] 的 最 小 域 是 

. Q E) = (a, + at, 十 。 十 a, S027? | as, e.. ap E Q}. 
”可 以 证 明 这 是 Q 的 p- 1 次 扩 域 ,对 于 每 个 正 整数 之 3, 令 4, = 
e. REA QR C 的 最 小 域 Q CO 叫 作 分 圆 域 ,这 是 因为 1,6， 
吕 ,……, 台 恰好 为 复 平面 上 单位 圆周 |z| = 1 的 个 等 分 点 . 

一 般 的 ,有 理 数 域 的 任意 有 限 次 扩 域 叫 作 代数 数 域 . 而 K 
中 元 案 a 如 果 是 某 个 多 项 式 

f(z) =x + az" eet anir Ha, GEZ 

( 即 f Go) 的 最 高 项 系数 为 1, 而 其 余 系数 均 是 有 理 整 数 ) HR, N e 
叫 作 K 中 的 代数 整数 . 例如 当 K 是 有 理 数 域 Q 时 ,Q 中 的 代数 整 
数 恰 好 就 是 有 理 整数 . Q 中 整数 全 体形 成 环 Z. 一 般 地 ,任意 代数 
BOR K 中 的 代数 整数 全 体 也 形成 环 , 叫 作 K 的 代数 整数 环 ,表示 
成 Ok. 要 证 明 Ox 是 环 ( 即 肥 中 两 个 代数 整数 的 和 、 差 、. 积 仍 是 代数 
整数 ) 并 不 是 一 件 容易 的 事情 ,Dedekind 正 是 为 了 证 明 这 件 事 , 创 
造 了 代数 学 中 又 一 个 影响 深远 的 概念 一 - 模 . 

ZLv 一 1 和 Z[5] 分 别 是 域 QCV 一 TI) MOL) HRA 
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NOR. 虽然 像 Z [Soo] 所 表明 的 那样 ,代数 整数 环 Ox 不 一 定 有 元 素 
的 唯一 因子 分 解 性 质 ,但 是 Dedekind 证 明了 Ox 有 理想 的 唯一 办 
子 分 解 性 质 , 即 Ox 中 每 个 非 零 理想 AC Ox) 均 可 唯一 地 写成 有 
限 个 素 理想 之 乘积 , 这 样 的 整 环 后 人 称 之 为 Dedekind 整 环 . 可 以 
证 明 

R 是 主 理想 整 环 二 >R 是 唯一 因子 分 解 整 环 

—R 是 Dedekind 整 环 . 

进而 ,对 于 任意 代数 数 域 玉 的 整数 环 Ok , 则 第 一 个 箭头 的 反 向 也 
成 立 , 即 Ox 是 唯一 因子 分 解 整 环 SOxk 是 主 理想 整 环 . 我 们 已 经 说 
过 ,Ox 是 Dedekind 整 环 , 即 具有 理想 的 唯一 因子 分 解 性 质 . 自然 
我 们 要 问 :怎样 判别 Ox 是 否 为 主 理想 整 环 ( 即 是 具有 元 素 唯一 分 
解 性 质 的 环 )? 

Ox 中 的 理想 对 于 乘法 运算 不 形成 群 ,我 们 要 推广 成 分 式 理 
想 , 它 可 定义 成 

+4 = (+4 a€ 4] ， 
其 中 4 为 Ok 的 理想 ,而 n € Z. 例如 对 天 中 每 个 元 素 a,aOk = 
(aa |a € Ox) 必 是 分 式 理想 ,这 叫 主 分 式 理想 .K 的 所 有 非 零 分 式 
理想 形成 交换 群 1x ,而 其 中 的 主 分 式 理想 形成 一 个 子 群 Px. 商 群 
Cx = [x/Px 

叫 作 代数 数 域 天 的 (分 式 ) 理想 类 群 . 代数 数论 的 一 个 重要 结果 
是 ,Cx 是 有 限 交 换 群 . 它 的 阶 hx = IC | 叫 作 天 的 理想 类 数 ( 或 简 
称 类 数 ). FE: 

Ox 为 唯一 因子 整 环 SOk 为 主 理想 整 环 

Ox 的 每 个 理想 均 是 主 理想 

SO 的 每 个 分 式 理想 均 是 主 分 式 理想 

SPx = 人 全 Cr = {1} hx = 1. 
于 是 正 整 数 hx 的 大 小 可 以 作为 Dedekind 整 环 Oxk 与 唯一 因子 整 环 
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相差 程度 的 一 个 衡量 标准 . 

现在 我 们 可 以 说 :Gauss 解决 二 平方 和 问题 (z 十 y! — 0) IE 
是 使 用 了 二 次 域 Q CV 一 了 的 类 数 为 1 这 件 事 .事实 上 ,Gauss 研 
究 了 更 一 般 的 方程 ax? 十 bry 十 cy? 二 7 的 整数 解 疝 题 , 它 与 一 般 
二 次 域 Q Md) 的 类 群 和 类 数 有 密切 联系 . 另 一 方面 ,我 们 用 忆 
表示 分 圆 域 Q E) 的 类 数 , 则 Kummer 的 前 述 结果 可 以 说 成 :车 
h, 二 1, 则 关于 x?* + y’ = z^ H Fermat 猜想 是 成 立 的 .Kummer 仔 
细 人 研究 了 分 圆 域 Q (CO 的 性 质 ,进一步 证 明了 :对 于 每 个 奇 喜 数 
PR p oh, WEF x? + y^ = z^ HY Fermat 猜想 是 正确 的 .在 
100 以 内 的 素数 中 ,除了 户 = 37,59 和 67 SHE Bm h A 
ifj Kummer 用 深刻 而 统一 的 方法 证 明了 i34 3 «P «100, 25 37, 
59,67 时 ,关于 指数 为 素数 请 的 Fermat 猜想 均 成 立 . 这 个 结果 与 前 
大 相 比 ,无疑 是 一 项 光辉 的 成 就 . 

正 是 由 于 Gauss 和 Kummer 上 述 工 作 , 开 创 了 数论 的 一 个 重 
要 的 分 支 一 一 (古典 ) 代数 数论 . 简 言 之 ,古典 代数 数论 是 研究 任 
意 代 数 数 域 和 它 的 整数 环 Ok 的 算术 性 质 和 代数 性 质 的 一 门 学 
问 , 这 一 分 支 有 许多 重要 的 研究 课题 (如 Ox 的 整 基 , 单 位 群 结构 
等 ), 但 是 中 心 问题 是 研究 代数 数 域 天 的 理想 类 群 Cx( 这 是 有 限 交 
换 群 ) 的 结构 和 类 数 hx = (Cx | 的 大 小 .而 二 次 域 和 分 贺 域 是 研究 
得 最 深刻 的 两 类 代数 数 域 . 近 100 年 来 ,代数 数 域 得 到 丰硕 的 成 
果 , 但 是 仍 有 许多 问题 和 猜想 至 今 仍 未 解决 . 关于 二 次 域 的 类 数 问 
题 , 最 著名 的 是 Gauss 的 两 个 猜想 ， 

(OD 只 有 有 限 多 个 虚 二 次 域 QCVZ OCRD d <0) 其 类 数 为 1. 

QD. 存在 无 限 多 个 实 二 次 域 QCVdZ 0. CId > 0) 其 类 数 为 
1. 

Gauss 对 虚 二 次 域 的 类 数 作 了 大 量 的 数值 计算 ,他 猜想 类 数 
为 1 的 碟 二 次 域 只 有 9 个 , 即 4= 一 1, 一 2, 一 3, 一 7, 一 11， 
— 19, — 43, — 67 和 一 163 这 9 种 情形 . 直到 1967 年 ,美国 数学 
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家 Stark 利用 模 形 式 理论 才 最 终 证 明了 这 个 猜想 . 1971 年 .Stark 
和 英国 数学 家 ,Fields 奖 获得 者 Baker 采用 超越 数论 结果 决定 了 类 
数 为 2 的 所 有 虚 二 次 域 . 1983 年 ,美国 数学 家 B. Gross # D. Zagier 
对 于 模 形 式 理论 和 椭圆 曲线 作 了 出 色 的 工作 ,再 结合 Goldfeld 在 
1967 年 的 工作 ,得 到 了 关于 虚 二 次 域 类 数 阿 题 的 更 “ 般 结 果 , 他 
们 的 pM Cole 奖 ( 这 是 数论 和 代数 方面 的 最 高 奖 ). 另 一 方 
面 , 关 于 实 二 次 域 的 Gauss 猜想 (CI), 即 是 否 存 在 无 限 多 类 数 为 1 
的 xc. 这 问题 至 今 未 能 解决 . 1986 年 H. Cohn 和 Lenstra 提 
出 一 个 更 雄心 勃勃 的 猜想 ,特别 地 ,他 们 和 缚 想 :类 数 1 的 实 二 次 域 
”在 所 有 实 二 次 域 中 所 占 的 比例 约 为 1/3. 这 与 目前 算出 的 数据 资 
料 惊人 地 符合 ,但 是 离 证 明 此 猜想 则 相距 更 远 了 . 

关于 分 圆 域 ,Kummer 计算 了 一 些 分 圆 域 Q (5,) HARA, 结 
H h, = h, = hu = hu = hy = hy = 1. Mj ha = 3. 13E: 4 
数 p > 23 AYA, > 1. 这 个 猜想 于 1971 年 才 由 日 本 数学 家 Uchida 
所 证 明 . 1976 年 ,Masley fll Montgomery 决定 出 类 数 为 1 的 所 有 分 
圆 域 Q (S,) GE 29 个 ). 这 些 结果 均 采 用 3 中 所 述 的 解析 方法 . 
XX p 叫 作 正规 的 ,是 指 ph, BW sp 叫 作 非 正规 的 . 我 们 曾经 
提 到 Kummer 的 一 个 深刻 的 结果 :对 于 正规 索 数 ,关于 方程 x 十 
yt = x! ff] Fermat 猜想 成 立 . 自然 希望 正规 索 数 愈 多 人 鳄 好 . 从 概率 
论 的 角度 考虑 ,人们 猜想 正规 素数 和 非 正 规 索 数 分 别 占 素数 的 
e^ a 60. 65% 和 39. 35 多 .已 经 证 明了 不 正规 素数 有 无 限 多 个 . 
但 是 人 们 目前 还 不 清楚 正规 索 数 是 否 也 有 无 限 多 个 . 我 们 以 hs 表 
AA BO CO 的 极 大 实 子 域 Q C, 2-0; 0 的 理想 类 数 .Kummer 
WEIT hi lAs BD Az 二 如 /及 是 整数 .Vandiver 猜想 对 每 个 素数 
ppc hy. KF h; Kummer 猜想 当 素 数 p 一 oo WA, 一 


ool Bs) ”这 两 个 铺 想 至 今 仍 未 解决 
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$3 Hilbert 的 四 个 问题 


我 们 当中 有 谁 不 想 揭 开 未 来 的 帷幕 ,看 一 看 在 今后 的 世 
纪 里 我 们 这 门 科 学 发 展 的 前 景 和 奥秘 呢 ? 我 们 下 一 代 的 主要 
数学 思潮 将 追求 什么 样 的 特殊 目标 ?在 广阔 而 丰富 的 数学 思 
想 领 域 ,新 世纪 将 会 带 来 什么 样 的 新 方法 和 新 成 果 ? 
Hilbert:《 数 学 问题 》,1900 年 ,巴黎 国际 数学 
家 大 会 上 的 演说 


自 Kummer 之 后 ,Dedekind 对 代数 数 域 的 一 般 性 理论 作 了 系 
统 的 代数 整理 . Dirichlet ,Kronecker 为 古典 代数 数论 也 作出 重要 
贡献 ,而 尤为 值得 一 提 的 是 Hilbert 的 工作 . 1897 年 ,Hilbert 应 德 
国 数学 会 之 邀 写 了 著名 的 《数论 报告 》(Zahlenbericht). 这 本 书 标 
志 着 古典 代数 数论 的 最 终 建立 . 书 中 对 于 数 域 的 二 次 扩张 ,分 圆 扩 
张 和 Kummer 扩张 的 算术 和 代数 性 质 都 各 写 一 章 加 以 详细 研究 ， 
为 数 域 的 一 般 Abel 扩张 积累 了 大 量 的 材料 和 丰富 的 感性 知识 ( 数 
域 扩张 L/K 叫 作 Abel 扩张 ,是 指 它 是 Galois 扩张 ,并 且 其 Galois 
群 为 Abel BO. Hilbert 这 项 具有 历史 意义 的 工作 导致 他 于 1898 一 
1899 年 提出 如 下 的 猜想 ;对 于 每 个 代数 数 域 开 ,以 媚 k 表示 大 的 极 
K AAA Abel 扩 域 , 则 H«/K 的 Galois 群 同 构 于 天 的 理想 类 群 
Cx, 并 且 天 中 每 个 理想 在 H. 中 均 为 主 理想 . 第 一 个 推断 于 1907 
年 由 Hilbert 的 学 生 Furtwängler 证 明 . 现在 把 He WE K W 
Hilbert 类 域 .后 一 推断 ( 叫 主 理想 定理 ) 则 是 在 日 本 数学 家 高 木 贞 
治 于 1920 年 建立 了 类 域 论 之 | 后 ,于 1930 年 才 由 Furtwängler 证 
明 . 类 域 论 是 研究 数 域 的 所 有 Abel 扩张 的 漂亮 的 理论 , 它 的 中 
心 议题 是 如 何 由 天 的 自身 特性 来 刻 划 天 的 所 有 Abel 扩张 . 例如 ， 
高 木 贞 治 证 明了 :KK 的 Abel PRA K 的 “广义 ”类 群 是 一 一 对 应 
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的 . 在 这 种 对 应 下 ,KK 的 Hilbert 类 域 恰好 对 应 于 kK 的 通常 的 类 群 
Cy. 

1900 年 ,Hilbert 在 巴黎 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 应 邀 发 表 了 
著名 的 演说 《数学 问题 》 站 在 两 个 世纪 交替 的 门 过 上 ,Hilbert 首 
先 讲 了 本 节 开 头 所 引 的 那 一 段 激 动人 心 的 话 ,随后 他 提出 了 著名 
的 23 个 数学 问题 ,这 些 问 题 的 研究 是 本 世纪 数学 发 展 的 一 个 重要 
内 容 . 其 中 第 8,9,11.12 问题 均 是 关于 代数 数论 的 . 现在 谈 谈 
Hilbert 第 12 问题 . 关于 代数 数论 的 另外 三 个 Hilbert 问题 将 在 以 
后 几 节 加 以 介绍 . 

1877 4 .Kroneckcr 销 想 :有理数 域 Q 的 每 个 有限)Abel 扩张 
均 是 某 个 分 圆 域 Q (LO 的 子 域 . 这 相当 于 说 ,所 有 分 圆 域 的 合成 
U, O €) 是 Q 的 最 大 Abel 扩 域 Q*, 其 中 如 = 6o 是 指数 函数 
f(z) = e"*(z € C) HAHA z = 1/m 处 的 值 .因此 ,上 述 猜 想 又 
可 叙述 成 : Q 的 最 大 Abel 扩 域 Q^ 是 将 指数 函数 e" 在 所 有 有 理 
点 x € Q 处 的 值 添加 到 Q 上 而 得 到 的 域 . 这 个 猜想 由 Weber F 
1886 年 证 明 ,现在 称 作 Weber-Kronecker 定理 . 

Kronecker H% [£185 35, OF FE ME IK AK. = Q C d id < 
0) 的 最 大 Abel FR K” 的 构 作 问题 .Kronecker 猜想 (他 把 这 叫 作 
青春 之 梦 Jugendtraum) : 虚 二 次 域 天 的 最 大 Abel 扩 域 K^ 是 将 
某 些 椭圆 模 函 数 在 所 有 有 理 点 上 的 值 添加 到 K 上 而 得 到 的 域 . 为 
了 证 明 这 个 猜想 , Weber 详细 研究 了 椭圆 模 函 数 的 性 质 .但 只 是 在 
建立 了 类 域 论 之 后 ,Kronecker 的 青春 之 梦 才 变 成 了 现实 . 

Hilbert 第 12 问题 是 ;对 任意 代数 数 域 K ,如何 构 作 它 的 最 大 
Abel 扩 域 K*? 他 猜想 KK“ 应 当 是 将 某 些 超 越 函 数 的 特殊 值 添加 到 
K 上 而 得 到 的 域 . 这 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 至 今 除了 对 天 为 有 
理 数 域 和 虚 二 次 域 得 到 圆满 解决 之 外 ,其 余 结果 其 少 . 20 世纪 中 
期 , 志 村 五 郎 (Shimura) 对 这 个 问题 作 了 深刻 的 工作 . 利用 代数 几 
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fuf BOE RIE fX] ESE IKK PE HK Abel 扩 域 
K”. 对 于 虚 DXX KK" 的 构 作 与 具有 复 乘 的 椭圆 曲线 (一 维 交 
换代 数 群 ) 的 理论 有 密切 联系 . 而 对 于 一 类 叫 作 复 乘 域 ( 它 是 全 实 
代数 数 域 的 全 虚 一 次 扩 域 ) 的 天 ,大 ”的 构 作 则 与 一 般 Abel EC 
维 交 换代 数 群 ) 的 算术 理论 有 密切 联系 . 这 使 代数 数论 与 代数 几 
何 及 代数 群 的 表示 理论 交织 在 一 起 ,构成 近代 代数 数论 的 一 个 十 
分 重要 而 丰富 的 内 容 . 


$4 Zeta HAIL- 函数 ~-- 解析 理论 


Zea 消 数 知道 代数 数 域 的 一 切 事情 . 我 们 正 是 在 劝说 它 
jg x E uei x. 
—-— Harder (德国 ) 


上 一 节 谈 到 数论 中 采用 代数 工具 ,这 一 节 则 讲述 数论 中 如 何 
运用 分 析 工 具 . 最 早 将 分 析 工 具 用 于 数论 的 是 Euler. 他 注意 到 ,由 
自然 数 唯一 表 成 有 限 个 素数 之 积 可 知 有 伍 等 式 

$m"-lla-»» G>. 
但 是 当 s 一 1 时 ,上 式 左 边 趋 于 + co, 由 此 证 明 存 在 无 限 多 个 素数 
b. 德国 大 数学 家 Riemann(1826 一 1866) 把 

PG) = ia^ 


n> 


看 成 是 复 变量 * = o4 ir SE HART Cn eS 
性 ,和 这 些 解析 特性 与 素数 分 布 的 密切 联系 , 不 难看 出 ,Rie- 
mann zeta iK I EG) 是 复 半 平 面 o > 了 中 的 解析 函数 . Riemann 注 
BPC) 在 *=1 处 有 1 阶 极点 ,并 且 留 数 resf(s) 一 limG 一 
DEG) = 1. 利用 这 一 事实 他 提出 关于 素数 分 布 的 一 个 猜想 . 进而 
他 证 明了 “(s) 满足 如 下 的 函数 方程 
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&(s) = €(1— s), 
Hop EC) = 77 1G/2)£G) Tii UG) 29 gamma 函数 . 借助 于 这 个 
函数 方程 ,Riemann JE £GO 解析 开拓 成 整个 复 平面 上 的 亚 纯 函数 ， 
并 且 除 了 s = 1 之 外 ,5ks) 是 解析 的 . 他 还 证 明了 s 二 一 2, 一 4, 一 
6. .… 是 5Cs) 的 零点 .进而 ,他 猜想 5Cs) 的 其 余 零点 ( 叫 非 平 凡 零 
点 ) 均 在 直线 o = > 之 上 . 这 个 著名 的 Rieman 猜想 有 许多 重要 
的 数论 推论 ,但 是 Riemann 猜想 本 身 至 今 未 能 解决 .Riemann 这 篇 
发 表 于 1860 年 的 文章 是 他 唯一 的 一 篇 关于 数论 的 著作 ,但 具有 划 
时 代 的 意义 ,因为 它 开创 了 用 解析 方法 研究 数论 的 一 门 学 科 一 一 
解析 数论 . 

Dirichlet 考虑 更 一 般 的 级 数 
LG,3)-2 $,xXGOn^ (s=o+it,o>1), 


nazi i 
Fp X BU MEE. 这 叫 Dirichlet L- 函数 . 这 个 函数 也 有 类 似 于 
LG) 的 函数 方程 ,并 由 此 把 (5,X) 解析 延 拓 到 整个 复 平面 上 . 
Dirichlet 研究 了 这 些 1- 函数 的 解析 特性 ,并 由 此 证 明了 : 设 和 
是 互 素 的 自然 数 , 则 算术 级 数 十 mL( 二 52. .…) 中 存在 无 穷 多 
个 素数 . 所 谓 广义 Riemann 猜想 是 :对 每 个 模 m ME LLC) 


的 非 平凡 零点 均 在 直线 o 一 7 上 | 
现在 设 K 是 代数 数 域 . 对 于 它 的 整数 环 Ok 中 的 每 个 理想 A, 
商 环 Ox/4 是 有 限 的 . 它 的 阶 NCA) = |Ok/A| 叫 作 理想 4 的 范 . 
Dedekind 定义 
GG) = DINA Go ito D. 


其 中 4 过 Ox 的 全 体 非 零 理 想 . ix HE K 的 Dedekind zeta 函数 . 当 

co 之 1 时 ,上 式 右边 级 数 收敛 ,从 而 弥 (s) 是 右 半 平 面 "> 1 中 的 解 

HER. 由 于 理想 范 是 完全 积 性 函数 , 即 NCAB) = NOONGOD, 

并 且 Ox 是 Dedekind 整 环 ( 即 每 个 理想 唯一 写成 素 理想 之 积 ), 从 
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而 当 o > 1 Hf Euler 乘积 展开 式 
tis) = Ga 一 NOP cb. 
Hop P st Ok WE BE. Dedekind 发 现 4) 在 *= 王 1 处 有 -一 阶 极 
Ni HEALED SE Ae BY BY 
l . 2". Gn) Ry 
Reséx G2 = lim — DEG) = 
HoR r =r K) erg = raK) Rk We De Alig SRE KK ARME 
要 数值 ,反映 天 的 代数 特性 ,hx 为 天 的 理想 类 数 . 于 是 我 们 看 到 ， 
单单 是 CK (s) 的 一 个 留 数值 便 包 含 了 代数 数 域 K 如 此 多 的 信息 . 
如果 能 够 算出 Restx(s) 的 值 , 则 上 上 式 便 给 出 计算 理想 类 数 hx 的 解 
析 公 式 . 对 于 分 圆 域 K, = Q Go. [518 FRR TEK n ISD OR 
律 ,可 知 
bx Cs) = [[LG.x"), 


Koh x DER m 8 BUBBRUE XC 是 对 应 于 X 的 本 原 特 征 . 换 句 话说 ， 
分 圆 域 的 Dedekind zeta 函数 是 已 经 熟知 的 DirichletL- KAZE, 
由 此 得 到 分 圆 域 类 数 的 解析 公式 . 事实 上 ,用 这 种 方法 可 得 到 任意 
Abel 数 域 的 类 数 解析 公式 . 德国 数学 家 Hasse 于 1952 年 所 写 
(Abel 域 的 类 数 公式 》 一 书 中 ,对 于 类 数 解 析 公 式 作 了 十 分 精细 的 
研究 . 

Hibert 第 8 问题 是 素数 分 布 间 题 和 与 此 有 关 的 Riemann fff 
想 . 与 此 同时 ,Hilbert 还 希望 把 这 些 结果 用 于 任意 代数 数 域 中 素 
理想 分 布 问题 上 ,以 及 研究 Dedekind zeta 函数 tx(s) 的 解析 特性 
20 世纪 20 年 代 ,Landau 和 Hecke 将 研究 素数 分 布 的 解析 方法 平 
行 地 移植 到 任意 代数 数 域 上 ,证 明了 素 理想 分 布 的 类 似 结果 . 
Hecke 还 得 到 bx(s) 的 函数 方程 ,从 而 将 bx(s) 解析 延 拓 成 整个 复 
平面 上 的 亚 纯 函数 .除了 在 s = 1 处 有 1 阶 极点 之 外 ,tx(s) 在 其 他 
点 均 解析 . 由 函数 方程 不 难 决定 ,tx(s) 在 左 半 平 面 上 的 零点 均 在 
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某 些 负 整数 处 ,并 且 也 不 难 决定 这 些 零点 的 阶 . 另 一 方面 ,gx GO 在 
右 半 平 面 中 的 零点 都 在 带 状 区 域 0 委 c 科 1 之 内 (一 5 十 动 ). 猜想 
这 些 非 平 凡 的 零点 均 在 直线 o = TZERA X Riemann 猜想 
对 于 任何 代数 数 域 天 都 未 能 证 明 . 关于 Dedekind zeta 函数 的 另 一 
个 著名 猜想 是 由 EE. Artin 提出 的 :对 于 任意 代数 数 域 到 和 书 , 如 果 
E c F, W Sr (s)/Se(s) 是 整个 复 平面 上 的 解析 函数 . 1947 年 ,R. 
Brauer 利用 群 表示 理论 对 于 F/E 是 Galois 扩张 的 情形 证 明了 
Artin 猜想 . 对 于 一 般 情形 ,这 个 问题 还 未 解决 . 设 4 之 2, 令 

rC) = a — O — na) tals — (1 — m)» ree 
J& bels) Æ s = 1 一 nn 处 的 Taylor 展开 ,其 中 7, 是 br(s) 在 s=1 
— n 处 零点 的 阶 , 20 世纪 70 年 代 ,Lichtenbaum 猜想 cs Al K- 群 
K, (Or) 的 阶 之 间 有 一 个 等 式 关 系 . 代数 数 域 和 代数 K- 理论 之 间 
的 这 一 猜想 的 联系 具有 深刻 的 代数 几何 背景 . 

为 了 研究 数论 的 各 种 问题 ,人 们 还 构 作 了 各 种 类 型 的 zeta 函 
数 ,例如 ;关于 数 域 Abel 扩 张 E/K BY AbelL- RRL, E/F 20,3 
FHM Galois 扩张 E/F 的 ArtinL- BR Ls, E/F; ORB 
Galois # Gal (E/F) 某 个 表示 的 特征 ), 关 于 有 限 域 上 代数 能 Y 的 
zeta 函数 Zv (5) ,等 等 . 研究 这 些 zeta 函数 的 解析 特性 (如 解析 延 
LIS 函数 方程 等 ) 在 数论 中 具有 重要 的 意义 . 这 一 切 表明 ,解析 方 
法 已 成 为 现代 数论 一 个 重要 的 工具 和 内 容 . 


$5 局 部 化 和 局 部 一 一 整体 原则 


除了 代数 和 解析 方法 之 外 ,代数 数论 的 研究 中 还 采用 拓 朴 工 
具 . 大 家 知道 ,有 理 数 域 Q 中 的 绝对 值 || 满足 如 下 性 质 : 对 于 有 理 
K a,b; 
(1)|lal > 0;#H la| = 0@a = 0; 
286 


(2)|ab| = lal * |b]; 
G) CZ JE BER) [a + 6| < lal + ibl. 
这 个 绝对 值 使 Q HL A Hausdorff 拓扑 空间 ,两 个 有 理 数 ae 和 “的 距 
离 用 数值 |a 一 5| 来 衡量 . 这 个 拓扑 空间 不 是 完备 的 , 它 的 完备 化 
是 实数 域 8. 而 每 个 实数 均 可 表 成 十 进 小 数 形式 
= Va. 107, 


Gnd ny) *** d ido. d dd; ** "A (d 


Epo <a,<9,a, € Z. 
19 世纪 末 ,Hensel 受到 解析 函数 在 一 点 的 Taylor 展开 式 的 启 
发 ,发 现 有 理 数 域 Q 中 不 仅仅 通常 的 绝对 值 满足 上 述 三 个 条 件 . 
取 任 一 固定 的 素数 p 和 任 一 实数 7.0 < y < 1 每 个 非 夫 有理数。 
可 唯一 表示 成 
mn 
其 中 4 和 4 均 是 与 p 互 素 的 整数 ,b> 0 EB a 和 4 互 素 ,而 4 是 整 
数 . 我们 令 
lal, = 7. 
而 令 101, = 0. 则 不 难看 出 ||, 也 满足 上 述 三 个 条 件 . 事实 上 , 它 其 
至 于 满足 比 (3) 更 强 的 条 件 
(3!) {a + 5|, xi maxtlal,, Jbl). 
有 理 数 域 对 于 ||, 也 是 Hausdorff 拓扑 空间 . Jal, Mf a 的 p ER 
值 . 对 于 p 进 赋值 来 说 ,有 理 数 。 中 可 被 的 全 高 军 次 除 尽 , 则 4 全 
小 .例如 对 于 一 3, 则 Il =7>7 = dol |- 2| = 71> 
= 121:. 所 以 进 拓扑 是 与 通常 绝对 值 很 不 相同 的 拓扑. 对 
于 不 同 的 案 数 和 4g,p 进 拓扑 和 g 进 拓扑 也 是 不 同 的 .有理 数 域 Q 
对 于 请 进 拓扑 是 不 完备 的 , Q 对 于 ||, 的 完备 化 是 Q 的 扩 域 , 叫 作 
P 进 数 域 ,表示 成 Q,. Q, 中 每 个 元 素 叫 作 p 进 数 ,每 个 非 零 p 进 数 
4 唯一 表示 成 
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a=a_,° pU + a. ap ndl 十 ， NC. SN ap’, 


E 


da € (Ol. ep deas x Or lal, = Y. REL RI a = 
Sap GR lal, m D Ri ami p EERO TE TTC BF - Wp 进 整 数 环 ， 


Azo 


表示 成 Z,. 显然 ZCZ,. a= 2 BZ, 中 可 逆 元 素 的 充 要 条 件 


是 a, 天 0( 即 [a], = Dini p HEALY. BAK p 进 单位 形成 乘法 群 
U,: 叫 p 进 单位 群 .于 是 ， 每 个 非常 p iita € Q, 均 唯 一 表 成 a = 
p"，e, 其 中 nn EZ,e EU 今后 记 n =V O Ela], = Y, 
而 a € Z, OV,(a) > 0;a € U,V, (a) = 0). 

可 以 证 明 , Q 中 满足 条 件 (1), (2), (3) 的 赋值 本 质 上 只 有 上 
述 一 些 , 即 p 进 赋 值 | 1,《p 过 所 有 素数 ) 和 通常 的 绝对 什 | |. 通常 
把 || 记 成 |.» AH HE CPR RE. 每 个 Q, 叫 作品 在 处 的 局 部 域 ( 包 
H Q。==R, 这 是 Q 在 p = oo 处 的 局 部 域 ). 

设 天 是 任意 代数 数 域 , 已 是 整数 环 Ox 的 一 个 素 理想 . 由 于 Ok 
是 Dedekind 整 环 ,对 于 天 中 每 个 非 零 元 素 4. 主 理想 (a) = a0, 可 
写成 (a) = P"4, 其 中 n E Z, 4 是 分 子 分 母 均 与 已 互 素 的 分 式 理 
想 . 记 Vr(e) — n, al, = 7 = Y" ,而 令 10l>=0, 则 | 是 天 的 
一 个 赋值 ( 即 满足 条 件 (1),(2),(3). 事实 上 , ||, 满足 (3'). 对 不 同 
的 素 理想 已 , || ,给 出 K 的 不 同 拓扑 . 另 一 方面 ,天 还 有 一 些 无 限 赋 
. 值 . 若 天 是 Q 的 = 次 扩 域 , 则 天 = Q (2) ,其 中 2 是 某 个 2 次 不 可 约 
多 项 式 f(x) € QU] HH. WK 中 元 素 唯一 表示 成 

cy 二 CI 二 十 CT C E. 
B f(z) 的 nn 个 根 为 
0, 80, Lu tt) eB een ttt, eo, (ri + 27, =n), 
其 中 前 7 个 为 实 根 ,后 2r: E r MH (D, um FS 
Lr) SET IO Si <n) RH 
oK — C, 
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o,(C, + CÓ 4-4 C, 897) — Cy + CU Het CLE 
是 到 C 中 的 单 同 态 (嵌入 ). 对 于 K 中 元 素 e, 令 

lal. = loca) | HP |] EE ROEA ERT ED |). Se 
<r tr) EK YMA. EY K 的 无 限 赋值 . 可 以 证 明 :代数 
TOS K ALAA P HIRE ||)? 过 Ox 的 所 有 素 理想 ) 和 上 述 
rr PARER. K 对 于 赋值 | 的 完备 化 叫 作 天 在 已 处 的 局 
BB. RAM Ke. HERR K.—RGOsisroK.-CG lx 
i [Kr +r). 

~ ALR ie, » EE Jeg FAIR K CE EE LER Kp 中 的 数论 问题 
(局 部 问题 ) 比 K 中 (整体 问题 ) 要 容易 处 理 . 通过 局 部 域 Kp 来 解 
Ue K 中 的 数论 问题 是 代数 数论 的 一 个 重要 方法 , 叫 局 部 化 方法 . 
例如 ;: 设 L/K 是 数 域 的 扩张 ,L = K(9),f(z) 是 9 在 KK 上 的 极 小 
多 项 式 , 则 Ox 中 每 个 素 理 想 P 在 Oj 中 的 分 解 情形 ,由 f(z) 在 局 
WR Ke 中 的 分 解 所 完全 决定 , 即 这 是 只 与 一 个 KK。 有关 的 性 质 ， 
这 样 的 性 质 叫 局 部 性 质 . 还 有 一 些 关 于 K 的 数论 问题 ， 由 它 在 所 
有 局 部 域 K。 上 的 解决 所 决定 ,这 种 解决 方法 叫 作 局 部 - 整体 原则 
( 即 通 过 所 有 局 部 来 把 握 整 体 ) ,或 叫 Hasse 原则 ,这 是 由 于 Hasse 
在 研究 Hilbert 第 11 问题 时 ,给 出 这 种 原则 的 第 一 个 精彩 的 例子 . 

Hilbert 第 11 问题 是 求 系数 属于 某 代数 数 域 K 的 多 变量 二 次 
方程 在 天 中 的 解 . 通过 配方 可 以 消去 方程 的 - 一 次 项 ,从 而 方程 可 
以 化 为 flay, tn) = ala € K), 其 中 f(x, cn) 


Daven, 是 系数 ai 属于 K 的 二 次 型 . 
一 般 的 , 设 gi tur) 是 系数 属于 K 的 任意 多 项 式 ， 由 K 
C Ke B[ AD BAB gon tttm) = 0 在 KK 中 有 和 解 , 则 它 在 每 个 局 
部 域 Kr 中 均 有 解 .但 其 道 命题 通常 不 成 立 . 1923 年 ,Hasse 对 于 二 
次 型 的 情形 证 明了 如 下 的 漂亮 结果 : 设 Gs cm = 
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a nay) € K,i 

01) 对 每 个 0 闫 aE KB fs en) 一 < 有 整体 解 ( 即 
在 天 中 有 解 ) 忆 该 方程 局 部 处 处 有 解 ( 即 在 每 个 局 部 域 Ks 中 有 
WE). 

(2) f Cay. ttn 0 有 整体 的 非 零 解 ef lri tet, Tn) = 0 
在 每 个 局 部 域 K,; 中 均 有 非 零 解 . 

Hasse 还 得 到 关于 二 次 型 的 另 -- 些 局 部 - 整体 结果 . 现在 我 们 
DAK = Q 举例 说 明 如 何 利 用 Hasse 原则 . ilt a,b 是 Q, 中 非 零 元 
REM 
ab} AUR z'—az!—by! — 0 # Q, 中 有 非 零 解 (z,ayy); 


P 一 1 ,和 否则. 
ix | Hilbert 符号 ,显然 
a,b b,a ac’ ,b a,b 
— i; 二 ||, || 二 | 一 0 ` 
"d b 5 | 22) (其 中 天 cEQ) 
a.b) - [ iiec oot 
Md 1,28: RU. 


MERA pHa = pub = p^v.u,v € U,, lj Hilbert 符号 可 用 下 
列 公式 来 计算 :对 于 奇数 p， 
ak 


a,b u y? 
一 一 | 一 (一 | wo 二 | 
[Faves 

(— eC) teen + Burts) ， 


b 
而 


a.b 


其 中 | z) JJ Legendre 5 .e(u) = m = wot 对 于 
对 角 二 次 型 fay, tn = auri dere aua; € Q— (0). Æ 


X 


«d = qp [2:9]. 


lei jaan p 
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W aa, sas sa FQ, PEETER UTE art + a,c} + art = a dE 
Q, 中 有 解 的 充分 必要 条 件 是 :或 者 一 anaa 为 Qs 中 非 平方 元 
素 , 或 者 ana, 是 Q 中 平方 元 素 并 且 | 一 et = 
e CO. 特别 地 :对 于 a € Z, 则 好 十 好 十 如 一 < 在 Q 中 有 解 的 充 
分 必要 条 件 是 :或 者 一 “是 Qy 中 非 平方 元 素 ,或 者 a HQ, PE 


woe me (4) = 1 注意 当 记 为 奇 素数 时 ， 
[=] = 1. 从 而 < 在 Q, 中 总 可 表 成 三 个 数 的 平方 和 . 由 于 
| 二 | = 一 1 从 而 只 有 非 负 整数 4 才 可 表 成 三 个 实数 的 平 


方 和 ,最 后 ,| 575] 一 一 1. 因此 在 Q; 中 可 表 成 三 平方 和 的 
充 要 条 件 是 一 “为 Q 中 非 平方 元 素 . 于 是 由 Hasse 原则 : 正 整 数 
是 三 个 有 理 数 平方 和 的 充 要 条 件 为 一 是 Q 中 非 平方 元 素 , 即 n 
= 4' ib, RP 4 e b,b Æ 7 (mod). REI: Hn 可 表 为 三 个 有 理 
数 平方 和 , 则 必 可 表 为 三 个 整数 的 平方 和 . 于 是 我 们 得 到 

Gauss E38 EBR n 可 表 为 三 整数 平方 和 的 充分 必要 条 件 
是 = 4° .6 其 中 0 天 7(mod8),4 mb. 由 此 不 难 证 明 ; 

Lagrange 定理 “每 个 正 整 数 均 可 表 成 四 个 整数 的 平方 和 |. 

一 般 说 来 ,研究 方程 agna, = a (a;;,a EZ) 的 整数 解 和 解 
数 公式 , 则 是 比 求 域 中 解 更 为 困难 的 数学 问题 . 研究 这 问题 的 重要 
工具 是 模 形式 理论 . 另 一 方面 ,对 于 一 般 的 高 次 多 项 式 方程 没有 
Hasse 的 局 部 整体 原则 ,所 以 研究 它 在 某 代数 数 域 类 (或 其 整数 环 
On) 中 的 解 是 很 困难 的 . 但 是 对 于 形 如 y = 2° 十 az 十 6 的 方程 
经 有 很 丰富 的 理论 ,形成 数论 一 个 重要 分 支 :椭圆 曲线 理论 . 下 节 
我 们 扼要 介绍 模 形式 和 椭 并 曲线 这 两 个 有 密切 联系 的 数论 分 支 
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$6 模 形式 和 椭圆 曲线 


WfGfe Sz) = Mas ux 是 正定 二 次 型 ,其 中 mrE Z. 对 


于 每 个 整数 m 0,j(zi sn) 一 由 有 有 限 多 整 解 (zi， n) 
€ Z". 整 解 个 数 叫 作 / AUR m 的 表 法 数 ,表示 成 Cf,m). 它 的 母 函 
数 为 


^ 3 
0r(z)— rf mem = 5 eS W, 
m=0 Tere 


由 于 了 是 正定 二 次 型 , 当 ELE = {z= a tiyly> 
0} 时 上 面 级 数 收 剑 , 因 此 br(z) 是 如 中 解析 函 数 , 叫 作 关于 二 次 型 
/的 theta E 于 是 ,研究 -Cf,m) 的 值 归结 于 研究 0/(z) 的 性 状 . 
事实 上 ,对 于 满足 一 定 条 件 的 二 次 型 /,6/(z) 是 某 种 类 型 的 模 形 
X. 
我 们 以 SL, CZ) 表示 行列 式 为 1 的 整 系数 2 阶 方 阵 全 体形 成 
的 乘法 群 . 则 妞 上 解析 函数 O 叫 作 权 为 24 的 模 形式 ,是 指 它 满 
足 如 下 两 条 件 : 


(D f zr (cz + dY* f(z), 对 每 个 | < 


sess [^^] = [V] , 则 fe 上 = f(z), 即 了 是 周期 为 1 的 了 
数 ,从 而 有 Fourier 展开 . 我 们 还 要 求 展开 式 没有 “ 负 ” 项, 即 
(1) fæ) = Ma" (q= e). 


m=0 


模 形式 的 例子 : 
fil 1(Eisenstein 级 数 )” 设 为 正 整数 ， 


G,—6G,()-— 5 Gnz--n) ^^. 
cm Ee 0) 


当 上 之 2 时 ,此 级 数 在 H 中 收敛 . 不 难 证 明 Gi(z) 是 权 2k 的 模 形 
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€ SL,( Z), 


X CH) Fourier 展开 式 为 


(ani) SN m 
Gie) = D + 2+ ca D] PA ， 


HB EGO A Riemann zeta M ,o, (m) = > ,dt( 即 m 的 全 部 正 因 
dim 
FH k REZ Fl). 
车 F(z) EGO SHAR kk 的 模 形 式 , 则 F(z)E(z) 是 权 
k +k ARER. 令 Mi 为 所 有 权 上 的 模 形 式 全体 , 这 是 C 上 的 向 量 
空间 .而 M = 1M, 是 分 次 的 代数 .可 以 证 明 M = C [G,,G,]. 于 


是 对 每 个 k 守 0, (G26$|2a 十 38 = 二 上 ,a,B € Z,a,B 之 0) 是 向 量 空 
间 M, 的 一 组 基 . 特别 地 


dimM, — 5 1] 二 [f] 84-1 (mod 6); 
sw [p] vem. 


例 2 (TKAM theta BHO BSC eez) = » 
ajjz;Tj 其 中 (Ca) 是 正定 对 称 整 阵 , 并 且 主 对 角 元 素 as (1 Si <n) 
WAAR iii det(a;;) = 1. APPA HEAR. 8 |n JE HO, GO 是 权 n/2 的 模 
X X. AMX n = 8 时， 


[? 0 —1 0 0 0 0 0 

0 2 0 -1 0 0 0 0 
-1 0 2 —1 0 0 0 O0 
0 —1-—1 2 -1 0 0 0 

(aj) = 

0 0 0 —1 2 —1 0 0 
0 0 0 0 —1 2 -—1 0 
0 0 0 0 0 —1 2 -1 
0 0 0 0 0 0 —1 2 


满足 上 述 条 件 . 从 而 br(>) € M; = CGz. 因此 05) = aGs(z), 其 
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H aE C. 由 于 当 2 mW r(f,m) = 0. 而 r( 太 0) 一 1. 因 此 
br(z) 一 1 十 Dir(f,2m)q", 


mzl 
G,G) = 2660 + 2 £^ Ns onn, 
M mzl 
m 
£a) = 30° 
可 知 br(z) = atc 2(z) Ali r(f,2m) = 2408,00). Od m > 
1). 


为 了 适用 于 更 多 的 二 次 型 ,我 们 还 要 研究 更 一 般 的 模 形 式 ( 例 
MRC 只 对 SL( 7Z) 的 某 个 子 群 成 立 ,等 等 ). Ir OD 表示 


m 3 n "个 整数 平方 和 的 表 法 数 , 令 0(*) 一 Ua 一 1 二 


2» , 则 Oz) = Litman, 4 n BBE A n DS 4 Bt ee) 


是 某 种 类 型 的 权 n/2 的 模 形式 ， 利用 这 种 模 形 式 空间 的 基 , 并 将 
8G) 表 成 基 的 线性 组 合 , 比较 Fourier 系数 可 得 到 
rm) = 8 Dd relm) = 16 31 Dod, 
d|m dim 

等 等 . 而 对 于 n 为 奇数 的 情形 ,为 了 得 到 ,Cm) 的 公式 ,需要 研究 
半 整 权 的 模 形 式 . 为 了 研究 用 一 个 二 次 型 表示 另 一 个 二 次 型 的 问 
Bi, 则 有 模 形 式 的 高 维 推广 , 叫 作 Siegel 模 形式 . 另 一 种 推广 是 将 
Q 改 成 任意 代数 数 域 天 , 即 研究 系数 属于 Ox 的 二 次 型 表示 Ox 中 
数 的 问题 ,这 种 推广 叫 Hilbert 模 形式 . 上 述 各 种 类 型 的 模 形式 全 
体 均 形成 C 上 有 限 维 向 量 空间 . 

模 形 式 理论 的 最 基本 问题 是 :计算 各 种 类 型 模 形式 空间 的 维 
数 ,给 出 它们 的 一 组 基 , 研 究 模 形 式 Fourier 系数 的 数论 意义 和 性 
质 ( 整 性 , 渐 近 估计 , 同 余 性 质 等 ). 这 个 基本 问题 目前 也 只 对 少数 
情形 得 到 满意 的 解决 . 模 形式 理论 是 现代 数论 一 个 非常 活路 的 分 
支 , 它 与 许多 其 他 分 支 都 有 紧密 的 联系 . 
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给 了 两 个 复数 gz gon 一 278i 天 0, 则 存在 w6E HR 
60G; (v) = £2+140G,(w) = £3. ^ 
7(z) = YG,o) = X) [(G — (m + n9))7* — Gn + n9)7*] 
(m Inu o.) 
= z + $ (2k + DG lw)”, 
PE 


lll Cr.) = (CY(z),7Y'(z)) 满足 方程 
E: y = 425 — gor — gy. 
Weierstrass 7 函数 , 它 是 双 周 期 的 复 值 亚 纯 函数 , 即 7(z) = yz 十 
1) — XY(z 十 w). 并 且 7 在 z= 二 0 处 有 2 阶 极点 .并 且 我 们 有 一 一 对 
应 
C/Z + wZ — E,z e Q(z),Y (2)), 

其 中 0 在 EE 中 的 象 看 成 是 曲线 上 的 “无 穷 远 点 ”. 由 于 C/Z 十 wZ 自 
然 是 加 法 交换 群 ,从 而 通过 上 述 对 应 关系 可 将 曲线 记 的 所 有 复 解 
(y) 之 间 引 入 加 法 运算 ,使 之 构成 交换 群 , 零 元 素 为 无 穷 远 点 . 
于 是 ,我 们 由 模 形 式 转 而 介绍 现代 数论 的 另 一 分 支 一 一 椭圆 曲线 


”算术 理论 . 


设 天 为 域 ,a,b € 天 ,4as + 276° 天 0, 则 曲线 
E;y = r’ + ar +b 
中 的 解 (z,y)(z,y € K) 而 构成 的 集合 (包括 无 穷 远 点 0), 则 可 定 
义 加 法 运算 使 EC(K) 为 交换 群 . 当天 是 代数 数 域 时 ,著名 的 Mordell- 
Weil 定理 是 说 , 群 E(K) 是 有 限 生成 的 ,从 而 可 分 解 为 ， 
E(K) = E(K) + E(K),( 直 和 )， 
RP EK), È EGO 的 有 限 阶 元 素 的 构成 的 子 群 ,这 是 有 限 交换 
BÉ. 而 ECK); RF Z, r = rank (ECK)) 叫 作 群 ECK) 的 秩 . 
椭 贺 曲线 算术 理论 的 最 基本 问题 是 ;对 于 给 定 的 代数 数 域 天 
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AGE EK 上 的 椭圆 曲线 E. sog EC REM ZH) Fi 
rank (E(K)) Jf FLA E ECK); 的 -一 组 基 . 

APP AR T Him dg ze E ie ECKO, 不 太 困 难 ,这 可 通过 和 研究 
EK p CAL bk P hài (E K o 的 结构 而 解决 但 是 决定 玖 (天 ) 是 十 分 
困难 的 . Xp EK 的 结构 有 如 下 两 个 重要 狂想, 我们 令 

TOR) = (ECK E 为 定义 于 K 上 的 椭圆 曲线 }. 
猜想 1 对 于 每 个 代数 数 域 开 ,7(K) 是 有 限 集合 , 换 句 话说 ， 
只 有 有 限 多 个 有 限 交 换 群 可 作为 定义 于 天 上 某 椭圆 曲线 的 
torsion 部 分 . 

这 个 猜想 目前 只 对 天 = Q 的 情形 被 解决 . 1978 年 ,哈佛 大 学 
的 B. Mazur 证 明了 :7(Q) 由 下 列 15 个 群 组 成 : Z/ (NZ) (1 委 六 
x 10,N = 12), Z/(2Z)@Z/(2NZ) (1 SN <4). 1969 Æ, HK 
数学 家 Manin 证 明了 :对 于 每 个 代数 数 域 K 和 每 个 素数 户 , 集合 
(ECK), 的 p-sylow TRE | 五 为 定义 于 玉 上 椭圆 曲线 } 是 有 限 的 ,但 
是 猜想 ] 对 于 每 个 天 AQ 目前 均 来 解决 [后 记 1). 

猜想 2 (rankCE COO )1E 为 定义 于 QQ 的 椭圆 曲线 ) 是 无 限 集 
合 . 换 句 话说 ,定义 于 Q 上 的 椭圆 曲线 的 秩 可 以 任意 大 . 1985 年 ， 
J.F. Mestre 构 作 出 rank(E(Q))214% Q E BL da Ze E, (BE 
48 2 本 身 仍 未 解决 . 

设 天 是 有 限 域 F, 上 的 椭圆 曲线 , 则 对 于 每 个 az 之 1, 匹 也 是 Fy 
上 的 椭圆 曲线 ,以 N, 表示 LECFSO |, 即 EE 在 Fr 中 的 解数 (包括 无 
穷 远 点 ). 母 函 数 


Z;(T) = exp( MNT /n) 


n fE jd Rl d F, 上 椭 加 曲线 E 的 zeta 函数 . 1935 年 ,Hasse 和 
Davenport 证 明 T. 
aT + qT” 加 u 
(ODZz (Op 9) = "gc Tuch hte = (1 十 9) Ni; 
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DREH Z| 75) = Ze); 

(31 — aT + qT? = ( — eT) — aT), BPR lel = Vg; 

(4) 对 每 个 4 宇 1,N, = (OH aD 一 (o +e"). (于 是 由 (3) 可 
Al IN, — A +q")| x 29". ) 
MEST =q Hid £6) = Z&GCO , 则 (2)》 中 函数 方程 可 写成 
Sel 一 3) 一 和 (9). 而 (3) AT LARGER oes) 的 两 个 零点 均 在 直线 
Rs) = i 上 ,这 正 是 关于 Riemann zeta HW £(5) 的 Riemann 猜 
想 在 有 限 域 上 的 模拟 ,我 们 在 下 节 还 要 回 到 这 个 议题 中 来 . 最 后 ， 
(4) 式 的 意义 是 :由 EE 在 FF 中 的 解数 Ni 可 完全 决定 EE 在 所 有 扩 域 
Fein 之 1) 中 的 解数 NN,. 

现在 设 E:y’ = xar 十 5 是 代数 数 域 K 上 的 椭圆 曲线 ,于 
是 4a* + 270^ 关 0, 从 而 对 OO 中 几乎 所 有 ( 即 除 有 限 个 之 外 ) 的 素 
E P,a 和 4 均 是 P 进 整数 ,并 且 48 + 200 EP. 对 于 这 种 已 , 通 
过 将 系数 模 已 之 后 , 正 变 成 有 限 域 F = Ok/P 上 的 椭圆 曲线 EE,(q 
= 9(P)), 叫 作 上 E 在 P 处 有 好 的 约 化 , 我 们 以 Le G) 表示 有 限 域 F 
上 Ep ff zeta BRB Se, GO 的 分 子 1 一 apg CP) + qCP) 70 对 于 使 
有 坏 约 化 的 已 ,我 们 也 适当 定义 Le (s) GET ABO. 将 所 有 这 些 
局 部 因子 收集 在 一 起 ,得 到 的 整体 函数 


Lels) = [4.07 = Sen 


个 级 数 在 半 平 面 R.Cs) > 3/2 Fe. 猜想 Le Go 可 解析 开拓 成 整 
个 复 平 面 上 并 且 满 足 某 种 函数 方程 .我 们 以 天 = Q 为 例 , 设 已 是 
Q 上 的 椭圆 曲线 ,Zz(s) = 27cm … 则 有 如 下 的 
谷山 -Weil 猜想 ， 
(1) (RRA ED 9 £66) = NP? Qz) Ps) Ls), HPN Ri 
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£g E [j^ S F-" (Conductor) , Wl] els) = £42 — s); 

(2) BRE Lel) = Pon !' 所 对 应 的 函数 f(z) = 2 cem Sb 
关于 同 余 子 群 N) 的 权 2 RER. 

对 于 许多 种 情形 均 已 验证 这 个 猜想 是 对 的 . 但 是 并 未 完全 解 
Jt. 1986 年 ,Frey 证 明了 :车 谷 山 -Weil 猜想 成 立 , 则 Fermat 猜想 
fii 成 立 . 这 个 结果 再 次 使 人 们 对 数论 各 分 支 之 间 的 紧密 联系 惊叹 
不 已 [后 记 2]. 

正 像 代数 数 域 K 的 zeta ER Cx GO 的 解析 特性 反映 出 域 K 的 
算术 性 质 一 样 ,人 们 猜想 Le GO 的 解析 特性 也 反映 出 群 ECOD 的 
结构 特性 . 最 吸引 人 的 猜想 是 : 

(Birch ,Swinnerton-Dyer)BSD 49 £8. i E Œ Q 上 的 椭圆 曲 
A.N Le(s) Es =1 处 零点 的 阶 ordL(s) 等 于 ~ = rank(E(Q)), 
并 且 Lels) FE s = 1 处 Taylor 展开 式 的 第 一 个 系数 limGs -一 
DUL) 也 可 用 的 一 些 数论 特性 来 表达 (详情 从 略 ). 

1977 年 ,Coates 和 Wiles 证 明了 :Zr(1) Æ 0, (BlordLe(s) = 
0)=>rankE(Q ) = oCBB EC Q) 是 有 限 群 ). 1986 年 ,B. Gross fü D. 
Zagier 证 明了 : ordLyG) = ]=>rank(E (Q0) 2 3.1987 年 ,K. 
Rubin 对 于 有 复 乘 的 椭圆 曲线 EE, 证 明了 : 当 ordLs(s) < 1 时， 
rank(E( Q)) = ordLzG). 椭圆 曲线 理论 的 这 些 最 近 成 果 使 用 了 
分 圆 域 理论 、. 模 形式 理论 .形式 群 .已 进 分 析 和 代数 几何 等 方面 的 
许多 成 就 .但 目前 BSD 猜想 离 完 全 解决 似乎 还 相距 很 远 [ 后 记 3]. 

椭圆 曲线 是 一 维 的 交换 代数 群 . 而 高 维 交 换代 数 群 即 Abel f& 
的 算术 理论 目前 也 是 一 个 活跃 的 数论 分 支 . 


$7 代数 几何 的 算术 理论 


代数 几何 的 基本 任务 是 研究 多 项 式 方程 (组 ) 在 某 个 域 或 环 
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上 的 解 与 解 集合 的 特性 , 研究 的 内 容 和 手段 有 几何 、 分 析 和 数论 
《 即 算术 ) 三 种 形式 . 这 里 介绍 代数 几何 的 算术 理论 . 

首先 应 当 介绍 最 近 项 重大 成 果 . 设 Cf(r,y) = 0 是 代数 数 
域 K 上 -条 代数 曲线 ( 则 f(x,y) € KLzx,yj),g = 二 g(C) 是 曲线 C 
的 亏 格 (genus ix AAR OT BS Bi. 当 g = CIN 是 次 数 
委 2 的 多 项 式 .研究 上 的 解 是 容易 的 . 当 & = 1 时 .C 即 是 椭圆 曲 
线 . 这 时 CCK) 是 有 限 生成 交换 群 . 特别 的 .C 在 中 有 无限 多 解 
的 充 要 条 件 是 rank(C(K)) 之 1( 猿 想 这 又 等 价 于 ead) = 0). 
1922 年 ,英国 数学 家 Mordell 提出 一 个 大 胆 的 猜想 : 当 ge (0) S 2 
AY. CCK) 有 限 , 即 曲线 C 在 代数 数 域 上 只 有 有 限 多 点 . 人 们 对 这 
个 狂想 作 了 60 年 的 努力 , 直到 1983 年 , 当时 28 岁 的 德国 人 
Faltings 利用 代数 几何 与 数论 的 最 新 成 果 一 举证 明了 这 个 狂想. 
由 于 这 项 工作 ,他 获得 1986 年 的 Fields 奖 . 

为 了 说 明 这 项 结果 的 威力 ,我 们 只 需 提 一 下 它 的 一 个 小 小 的 
推论 .熟知 Fermat 曲线 X^ + Y'= 1 的 号 格 是 g = La — DG 
一 2). 特别 当 n 之 4 时 ,g 之 3. 因 此 由 Faltings 定理 可 知 当 n 之 4 
时 ,X" 十 Y" = 二 1 只 有 有 限 多 有 理 数 解 . 而 Fermat 猜想 是 说 对 每 个 
n> 3,2" + y" = z" 没 有 整数 解 (x.y,z) 使 得 zxyz 头 0. 注意 若 (z， 
voz) fear" + y" 二 x” 的 解 , 则 对 每 个 0 关 a E Z, (axr,uy,az) 也 是 
它 的 解 ,这 样 两 个 解 称 作 是 本 质 相 同 的 . 不 难看 出 ,x" 十 y= xz" 的 
本 质 不 同 的 解 (z,y,z)(zyz FO) AX" +Y = 1 的 有 理 数 解 (X， 
Y) 是 一 一 对 应 的 | EX = Y= T]. 于 是 由 Faltings 结果 扒 
出 ;对 每 个 n Sh 十 y" = xz" 只 有 有 限 多 本 质 不 同 的 整数 解 . 这 
是 Fermat 猜想 的 一 个 重大 进展 . 

有 限 域 上 的 代数 几何 也 具有 丰富 内 容 、 优 美 理论 和 广泛 前 景 . 
我 们 这 里 只 介绍 Weil 猜想 . 我 们 在 上 节 介 绍 过 有 限 域 上 椭圆 曲线 
的 Hasse-Davenport 结果 . 1941 年 法 国 数学 家 A. Weil 在 第 二 次 世 
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Jt 大 战 期 间 移 居 美 国 时 ,对 于 有 限 域 上 一 般 的 代数 曲线 提出 下 列 


狂想. 
设 FG) € F, [X] Cif Go) 一 0 是 绝对 不 可 约 的 非 奇 


异 代 数 曲 线 ,g = g(C) 为 C 的 亏 格 . N, 是 该 曲线 在 有 限 域 F 中 的 
(射影 ) 解数 . ZT) = exp( DN,T"/n] 为 曲线 C 的 zeta 函数 . 则 


. "E F(T) sen 
DARZ = cpu cg 其 中 FIDE 


ZIT]; 

(2) RBA OZ. | zr] = qr Tz T), 

(3) (Riemann 猜想 的 模拟 )F(0) = 1,degF = 2g, 并 且 
F(T) = [ha — wT), BR jw| = Vg (1 <i< 2g); 


(DON, 的 估计 ) N,=1+q4"— Sws. 特别 地 ,|N, 一 


(1 + 2| x 2gq"". 

1924 年 ,E. Artin IFR y = f(r), f(x) € F[x],2 q 
证 明了 上 述 猜想 . 1935 4g, Hasse 和 Davenport 对 于 椭圆 曲线 证 明 
了 此 狂想 . 40 年 代 初 期 ,Weil 采 用 数论 中 的 Gauss 和 与 Jacobi 和 对 
于 Fermat fl ££ X" + Y^ = 1 和 Artin-Schreier 曲线 证 明了 此 猜想 ， 
并 且 正 是 基于 这 些 例子 , Weil 才 提出 这 个 结果 对 于 任意 曲线 均 应 
成 立 . 这 个 猜想 首先 是 由 Weil 本 人 于 1948 年 证 明 的 . 为 了 证 明 这 
个 猜想 ,他 写 了 一 本 书 《 代 数 几何 基础 》, 这 本 书 客观 上 大 大 推动 了 
代数 几何 学 的 发 展 . 1971 年 ,苏联 数学 家 Crenanos 给 了 一 个 初等 证 
明 , 后 来 又 由 W. Schmidt 所 简化 . 而 至 今 最 简单 的 初等 证 明 是 由 
Bombieri 于 1976 年 给 出 的 ,只 用 到 Riemann-Roch 定理 . 

Weil 还 研究 了 Grassman f& , Abel 艇 等 高 维 代数 复 ,在 此 基础 
上 提出 了 如 下 的 高 维 猜想 : 设 V 是 有 限 域 F, 上 的 非 奇异 绝对 不 可 
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, L4 
o F 
A 
^V 


oy or He RON. 为 V 在 Fr 中 的 射影 点 数 .2Zv(T) = 
exp( 91 N,T"/n) 为 V 的 zeta 函数 . 则 


be 2 pps UL PDP T) ttt Pai T 
DABEZ = ^R OP T3 POP) C 


其 中 PO €ziTKOsAs20,PUD)-—1-—T.P,O)-—-1 


— gT; 
(2) (Riemann 猜想 的 模拟 ) ie degP, = B,CB, WY Betti XE 
是 某 个 上 同调 群 的 维 数 ), 则 
B, 
PAT) = [mr) (o hzx20. 
i=] 
其 中 janl = gq’; 


GORATA) z| zr] = 4 qET'Z, OD. 
2r 
Hpk = 2) (一 DBs 
had 


(4)( 解 数 估计 ) ON, = Sic D^ Dai = aq + Olgo), 
其 中 O ni5 n LX. 
1960 年 ,Dwork 用 p 进 分 析 工 具 证 明了 Zv(T) 的 有 理性 . 1964 
年 ,M. Artin( 老 E. Artin 的 儿子 ) 和 法 国 数学 家 Grothendieck 用 
后 者 发 展 的 复杂 的 代数 几何 工具 证 明了 该 猜想 的 大 部 分 内 容 . I 
下 最 困难 的 jas] = q"? 则 是 由 P. Deligne 于 1973 年 证 明 的 . 
Grothendieck 在 代数 几何 方面 的 工作 和 Deligne 对 Weil 猜想 的 最 
终 证 明 分 别 得 到 1966 和 1978 年 的 Fields 奖 ， 
有 限 域 理论 在 20 世纪 中 期 用 于 构 作 各 种 试验 设计 方案 . 随后 
便 有 效 地 应 用 到 计算 机 科学 和 通讯 工程 上 ,有 限 域 上 代数 曲线 的 
Weil 定理 用 来 构 作 相关 性 能 良好 的 二 元 序列 或 纠 错 性 能 良好 的 
线性 码 . 最 近 由 苏联 数学 家 Goppa 等 人 开创 的 代数 几何 码 ,其 纠 
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错 性 能 优 于 前 人 构 作 的 码 ,为 工程 技术 开辟 了 广泛 的 远景 和 理论 
指导 作用 (读者 不 妨 重读 一 下 8$ 1 中 所 引 的 美国 数学 家 1983 年 报 
告 中 那 段 话 ). 

最 后 我 们 扼要 谈 谈 有 限 域 上 代数 曲线 算术 理论 与 代数 数论 是 
如 何 统一 起 来 的 . 对 于 有 限 域 P 上 的 代数 曲线 C: Fr,y) = 0, 
f(z,y) € F, [23y] AIR F, (zx,y) 叫 作 曲线 C 的 有 理 函 数 域 , 它 
是 域 上 = F(x) 的 有 限 ( 代 数 ) 扩张， 因为 -和 yy 满足 f(z,y) = = 0. 
反之 ,的 每 个 有 限 可 分 扩张 均 有 形式 KK = k(y) =F, (x.y), RP 
> 在 & 上 代数 , 即 满足 某 个 方程 C:f(z,y) = 0, 即 开 是 曲线 C 的 有 
理 函 数 域 . 有 理 函 数 域 = F, GO 有 许多 与 有 理 数 域 Q 相似 的 性 
质 . 例如 Q 是 整数 环 Z 的 商 域 ,x 是 多 项 式 环 F, [zx] 的 商 域 ,而 Z 
AF, [x] 均 是 主 理想 整 环 .& 的 有 限 扩张 及 叫 作 系数 为 有 限 域 的 
单 变量 代数 函数 域 , 今 后 简称 函数 域 . Ok 是 天 中 对 F, [r] 整 的 元 
X & tk ix tdi Dedekind 整 环 , 叫 作 天 的 整数 环 . MT RROK R 
有 和 代数 数 域 很 相似 的 各 种 整体 性 质 和 理论 (如 素 理想 分 解法 则 ， 
分 层 理 论 ,类 域 论 等 ). 另 一 方面 ,函数 域 也 有 与 代数 数 域 相近 的 赋 
值 理论 ,从 而 有 相近 的 局 部 域 理论 . 现代 数论 将 代数 数 域 与 函数 域 
统一 起 来 ,统称 整体 域 (Global Fields) ,而 它们 对 某 个 赋值 的 局 部 
化 叫 作 局 部 域 (Local | Fields). 许多 数学 理论 和 论断 可 以 统一 在 所 
有 整体 域 上 加 以 考虑 . 例如 ， Faltings 结果 对 于 函数 域 情 形 于 1963 
年 就 由 Manin 证 明了 . 又 如 : 设 是 有 限 域 上 曲线 C 的 有 理 函 数 
I. 我 们 在 前 面 已 经 定义 了 曲线 C 的 zeta 函数 bc(s) = Ze (q70 ,我 
们 还 可 像 代 数 数 域 那样 定义 函数 域 天 的 Dedekind zeta 函数 bx (s) 
一 DNA ep A xt Ox 的 非 零 整 理想 ). 可 以 证 明 事实 上 


Ex GO 一 和 Cs)!( 从 而 函数 域 K 的 “Riemann 猜想 ”是 由 Weil 于 
1948 年 证 明了 . ) 再 如 :我们 于 $ 6 中 介绍 过 ,猜想 Q 上 椭圆 曲线 
可 以 有 任意 大 的 秩 . 而 对 函数 域 的 情形 ,1Jabapepna( 苏 联 ) 和 J. 
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Tate( 美 ) 于 1967 年 就 证 明了 : F, (x) 上 椭圆 曲 线 可 以 有 任意 大 的 
Pk. 当然 这 并 不 是 说 .函数 域 上 的 事情 总 比 代数 数 域 上 简单 . 比如 
说 ,Kronecker-Weber 在 19 世 纪 证 明了 : QI EK Abel 扩张 Q” È 
所 有 分 圆 域 的 合成 . 而 直到 1974 年 ,Hayes 才 用 类 域 论 具体 构 作 出 
F, Gr) 的 最 大 Abel 扩 域 来 , 它 是 一 些 “ 分 圆 函 数 域 ” 的 合成 ,而 这 
些 分 圆 函 数 域 的 构造 比分 阅 数 域 QUO. 复杂 . 分 圆 数 域 已 发 展 成 
为 内 容 十 分 丰富 的 … 门 学 科 , 而 分 圆滑 数 域 的 理论 相当 于 秩 1 的 
Drinfeld 模 理论 ,是 80 年 代 才 蓬勃 展开 的 ,有 许多 未 解决 的 问题 . 


$8 互 反 律 和 Langlands 纲领 


在 解决 一 个 数学 问题 时 ,如 果 我 们 没有 获得 成 功 ,原因 
常常 在 于 我 们 没有 认识 到 更 一 般 的 观点 , 即 眼下 要 解决 的 问 
题 不 过 是 一 连 串 有 关 问 题 中 的 一 个 环节 . 

一 -Hilbert:《 数 学 问题 》,1900 年 . 


现在 我 们 介绍 Hilbert 第 9 问题 . 这 个 问题 是 要 求 在 任意 代数 
数 域 中 建立 像 Q 中 Gauss 二 次 互 反 律 那样 的 一 般 互 反 律 . 所 谓 
Gauss 二 次 互 反 律 是 指 ; 对 于 任意 两 个 不 同 的 奇 素数 p 和 g， 
4 pi 
i$j- (4) 1) "JE 
Hp pt -cnD8,, 而 | 2 | Legendre 符号 , 即 对 于 a. 
PE 人 车 a 是 模 p 的 二 次 剩余 ; 
p 一 1 否则 . : 
人 们 早 就 考虑 Gauss 二 次 互 反 律 的 推广 工作 . ET L2 3.15 19 fl 
纪 发 现 了 一 些 特殊 的 ! 次 宕 互 反 律 , 另 一 方面 ,人 们 发 现 了 Gauss 
二 次 互 反 律 的 许多 种 证 法 ,比如 说 ,可 以 用 分 圆 域 中 素数 分 解 律 来 
证 明 Gauss 二 次 互 反 律 ,这 导致 Hilbert 对 于 Gauss 互 反 律 给 予 新 
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FRE ROT T LER FCRC KC EXT Hilbert 符号 | 号 | (其 中 忆 


对 应 天 的 某 个 赋值 ), 定 义 方法 与 $5 介绍 的 (K = Q) 完全 一 样 . 
他 证 明了 天 上 的 Hilbert 符号 的 乘积 公式 ,将 它 看 成 是 域 K 上 的 二 
次 互 反 律 .为 了 将 /次 适 互 反 律 推广 到 任意 代数 数 域 上 ,Hilbert 认 
为 需要 研究 数 域 的 Abel 扩张 . 而 1920 年 高 木 贞 治 的 类 域 论 正 是 
作 了 这 件 事情 . 1927 年 ,E. Artin 对 于 数 域 的 任意 有 限 Galois 扩张 
L/K 构 作 了 一 个 L- IX L(s,L/K,X), 其 中 Xx 是 Galois # 
Gal L/K) 的 一 个 表示 的 特征 . 4 L/K 是 Abel 扩张 时 , 它 就 是 通 
WHY AbelL- 函数 . 为 了 证 明 这 一 点 ,他 证 明了 Abel BÉ Gal(L/K) 
同 构 于 天 的 广义 理想 群 的 一 个 商 群 . Artin 把 这 个 同 构 看 成 是 一 
般 互 反 律 . 后 来 ,Hasse 利用 类 域 论 对 于 任意 ! 定义 了 任意 数 域 开 
上 的 ! 次 寡 剩 余 符号 ,建立 了 / 次 圭 互 反 律 . 这 样 ,Hibert 第 9 问题 
的 最 基本 任务 便 完成 了 . 

40 年代 以 后 , 互 反 律 的 推广 主要 有 三 个 方向 . 一 个 是 Artin 互 
反 律 推广 到 高 维 上 同调 群 上 (类 域 论 只 涉及 到 二 维 上 同调 群 ),J. 
Tate 等 人 对 于 无 限 Galois 扩张 得 到 一 般 对 偶 定 理 . 这 些 Galois 上 
同调 于 70 年 代 又 被 M. Artin fil B. Mazur H étale 上 同调 重新 加 以 
解释 和 推广 . 一 是 60 年 代 的 代数 天 - 理论 对 于 /次 宕 剩余 符号 和 范 
剩余 符号 赋 以 新 的 意义 . 而 最 大 的 推广 则 是 将 关于 Abel 扩张 的 
Artin 互 反 律 推广 到 数 域 非 Abel 扩张 L/K 中 去 .或 者 从 解析 的 观 
点 , 即 是 对 于 ( 非 Abel 的 )Galois 扩张 L/K ,研究 ArtinL- HX LCs, 
L/K 20. Artin 证 明了 它 满足 一 个 函数 方程 ,40 年 代 初期 R. 
Brauer 将 它 解析 开拓 成 整个 复 平 面 上 的 亚 纯 函数 . 而 Artin 猜想 
ERTE s = 1 处 为 极点 之 外 ,在 其 余地 方 均 志 解析 的 . 

1967 年 ,美国 数学 家 Langlands 研究 了 一 般 的 约 化 代数 群 上 
自 守 形式 的 解析 理论 ,看 到 ArtinL- 函数 和 Eisenstein 级 数理 论 中 
产生 的 Euler 乘积 之 间 形 式 上 的 联系 ,这 使 他 提出 非常 一 般 的 猜 
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38. 下 面 是 这 个 猜想 的 最 简单 情形 : 设 L/ Q 是 Galois 扩张 ,R: 
Gal(L/Q) > GL(2,C) 为 Galois # Gal (L/ Q) 的 一 个 2 次 不 可 约 
表示 ,X 是 以 某 种 方式 由 表示 RR 给 出 的 Dirichlet 特征 :L(s,R) = 

L(s,L/K,X)= Dyan” “是 ArtinZ- 函数 ,Langlands 猜想 f/4(2) = 


» q'(q = e"? ) 是 权 为 1 的 某 种 “新 ”的 模 形 式 . 且 猜 想 每 个 权 1 


的 新 模 形 式 均 可 用 此 种 方式 得 到 . 1969 年 ,Langlands 证 明了 : 
fr(z) 是 新 的 模 形式 e 对 于 Gal(L/K) 的 每 个 一 次 表示 R LE, 
RR) 均 满足 Artin 猜想 . 1973 Æ ,J-P. Serre 和 P. Deligne 证 明了 上 
述 Langlands 猜想 . 

Langlands 的 一 般 猜 想 是 关于 任意 整体 域 Galois 扩张 L/K 的 
f£ E n K Galois HA R:Gal(L/K) — GL (n, C) 的 论断 . 甚至 于 更 
一 般 的 是 关于 任意 约 化 代数 群 (不 只 是 GL(n, C) 以 及 由 代数 簇 
上 同调 群 给 出 的 Gal(L/K) ff] p 进 表示 的 论断 . RII ABER 
yh Langlands 一 般 猜 想 的 确切 内 容 和 意义 . RBA. An = 1 
时 ,Langlands 猜想 相当 于 Artin 互 反 律 ,或 者 说 相当 于 关于 整体 
域 Abel 扩张 的 类 域 论 . 从 而 Langlands 猜想 也 可 以 看 成 是 类 域 论 
的 高 维 ( 即 对 非 Abel 情形 ) 的 推广 . 再 想 指 出 : 8 7 中 所 述 的 关于 
椭圆 曲线 L- 函数 与 权 2 模 形式 之 间 联 系 的 谷山 -Weil 猜想 也 是 
Langlands 猜想 的 一 个 特殊 情形 . 

Langlands 猜想 是 如 此 庞大 ,以 至 于 在 表面 上 一 下 子 很 难 再 
认 出 古典 代数 数论 的 影子 . 它 提供 了 代数 数论 更 深刻 的 背景 ,指出 
数论 与 代数 几何 ,代数 群 的 表示 理论 , 自 守 形式 ( 模 形 式 的 推广 ) 
理论 ,Abel 簇 (椭圆 曲线 的 高 维 推广 ) 理论 等 许多 现代 数学 分 支 之 
间 的 深刻 联系 ,人 们 把 这 整套 构思 称 作 Langlands e 
Langlnads philosophy. 希望 有 志 青 年 去 学 习 这 套 诱 人 的 理论 
克 其 中 的 一 道道 难关 ,攀登 现代 数学 的 高 峰 ![ 后 记 4] 
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后 it 


1. 近来 已 经 证 明了 和 猜想 TEDKA K 是 正确 的 ,并 
及 决定 出 天 上 所 有 椭圆 曲线 的 K-torsion 子 群 的 (有 限 个 ) 结构 . 

2.1993 年 6 月 23 日 上 午 10 时 30 分 ,40 岁 的 英国 数学 家 A 
Wiles 在 英国 剑桥 大 学 牛顿 数学 所 做 完 题 为 “椭圆 曲线 , 模 形式 和 
Galois 表示 ”的 演讲 之 后 ,宣布 他 对 于 半 稳 定 (semistable) 的 椭圆 
曲线 让 明了 谷山 -Weil 猜想 ,并 由 此 证 明了 Fermat 猜想 .最 终 解 决 


3. K. Rubin F 1989 年 证 明了 :对 于 具有 复 乘 的 椭圆 曲线 ， 
BSD 猜想 的 奇数 部 分 是 正确 的 . 本 文 作 者 对 于 一 些 具有 复 乘 的 椭 
圆 曲 线 , 验 证 了 BSD 猜想 的 偶数 部 分 也 是 正确 的 ,从 而 对 于 这 些 
椭圆 曲线 ,整个 BSD 狂想 均 正 确 . 

4. 前 苏联 数学 家 Drinfeld 证 明了 函数 域 上 二 维 情形 的 局 部 
Langlands 猜想 . 这 项 工作 以 及 在 量子 群 等 方面 的 工作 ,使 他 得 到 
1990 4E 3E/K 2 o XE 

一 一 补 记 于 1993 年 9 月 
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最 优化 、 辨 识 与 控制 


Optimization ，Identification and Control 


A& RX 

《中国 科学 院 应 用 数学 研究 所 ) 
Yue Mingyi 

(Institute of Applied Mathematics， 


Academia Sinica) 


最 优化 介绍 


An Introduction to Optimization 


中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 


of Mathematics in China 


人 们 要 达到 某 一 目的 ,常会 受到 许多 限制 (约束 ), 例 如 人 力 、 
物力 、 财 力 、 环 境 , 等 等 . 在 所 给 定 的 约束 之 下 ,要 达到 所 期 目的 , 往 
往 有 若干 条 途径 可 循 ,在 这 些 途 径 当中 如 何 选取 一 条 ,使 得 某 种 
(或 某 几 种 ) 指标 达到 最 优 ,例如 花费 最 少 , 耗 能 最 低 , 时间 最 短 ， 
等 等 ,这 就 是 最 优化 这 门 学 科 所 研究 的 对 象 . 这 里 所 说 的 最 优化 实 
际 上 指 最 优化 方法 . 所 考虑 的 主要 是 针对 不 同性 质 的 情况 (例如 约 
束 由 线性 (不 ) 等 式 组 和 (或 ) 非 线 性 不 等 式 所 定义 , 某 些 变量 只 能 
取 非 负 整 数值 . 某 些 数量 带 有 随机 人 性 ,等 等 ) ,设计 出 寻求 使 某 种 给 
定 的 指标 达到 最 优 值 的 方法 . 因此 ,最 优化 这 门 学 科 的 内 容 主 要 由 
三 个 部 分 组 成 :方法 的 设计 .理论 上 的 论证 ,计算 机 上 的 实现 . 

最 优 控 制 系统 理论 也 可 以 认为 是 一 种 最 优化 理论 . 但 最 优 控 
制 理论 所 研究 的 是 要 对 某 一 给 定 的 控制 系统 寻求 一 控制 函数 ,在 
它 的 作用 下 ,系统 从 一 个 状态 以 某 种 “最 佳 的 ”方式 转移 到 另 一 状 
态 . 它 与 我 们 上 面 所 说 的 最 优化 是 不 相同 的 . | 

最 优化 这 门 学科 , 根 据 研究 方法 的 不 同 ,分 成 两 个 大 的 分 支 ， 
数学 规划 和 组 合 优化 . 前 者 主要 处 理 变量 为 连续 型 的 问题 ,后 者 则 
处 理 离散 性 的 问题 . 在 国际 会 议 上 , 常 把 组 合 优化 列 入 数学 规划 的 
一 个 分 支 . 但 由 于 两 者 在 问题 的 提 法 和 使 用 的 方法 上 大 蜡 其 趣 ,我 
们 便 把 它们 分 开 来 叙述 . . 

最 优化 一 词 容 易 使 人 想起 微分 学 中 的 求 极 值 问 题 算法 . 但 这 
两 者 极 少 有 共同 之 处 . 经 典 的 求 极 值 算法 所 考虑 的 主要 是 可 微分 
的 函数 . 求 极 值 则 是 通过 解 一 组 联 立方 程 得 到 . 因而 它 只 适用 于 一 
些 变量 个 数 少 的 ,函数 结构 简单 的 问题 . 而 生产 实际 中 所 出 现 的 问 
题 ,正如 前 面 所 说 ,可 能 包含 很 多 个 变量 ,例如 几 千 、 儿 万 、 几 十 万 、 
serere .问题 中 所 出 现 的 函数 可 能 很 复杂 . 变量 可 能 只 限于 在 某 类 
集合 中 取 值 ,等 等 . 这 些 问题 在 计算 机 科学 未 出 现 之 前 ,人 们 是 不 
会 去 考虑 的 ， 

不 可 能 存在 一 种 最 优化 算法 可 以 用 来 对 付 所 有 的 问题 . 因此 ， 
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最 优化 这 门 学 科 的 研究 内 容 可 以 说 是 无 止境 的 . 即使 像 线性 规划 
这 样 看 来 是 很 简单 的 问题 ,从 它 的 出 现 到 今天 仍 不 断 有 人 在 研究 ， 
一 个 算法 的 好 坏 一 般 取 决 于 三 个 因素 , 即 适 应 面 要 广 ,从 理论 上 能 
严格 证 明 :根据 这 一 算法 能 够 得 到 所 要 的 解 或 其 某 种 近似 ;其 次 ， 
要 求 这 一 算法 在 计算 机 上 容易 实现 ;此 外 ,还 要 求 有 较 快 的 收敛 速 
HE. 

在 数学 上 ,根据 用 来 处 理 问题 的 方法 ,人 们 将 数学 规划 分 成 车 
干 分 支 . 首先 是 将 问题 分 成 决定 性 的 和 随机 性 的 两 种 . 所 谓 决定 性 
的 ,是 指 问题 中 所 出 现 的 参数 都 有 确定 的 值 或 明确 的 取 值 范围 ,所 
有 的 变量 皆 非 随机 变量 . 反之 , 若 问题 中 某 些 参 数 只 能 从 某 种 统计 
意义 上 知道 ,或 其 变量 中 有 随机 变量 , 则 称 之 为 随机 规划 问题 . 下 


面 分 头 作 些 介绍 . 
数学 规划 (决定 性 的 ) ”早期 的 数学 规划 问题 可 以 简单 写成 
(P) min{ f(z) |a € 0), 


这 里 的 是 维 欧 氏 空间 中 一 个 给 定 的 集合 ,f(z) 是 一 个 给 定 的 
函数 . f(z) = C7z,C 为 一 n 维 常数 向 量 ,0 为 由 若干 个 线性 
(不 ) 等 式 所 限制 而 成 的 集 , 则 称 (P) 为 一 线性 规划 . 否则 根据 不 同 
的 情况 便 有 不 同 的 名 称 . 例如 当 0 是 由 若干 (不 ) 等 式 所 定 , 若 这 
些 ( 不 ) 等 式 或 (和 )f(z) 中 出 现 非 线性 函数 , 则 称 之 为 非 线性 规 
划 ; 若 人 0 是 由 某 些 整 点 所 组 成 , 则 称 之 为 整数 规划 ;等 等 . 
线性 规划 的 用 途 是 在 1947 年 Dantzig 的 单纯 形 法 出 现 之 后 才 
受到 广泛 注意 的 . Fourier 在 1823 年 ,de la Vallee Poussin 在 1911 
年 和 Kantorovich 在 1939 年 丝 已 注意 到 线性 规划 在 实际 向 题 中 应 
用 的 可 能 性 . 尤其 是 Kantorovich 的 工作 , 它 已 指出 不 少 实际 问题 
E 可 形成 线性 规划 来 求解 . 但 他 们 的 工作 并 未 引起 人 们 广泛 的 注 
X. 这 可 能 是 由 于 没有 提出 一 个 较 有 效 的 解法 以 及 快速 计算 技术 
尚未 得 到 发 展 的 缘故 . 关于 线性 规划 的 研究 ,目前 主要 集中 于 关于 
大 型 问题 的 解法 上 面 , 即 当 变量 个 数 上 万 、. 几 十 万 、.……: 时 ,如 
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何 设计 出 比 现存 的 更 快 的 算法 . 在 这 方面 ,主要 的 工作 是 关于 分 解 
算法 的 改进 ,关于 并 行 算法 的 研究 ,等 等 . 内 点 法 在 近 十 年 来 已 成 
为 有 关 线 性 规划 问题 研究 的 一 个 热点 ,虽然 对 它 的 成 效 有 着 各 种 
相互 矛盾 的 传闻 . 关于 分 解 算法 ,目前 最 大 的 测试 问题 的 规模 已 达 
二 百 万 个 可 能 方案 (Scenario) 和 十 亿 个 约束 . 

线性 规划 的 一 个 自然 的 延伸 就 是 非 线 性 规划 ,以 下 略 写作 
NLP.NLP 虽然 是 线性 规划 的 对 立 之 词 , 但 今天 所 说 的 NLP 却 有 
其 固定 的 含义 , 即 限于 在 (P) 中 的 f(z) 和 (或 ) 用 来 定义 有 的 
(不 ) 等 式 中 出 现 非 线性 函数 的 情况 . 就 是 说 ,我 们 将 诸如 整数 规 
划 、 参 数 规划 、 随 机 规划 等 都 另 立户 头 , 不 纳入 NLP. 

NLP 的 研究 始 于 1950 年 Kuhn 和 Tucker 的 文章 ,其 中 主要 论 
证 了 在 一 定 条 件 下 NLP 的 解 必须 满足 的 一 组 条 件 , 通 称 K-T 条 
件 .文中 并 指出 ,对 于 凸 规划 来 说 ( 即 f(z) 为 一 凸 函 数 ,Q 为 一 凸 
集 ) ,古典 的 Lagrange 乘 子 法 可 以 适当 地 推广 到 具有 不 等 式 约束 
的 情形 . 关于 极 值 条 件 ,下 面 还 将 谈 到 . 自 Kuhn 和 Tucker 的 文章 
出 现 之 后 ,有 关 NLP 文章 有 如 雨 后 春 算 ,大 量 出 现 ,其 内 容 大 致 可 
以 分 为 四 个 方面 ; 

1. 算 法 即 用 来 求 出 所 与 问题 的 解 的 方法 . 不 言 而 喻 ,这 是 
数学 规划 的 核心 部 分 .早期 的 算法 多 为 直接 法 , 即 根据 某 种 直观 的 
判断 设计 出 来 的 方法 . 如 所 谓 “ 登 山 法 ”“ 翻 筋 斗法 ”之 类 , 这 类 方 
法 一 般 多 用 于 对 解 的 精确 度 要 求 不 高 的 情形 ,而 且 多 用 于 无 约束 
规划 ( 即 OQ = RX) ;或 目标 函数 的 表达 式 未 知 , 它 在 某 一 点 的 值 只 
能 依靠 作 实 验 等 方法 得 出 ;或 目标 函数 的 变化 比较 平和 等 情况 . 现 
在 人 们 所 研究 的 主要 是 一 些 和 迭代 法 . 对 于 设计 出 来 的 一 个 方法 ,我 
们 须 从 理论 上 论证 ;根据 所 给 的 方法 ,在 有 关 函 数 满足 必要 的 条 件 
(这 是 伴随 方法 给 出 的 ) 之 下 ,我 们 能 够 得 到 所 要 的 最 优 解 (一 般 
是 达到 所 需 的 精确 度 的 近似 解 ). 这 就 是 算法 的 收敛 性 . 一 个 算法 
的 好 坏 取决 于 (1 ) 适应 面 的 广度 , 即 有 关 假设 越 霸 越 好 . CIDE 
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计算 机 上 易于 处 理 ,和 ( 直 ) 收敛 速度 , 即 对 于 求 出 所 需 的 精确 度 
的 解 所 必须 花费 的 运算 次 数 ( 或 时 间 ). 由 于 没有 一 种 算法 能 适用 
于 所 有 的 实际 情况 ,关于 算法 的 研究 可 以 说 是 无 止境 的 , 我 国 的 运 
筹 学 工作 者 在 这 方面 作 了 不 少 很 有 意义 的 工作 . 

2. 有 关 极 值 点 的 条 件 “” 即 用 来 判断 所 求 出 的 点 是 否 为 所 求 
的 解 的 条 件 . 本 节 开 始 所 说 的 K-T 条 件 即 为 一 种 必要 条 件 ; 对 于 
凸 规划 来 说 , 它 也 是 充分 的 . 类 似 的 还 有 F. John 条 件 ,Slater 条 件 
等 . 这 一 类 条 件 只 适用 问题 所 涉及 的 函数 都 是 可 微 的 情形 . 关于 不 
可 微 规划 ,情况 要 复杂 得 多 . 

对 每 一 个 非 直 接 算法 ,我 们 都 要 讨论 它 的 收敛 性 和 通过 它 所 
求 出 的 值 是 否 满足 极 值 条 件 . 由 于 现存 的 方法 很 多 , 人 们 不 禁 要 
[8] , 能 否 从 某 种 统一 的 观点 来 研究 算法 . 就 是 说 ,我 们 可 以 将 具有 
某 种 共性 的 算法 放 在 一 起 ,抽象 出 它们 的 共同 性 质 , 设 计 出 一 种 具 
有 这 些 共 性 的 抽象 算法 ,从 而 讨论 其 收 伍 性 和 极 值 条 件 . ERD 
面 , 目前 已 有 两 条 途径 可 循 . 一 条 是 从 点 到 集 喘 象 来 研究 ,即将 一 
次 渤 代 看 成 是 一 个 点 到 集 的 映 象 , 由 此 来 讨论 算法 的 性 质 . 这 一 途 
径 是 在 1969 年 由 Zangwill 开始 的 ,其 后 得 到 了 进一步 的 发 展 (可 
参考 作者 在 1982 年 的 《数学 年 刊 》 第 四 期 上 发 表 的 文章 ), 另 一 条 
途径 是 引入 参数 , 即 设计 一 种 带 参数 的 算法 . 当 赋 与 这 些 参数 以 某 
种 具体 数值 之 后 , 便 可 得 到 一 个 具体 的 算法 . 在 这 方面 ,对 于 无 约 
束 规划 ,是 由 HH, Y. Huang 在 1969 年 开始 的 . 对 于 带 约束 的 情形 则 
是 作者 与 韩 继 业 教授 在 1982 年 (应 用 数学 学 报 》) 开始 的 . 这 方面 
的 工作 还 有 待 进一步 的 发 展 . 比如 说 ,参数 本 身 对 于 算法 的 基本 性 
质 的 影响 如 何 ， 如何 选取 参数 可 以 得 到 具有 某 种 所 需要 的 性 质 的 
算法 等 问题 仍 有 待 回答 ， 

3. 对 偶 性 我们 称 (P) HRA. 从 (已 ) 我 们 可 以 定义 一 个 
与 之 伴随 的 问题 (P* )， 

(P*) maxí(g(3)|y € x}, 
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称 为 (P) 的 对 偶 . IO 须要 具备 三 个 性 质 , 即 (1 ) #0 是 求 
FG) 的 极 小 (大 ) f& UE CP ) 是 求 g(y) 的 极 大 (小 ) 值 ;CE AA 
fG) 2 gG»V z € y € m O0 E xc Ay 分 别 为 (P) 和 
CP’) 的 解 , 则 有 .xz') = gro. 研究 对 偶 问 题 的 主要 目的 有 三 ， 
C1) 可 以 利用 CP*) 来 帮助 求 (P) AYRE C LO 可 以 帮助 判定 ( 己 ) 是 
BAR C) 可 以 帮助 解释 (P) 的 解 的 实际 意义 ,特别 是 有 关 经 济 
方面 的 问题 . 对 偶 问 题 的 研究 是 在 线性 规划 出 现 不 久 便 开 始 的 , 当 
Dantzig 带 著 他 发 现 的 单纯 形 法 去 与 J. von Neumann 讨论 时 ,他 从 
von Neumann 那里 获知 这 一 概念 (当时 von Neumann 正 与 
Morgenstein 完成 他 们 的 Theory of Game 一 书 ). 这 一 方向 已 得 到 
相当 充分 的 发 展 ,可 参考 Rockafellar 的 

The theory of ‘subgradients and its applications to problems 
of optimization, convex and nonconvex functions (1981) — 书 . 

4. 稳定 性 ”这 是 指 当 问 题 的 某 些 参数 发 生 微小 变化 时 ,问题 
的 解答 会 发 生 什么 样 的 变化 . 在 生产 实际 中 ,与 问题 有 关 的 某 些 数 
值 , 如 价格 ,时间 ,等 等 ,不 可 能 长 期 稳定 不 变 . 它们 的 微小 变化 有 
时 会 给 问题 的 解答 带 来 大 的 变化 . 假若 能 知道 参数 在 什么 样 的 范 
围 内 变化 ,问题 的 解 所 出 现 的 变化 是 可 以 容忍 的 , 则 可 省 去 大 量 的 
计算 费用 和 时 间 . 

稳定 性 问题 的 研究 是 参数 规划 的 一 个 组 成 部 分 . 参数 规划 的 
一 般 形 式 为 

OP (x) = min(f(x,z)|x € A(z)},z € Z. 
这 种 写法 已 成 通用 . 但 它 远 不 能 反映 参数 规划 所 研究 的 内 容 . 它 仅 
表示 :这 是 一 簇 数学 规划 . 参数 规划 的 内 容 除 了 稳定 性 之 外 ,还 包 
括 ; 求 出 集 B = {z € ZIA) AO) RER A = {z € ZIOPGO 
TRR € Z, 使 OP(z) 的 解 集 具有 事先 要 求 的 某 种 结构 ， 
等 等 . 参数 规划 的 一 个 解 是 指 求 出 一 个 了 导 Z, 当 zx EY 时 ,相应 的 
OP(z) 的 解 对 于 某 种 事先 给 定 的 性 质 是 不 变 的 . 参数 规划 已 成 为 
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一 门 内 容 丰 富 ,研究 相当 深入 的 学 科 , 可 参考 K. Lommatzsch 所 
著 :Anwendungender Linearen Parametrischen Optimierung, 
1979. 

决定 性 的 数学 规划 还 包括 诸如 动态 规划 ,多 目标 规划 ,等 等 . 
有 兴趣 的 读者 可 参考 《中 国 大 百科 全 书 》 数 学 卷 中 有 关 的 条 目 .下 
面 ,我 们 将 介绍 近年 来 发 展 很 快 的 一 个 分 支 :组 合 最 优化 . 

组 合 最 优化 (或 称 组 合 规划 ,离散 优化 ). 组 合 最 优化 (CO) 是 
指 关 于 (部 分 ) 变量 只 取 某 些 离散 数值 的 优化 问题 的 研究 . 设 有 一 
离散 的 (一 般 是 有 限 的 ) 集合 FL VET gd FINT AIEO 
集 , 即 车 E€E 多 MECK. VRS) 为 定义 在 多 上 的 一 实 值 函 
BS: F ->R, 对 于 给 定 的 .多 AS RIERA 多 的 元 素 中 找 出 
—^ E, llf SE) = min{ f(E)|E € F). #fE = 》)fle)， 


VEC 多 , 则 称 所 与 问题 为 线性 的 ,否则 称 为 非 线性 的 . 

在 生产 实际 中 存在 着 大 量 的 CO 问题 . 比如 厂房 的 选 址 ,管道 
的 铺设 ,工作 日 程 表 的 制订 ,流水 作业 线 的 设计 ,人 员 的 分 派 ,计算 
机 硬件 的 设计 ,编排 .生产 过 程 ,等 等 , 缘 属 于 研究 范围 

就 实际 中 出 现 的 绝 大 多 数组 合 优化 问题 来 说 ,上 面 提 到 的 .多 

是 一 个 有 限 集 . 因此 最 优 解 总 是 存在 的 . 人 们 也 许 会 想到 用 列举 法 
去 求解 . 但 是 生产 实际 中 过 到 的 问题 , F 的 元 素 个 数 常常 是 天 文 
数字 ,列举 法 一 般 是 无 效 的 . 对 于 数学 规划 来 说 ,我 们 总 是 根据 所 
与 函数 的 性 质 (可 微 , 不 可 微 , 凸 , 非 凸 ,等 等 ) 设计 某 些 送 代 性 . 这 
使 我 们 想到 ,可 否 根据 f(z) AH ARSE ER. E 
这 方面 ,人 们 曾 作 了 大 量 的 工作 ,例如 关于 拟 阵 、 广 拟 阵 、 次 模 函 数 
等 的 研究 . 但 由 于 实际 问题 中 所 出 现 的 ACE) 和 多 的 多 样 性 , 抽 
象 出 来 的 方法 所 能 够 解决 的 问题 相对 来 说 为 数 极 少 , 目前 人 们 仍 
是 针对 一 个 个 “典型 问题 ” 进行 研究 ,去 寻求 某 种 “可 行 的 ” 算法. 

所 谓 典 型 问题 是 指 : 将 性 质 相近 的 问题 轨 入 一 类 ,从 中 取出 一 
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个 易 为 人 们 所 了 解 的 问题 作为 典型 . 例如 “ 装 箱 问题 ”是 一 个 典型 
问题 ; 设 有 许多 个 容量 相同 ( 设 为 DHAT, NRA n FAH J 
seed, 要 装 到 这 些 箱子 中 去 . QE) & VETERES EMI 
是 如 何 装 法 可 以 用 最 少数 的 箱子 将 Jo eJ, 全 部 装 进去 . 在 实 
际 中 ,这 问题 是 常 明 到 的 . 例如 钢铁 厂 中 要 用 一 定 规格 (比如 10 OK 
长 ) 的 钢 条 去 剪裁 出 用 户 提出 的 若干 种 不 同 尺寸 的 钢 条 . 问 : 如 何 
剪裁 使 得 厂 方 能 以 最 少数 量 的 钢 条 剪裁 出 所 要 的 钢 条 . 类 似 的 问 
Bi 在 造纸 厂 中 也 会 出 现 . 这 些 问题 在 实质 上 都 是 装 箱 问 题 . 目前 ， 
著名 的 典型 问题 已 在 30 个 以 上 ,其 中 某 些 又 包含 许 许多 多 的 子 问 
题 , 例如 时 间 表 问题 ,旅行 商 问题 等 便 是 . 著名 的 典型 问题 还 有 网 
络 流 问题 , 集 的 覆盖 问题 ,分 配 问题 .匹配 问题 .背包 问题 ,等 等 . 每 
个 问题 都 有 大 量 的 实际 背景 和 许多 人 在 研究 . 

前 面 提 到 ,对 于 最 优化 的 问题 来 说 ,研究 工作 的 主要 目的 是 要 
寻求 一 种 对 所 与 问题 的 有 效 算法 . 什么 是 有 效 算法 ?可 以 装 箱 问题 
为 例 来 说 明 . 显而易见 ,对 于 所 给 的 个 物件 了,.…,J,,J; 的 重量 
为 wi, 总 存在 一 个 排列 ,按照 这 一 排列 装 箱 ( 每 箱子 所 包含 的 物件 
的 总 重量 不 超过 1) ,所 用 的 箱子 数量 最 少 . 要 求 出 这 一 排列 , 若 用 
列举 法 , 则 须 将 1 个 排列 进行 比较 . 当 n = 20 时 ,nl 已 是 天 文 数字 
T BUS n 为 一 千 , 一 万 . 因此 ,列举 法 是 无 效 的 . 当 这 一 问题 的 
参数 nw, rw, 给 定时 ,我 们 得 到 这 问题 的 一 “实例 ”. 将 一 实 
例 在 计算 机 上 以 某 种 计算 机 语言 表 出 所 需 的 长 度 N 称 为 这 问题 
”实例 的 规模 . 着 有 一 种 算法 ,利用 它 , 对 于 任何 实例 都 可 以 在 aN” 
次 运算 之 下 将 此 实例 的 解 求 出 (这 里 的 a 和 BA nw, iw, X 
关 ), 则 称 此 算法 是 有 效 的 ,这 样 的 算法 一 般 称 为 多 项 式 算法 . 对 于 
别 的 组 合 优化 问题 ,“ 有 效 算法 ”可 类 似 定义 . 不 幸 的 是 ,已 经 证 
明 ; 对 于 绝 大 多 数 著名 的 组 合 优化 问题 来 说 ,车 其 中 有 一 个 有 有 效 
算法 , 则 其 他 亦 然 . 而 对 这 些 问 题 ,至 今 尚 未 证 实 有 一 个 有 有 效 算 
法 , 这 一 否定 性 的 结论 可 以 认为 是 从 抽象 理论 来 研究 组 合 问题 的 
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一 大 贡献 . 属于 这 类 问题 中 的 问题 我 们 称 之 为 NP 完备 问题 . 当 一 
个 问题 已 被 证 明 是 NP 完备 问题 ,人 们 一 般 便 不 再 去 对 它 寻 找 有 
效 解法 了 . 现 已 有 成 干 的 问题 已 被 证 明 是 NP 完备 问题 . 关于 早先 
的 结果 ,读者 可 参考 M. R. Garey # D. S. Johnson 所 著 Computers 
and Intractability — A Guide to the Theory of NP-Completeness, 
1979. 

对 于 一 个 问题 ,即使 已 证 明 它 是 NP- 完备 的 ,我 们 仍 有 许多 
事情 可 做 . 首先 , 若 该 问题 的 参数 具有 某 种 特殊 结构 , 它 可 以 是 可 
解 的 , 即 在 这 种 特殊 结构 的 假设 下 ,可 能 存在 有 效 算 法 . 问题 是 如 
何 去 发 现 这 些 特殊 结构 . 例如 旅行 商 问题 . 这 问题 是 这 样 的 ; 设 有 
n 个 城市 ,任何 两 城市 之 间 皆 有 路 连通 ,其 距离 为 已 知 . 某 旅 行商 
从 其 中 某 城市 出 发 ,要 求 经 过 每 城市 一 次 ,而 且 只 是 一 次 ,然后 回 
到 原 处 . 要 求 他 所 走 的 路 (总 长 ) 为 最 短 . 这 是 一 个 著名 的 NP 完备 
问题 .但 车 城市 的 距离 d; 之 间 存 在 某 些 关系 , 则 问题 是 可 解 的 . 可 
参考 我 国 的 (运筹 学 杂志 》 八 卷 二 期 (1989) 上 R. E. Burkard M% 
的 “旅行 商 问题 的 一 些 特殊 情况 和 启发 式 算法 ”一 文 . 

其 次 ,我 们 可 以 考虑 近似 算法 . 所 谓 近似 算法 是 指 某 些 对 于 所 
给 的 问题 简便 易 行 的 算法 . 这 里 的 问题 是 要 求 估计 出 这 -算法 好 
坏 的 程度 . 设 P 为 所 给 的 问题 ,4 为 一 近似 算法 ,7 为 尸 的 一 实例 ， 
7 为 目标 函数 . 对 于 7 通过 4 得 到 j 的 值 为 A CI) EPOD 为 1 的 
最 优 解 ,4 的 好 坏 是 通过 下 述 的 最 小 的 a > 0 来 衡量 (假定 P 是 求 
最 小 值 ) : 

FAQ) 

FO) 
式 中 与 了 无 关 .“ 越 小 ,4 就 越 好 .车 a = 0, 则 4 为 最 优 算法 . E 
保证 , 即使 在 最 坏 的 情况 之 下 ,fa(1) 与 FLOOD 之 差 至 多 为 
«fox(1). 由 于 a 的 这 一 性 质 ,近似 算法 的 研究 也 称 为 最 坏 情 况 的 
研究 . 


—1zxa, 
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以 装 箱 问题 为 例 , 这 是 一 个 NP 完备 问题 . 我 们 先 将 上 述 的 
wi 二 1, n) 按 单 降 排列 ;wi Sw, 宇 ，* 之 w,, 然 后 考虑 算法 
NFD. 它 是 将 物件 J, vos coe J, FE 1,2, oot en 次 序 装 箱 EEJ, 
ELES J, 同 装 一 个 箱子 ,就 把 它们 放 在 一 起 ,否则 即 启 用 一 个 
新 的 箱子 . 一 般 说 来 , 设 必 已 经 装 好 , 若 Ja 能 与 /; 装 入 一 个 箱 
子 , 便 将 它们 放 在 一 起 , 否则 即 启 用 一 个 新 的 箱子 . 可 以 证 明 
(Baker, B. S. and E. G. Coffman,1981) 最 小 的 a = anrp = 0.691 

M PAJ, ERY EEJ BY FRADE J 按 已 装 入 物件 
的 箱子 的 原 有 顺序 逐一 试 装 , 若 其 中 有 能 容纳 +; 的 箱子 , 则 放 入 
这 种 箱子 中 的 第 一 个 , 否则 启用 新 的 箱子 . 这 种 装 法 通称 
FFD(first-fit-decreasing). 可 以 证 明 (D.S. Johnson,1973; B.S. 
Baker,1985; Yue Minyi ,应 用 数学 学 报 ,1992) 最 小 的 a = app = 


Z = 0.2. FFD 显然 比 NFD 好 得 多 . 若 问 题 的 提 法 是 ; 设 For CD 


二 区 ,试问 ,在 将 箱子 放大 多 少 倍 时 ,使 得 在 FFD 装 法 之 下 ,m HS 
子 可 以 将 了 装 进去 . 设 最 小 的 倍数 为 a, 可 以 证 明 (M. Yue, Annals 
of OR, ed. by Hammer,1989)a — B. 

由 于 大 量 的 组 合 优化 问题 都 是 NP 完备 问题 ,近似 算法 可 以 
认为 是 一 个 值得 注意 的 发 展 方向 . 遗憾 的 是 :在 这 方面 成 功 的 例子 
并 不 多 , 原因 是 任何 有 意义 的 改进 都 要 高 度 的 技巧 . 

第 三 条 发 展 途 径 是 :设计 某 些 算法 ,它们 虽然 不 是 多 项 式 的 ， 
但 当 问 题 的 规模 不 太 大 时 却 很 奏效 . 比如 对 于 旅行 商 问题 . 在 70 
年 代 , 利 用 分 支 定 界 法 ,使 用 当时 最 先进 的 计算 机 ,可 以 处 理 40 个 
左右 城市 的 问题 . 而 现在 ,通过 关于 多 面体 理论 的 研究 , 则 可 以 处 
理 成 千 上 万 个 城市 的 问题 , 考虑 到 这 牵涉 10001 种 可 能 情况 的 过 
择 , 不 能 不 说 是 一 大 进步 ， 

生产 实际 中 出 现 的 组 合 优化 问题 常常 是 错综复杂 的 ,不 可 能 
把 它 归结 为 上 述 的 这 一 个 或 那 一 个 典型 问题 . 但 它 的 某 些 子 问题 

318 


却 可 以 利用 有 关 典 型 问题 研究 所 得 到 的 成 果 去 解决 ,因而 整个 问 
题 可 以 综合 利用 某 些 方法 去 解决 . 例如 关于 计算 机 的 集成 电路 、 模 
块 和 板块 (Chips， modules and boards) 的 设计 .布局 与 生产 ,所 出 
现 的 问题 则 可 综合 利用 旅行 商 问 题 .中 国 邮 路 问题 .匹配 问题 .最 
大 集团 问题 .图 的 分 割 问题 , 装 箱 与 背包 问题 .最 短路 问题 . 边 ( 或 
点 ) 不 连通 问题 ,多 种 物资 流 问题 .平面 图 上 的 Steiner 树 问 题 等 以 
及 它们 的 变种 去 解决 . 关于 这 方面 的 情况 , 可 参考 B.Korte， 
Applications of Combinatorial Optimization ,1988. 

第 四 条 发 展 途径 是 计算 机 模拟 . 有 些 实际 问题 涉及 的 因素 很 
多 ,各 因素 之 间 又 存在 着 复杂 的 关系 ,要 用 数学 方式 去 表述 这 类 问 
题 已 是 非常 困难 ,更 谈 不 上 用 数学 方法 去 解决 了 . 针对 所 给 定 的 实 
际 问题 ,利用 模拟 技术 ,往往 可 以 得 到 某 种 令 人 满意 的 解答 . 关于 
这 方面 , 读者 可 参考 (运筹 学 杂志 }》 在 1984 年 所 发 表 的 H. 
Miiller-Merbach 的 文章 . : 

最 后 ,我 们 要 谈 一 下 离散 问题 的 某 些 特点 . 一 个 组 合 优化 问题 
的 难 易 一 方面 取决 于 问题 本 身 的 提 法 , 另 一 方面 也 取决 于 有 关 参 
数 的 结构 . 例如 旅行 商 问题 是 著名 的 NP 完备 问题 ,但 中 国 邮 路 问 
题 , 即 邮递 员 从 某 点 出 发 ,要 将 每 条 街 至 少 走 过 一 次 回 到 原 处 , 则 
是 一 个 非 NP 完备 问题 . 关于 同 顺序 的 排序 问题 ,两 台 机 器 的 问题 
是 容易 的 ,而 三 台 机 器 的 问题 则 是 NP 完备 问题 . 又 如 树 状 图 上 的 
最 短路 问题 , 当 边 长 皆 为 1 时 是 容易 的 , 若 容许 边 长 可 以 是 1, 也 可 
以 是 2, 则 成 了 难题 . 因此 ,我 们 可 以 说 ,组 合 优化 包含 了 无 穷 无 尽 
的 难于 处 理 的 问题 , 它们 皆 可 称 得 上 真正 的 问题 ,使 数学 家 大 有 用 
武之 地 . 对 于 其 中 每 一 问题 的 解决 皆 有 可 能 给 生产 实际 带 来 益处 . 

组 合 优化 的 应 用 是 非常 广泛 的 ,生产 管理 中 出 现 的 许多 优化 
问题 皆 属 于 组 合 优化 问题 . 一 些 乍 看 起 来 似乎 与 它 不 相干 的 问题 
只 须 经 过 适当 的 转换 便 可 化 成 这 类 问题 . 例如 某 些 生 产 单位 在 作 
预算 ,投资 等 就 出 现 这 样 的 问题 ; 设 全 年 的 资金 总 额 为 4, 有 nn 个 
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项 目 可 做 . 但 限于 资金 ,不 能 全 做 ,如 何 从 中 选择 一 部 分 使 总 的 收 
益 最 大 ? 设 投资 于 项 目 中 i 须 耗 资 a 元 ,收益 为 :元 , 则 问题 即 变 成 


Ral = OR), 使 得 在 条 件 Daz <AZF, Db 达到 最 大 ， 


这 就 是 上 面 提 到 的 背包 问题 的 一 种 特殊 情况 :0-1 背包 问题 . 如 2, 
不 限于 取 0 或 1, 则 得 一 般 的 背包 问题 . 又 如 某 工厂 要 生产 n phi 
KEREM,» tt mu. BOSE AE IS m; 的 要 求 是 :温度 必须 从 * 开始 到 大 
为 止 , 设 在 生产 m 之 后 接着 生产 mj, 则 须 将 炉子 的 温度 从 fi 按 情 
况 降 或 升 到 s. RP PM OEP MB a EO > a) 的 费用 为 


['aGodz, ARRA a BE Ca > 0 HRM Y [rods 试问 如 何 将 


mi，*。** ,ma 安排 一 个 顺序 ,使 总 的 费用 最 省 ?这 是 一 个 排序 问题 ， 
是 旅行 商 问题 的 一 个 特例 . 在 军事 方面 也 存在 大 量 的 例子 ,比如 : 
CIO 在 攻击 手段 受到 某 种 限制 的 条 件 下 ,如 何 确定 一 种 最 优 阻止 
策略 ,以 破坏 敌 方 的 通讯 或 交通 网 络 ;( 工 ) 确定 一 交通 网 络 在 受 
到 敌 方 破坏 性 攻击 的 情况 下 的 灵敏 度 , 从 而 (根据 某 种 准则 ) 定 出 
最 优 措施 ,以 疏散 某 些 保护 流通 的 设施 . 

上 述 这 些 问 题 是 早已 存在 的 ,只 是 由 于 受到 计算 技术 的 限制 ， 
现实 意义 不 大 ,未 能 引起 人 们 普遍 的 关注 . 现在 ,由 于 生产 组 织 管 
理 的 高 度 复杂 化 .市场 竞 争 的 国际 化 ,以 及 产品 更 新 换代 的 加 速 ， 
使 得 大 量 的 组 合 优化 问题 被 提 了 出 来 . 由 于 计算 技术 的 高 度 发 展 ， 
使 得 有 可 能 对 它们 提出 解答 或 某 种 令 人 满意 的 解答 ,这 就 使 得 这 
BEIC LIIS ba dE DR ETE E P.R. 
Halmos 也 说 (1981):“ 在 可 以 预见 的 将 来 (以 及 现在 ) ,在 试图 了 解 
世界 方面 ,离散 数学 将 成 为 日 益 有 用 的 工具 ,而 分 析 则 扮演 一 个 相 
对 来 说 次 要 的 脚色 . ” 

数学 应 该 而 且 能 够 为 人 类 的 生产 实际 、 为 改善 人 类 的 生活 提 
供 某 些 帮 助 . 它 不 同 于 文学 ,一 篇 好 的 文学 作品 可 以 激发 人 们 前 
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进 , 可 以 帮助 认识 人 与 人 之 间或 人 与 社会 之 间 的 关系 ,可 以 帮助 人 
去 更 深刻 地 了 解 种 种 社会 现象 . 但 一 篇 纯 数 学 的 文章 往往 只 有 那 
么 少数 儿 个 搞 同 类 问题 的 人 才能 欣赏 . 多 数 纯 数 学 文章 对 于 数学 
的 发 展 、 对 于 人 类 的 前 进 无 所 神 益 . 著名 的 大 数论 学 家 G.H. 
Hardy 在 他 的 “A Mathematician's Apology"(1940) 一 书 中 曾 说 ， 
“我 曾 帮 助 培养 别 的 数学 家 ,但 不 过 是 与 我 同样 类 型 的 数学 家 ,他 
们 的 工作 ,至少 就 我 所 帮助 他 们 的 那 部 分 来 说 ,与 我 的 工作 一 样 是 
无 用 的 . 从 任何 实用 的 准则 来 看 ,我 的 数学 生命 的 价值 等 于 零 .” 
著名 的 数学 家 J. von Neumann 曾 说 过 (1947):“ 当 一 门 数学 发 展 
到 远离 它 的 经 验 的 泉源 ,或 更 有 甚 者 ,假若 它 只 是 为 来 自 于 实际? 
的 某 些 概 念 间接 地 诱发 出 来 的 (一 门 学 科 的 ) 第 二 代 或 第 三 代 , 它 
就 要 陷入 严重 的 危险 之 中 . 它 就 变 得 越 来 越 唯 美 主义 , 越 来 越 为 艺 
术 而 艺术 . 假若 这 一 领域 的 周围 还 有 一 些 相互 关联 、 仍 然 与 经 验 有 
密切 联系 的 学 科 , 或 者 是 ,这 门 学科 是 在 某 些 具有 非常 健康 的 鉴别 
力 的 人 物 的 影响 之 下 ,这 不 一 定 是 坏事 . 但 若 这 门 学 科 是 沿 着 一 条 
E 力 最 小 的 道路 前 进 , 则 这 条 渠道 ,非但 不 是 泉源 ， 而 且 还 分 成 许 
多 无 意义 的 分 支 ,这 门 学 科 就 变 成 一 堆 散乱 的 枝 节 和 繁琐 的 事 
y." 

ERS T LBA, ERE AK I M CS X E M HERE 
数学 这 门 学 科 的 看 法 ,可 以 供 读者 参考 . 
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BR 33 4 
(中国 科 学 院 系统 科学 研究 所 ) 
Chen Hanfu 
(Institute of Systems Science, 


Academia Sinica) 


辨识 与 控制 


Identification and Control 


中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 


of Mathematics in China 


对 控制 的 研究 和 应 用 可 追溯 到 19 te iE EE GL RES 
煌 成 就 却 是 近 30 年 来 取得 的 . 这 和 现代 高 技术 的 发 展 过程 中 提出 
一 系列 要 求 精确 、 快 速 的 控制 课题 有 关 , 并且 执 行 控制 使 命 的 环 
境 , 有 时 是 恶劣 的 ,甚至 是 人 所 不 能 及 的 . 例如 用 防空 导弹 来 阻击 
KAR BER, LEE RARER OK PARE 
识 和 估计 的 办 法 去 识别 真 假 弹头 ,跟踪 目标 . Apollo( 阿 波 罗 ) & 
月 舱 的 导航 控制 , 既 要 它 不 偏离 预先 设计 的 最 优 轨 线 , 并 且 到 月 球 
时 要 软 着 陆 . 在 航空 方面 ,飞机 的 自动 驾驶 仪 ,为 提高 机 动 性 能 而 
设 计 的 空气 动力 学 不 稳定 飞机 的 飞行 控制 ,为 节省 燃料 飞机 最 优 
升 、 降 轨 线 的 设计 等 都 是 控制 的 成 功 应 用 . 在 工业 过 程控 制 方面 ， 
有 不 胜 枚 举 的 成 功 例子 . 例如 钢铁 工业 中 的 温度 控制 ,轧钢 控制 ， 
化 工 流程 控制 ,巨型 油轮 的 适应 控制 ,造纸 工业 中 的 控制 ,大 型 电 
力 系统 的 控制 等 ,不 仅 提高 了 产品 或 运行 的 质量 ,而 且 有 很 大 的 经 
济 效益 . 特别 涉及 到 要 接触 有 害 物资 或 困难 环境 下 的 操作 ,例如 核 
反应 堆 控制 ,水底 操作 等 ,利用 控制 技术 ,不 只 提高 经 济 效益 ,而 且 
有 效 地 提高 了 安全 度 . 控制 在 技术 领域 中 取得 如 此 灿烂 的 成 就 和 
计算 机 的 发 展 有 密切 关系 ,工程 技术 提出 了 快速 .精确 的 要 求 , 计 
算 机 就 为 这 种 快速 .精确 的 控制 的 技术 实现 提供 了 可 能 . 

工业 发 展 特别 是 高 技术 发 展 对 控制 提出 的 迫切 要 求 和 计算 机 
发 展 所 提供 的 可 能 性 ,就 对 理论 和 方法 提出 了 一 系列 既 有 应 用 需 
要 又 有 理论 深度 的 课题 ,吸引 了 一 大 批 科 学 工作 者 ,导致 了 控制 理 
论 的 大 发 展 . 理论 和 方法 上 取得 的 重大 进展 是 控制 技术 取得 一 系 
列 引 人 瞩目 的 成 就 的 重要 因素 . 

反馈 是 控制 理论 中 的 一 个 首要 概念 ,19 世纪 中 叶 考 察 蒸气 机 
在 调 速 间作 用 下 的 稳定 性 就 是 对 反馈 控制 的 研究 . 所 谓 反馈 就 是 
用 系统 输出 信号 中 所 包含 的 信息 来 设计 改善 系统 的 输入 (或 控制 ) 
信和 号 ,使 系统 达到 预定 目标 , 例如 要 使 系统 的 输出 达到 某 个 设 定 
1H. 自动 调节 原理 就 是 用 反馈 的 办 法 来 调节 用 常 系数 常 微 分 方程 
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描述 的 系统 ,这 是 控制 理论 的 经 典 部 分 . 我 国 著名 科学 家 钱学森 是 
这 方面 的 著名 专家 ,他 的 专著 《工程 控制 论 》 在 国际 上 享有 盛誉. 
标志 着 现代 控制 理论 诞生 ,并 且 在 它 今 后 的 发 展 起 着 深远 影 
响 的 工作 有 以 下 几 个 方面 :一 是 苏联 Tonrparnn 的 极 大 值 原理 ,这 
指 当 系统 由 常 微分 方程 描述 ,为 使 一 个 性 能 指标 达到 极 值 ,控制 作 
用 应 满足 的 必要 条 件 . 由 于 控制 系统 中 控制 的 取 值 范围 一 般 是 闭 
集 , 经 典 的 Lagrange 乘 子 法 不 适用 ,而 极 大 值 原理 却 可 以 处 理 . 二 
是 美国 Bellman 的 动态 规划 ,他 从 “最 优化 准则 ”出 发 , 即 认为 从 最 
优 轨 线 任何 一 个 中 间 点 到 终点 的 轨 线 必 是 以 这 个 中 间 点 为 初 值 的 
最 优 轨 线 ,导出 动态 规划 方程 , 解 出 这 个 方程 就 可 以 得 到 最 优 控 
制 . 这 两 方面 的 工作 都 围绕 着 使 性 能 指标 达 极 值 的 最 优 控制 问题 . 
但 系统 本 身 和 量 测 到 的 有 关系 统 的 信息 可 能 都 伴 有 随机 干扰 ,这 
就 要 用 滤波 的 办 法 处 理 噪声 . 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ,美国 由 于 高 
熄 技术 精度 的 要 求 , Wiener 提出 了 信号 为 平稳 过 程 的 滤波 方法 . 
在 苏联 Koxmoropos 也 提出 了 类 似 的 滤波 方法 , 这 后 来 称 为 
Wiener-Konworopon 滤波 . 这 一 套 方法 不 仅 在 理论 上 ,而 且 在 应 用 
中 都 起 过 很 大 作用 . 随 着 计算 机 技术 的 发 展 , 并 结合 对 滤波 精度 提 
出 更 高 要 求 , 适 时 递 推 地 处 理 不 一 定 是 平稳 的 信号 ,就 有 极 大 意 
X. 应 运 而 生 的 就 是 Kalman 滤波 ,这 是 现代 控制 理论 形成 的 另 一 
个 重要 标志 . 利用 Kalman 滤波 ,对 我 们 感 兴趣 的 量 的 估计 ,可 利 
用 新 量 测 到 的 数据 ,适时 地 加 以 修正 ,所 以 它 在 制导 、 导 航 及 工业 
过 程控 制 等 领域 ,得 到 许多 重要 的 成 功 应 用 . 标志 现代 控制 理论 诞 
生 的 另 一 组 工作 是 60 年 代 以 来 对 用 状态 空间 描述 的 线性 控制 系 
统 能 控 性 .能 观测 性 .反馈 镇 定 、 输 入 输出 系统 的 状态 空间 实现 等 
概念 的 提出 和 研究 . 能 控 性 是 指控 制作 用 能 否 把 系统 的 状态 控制 
到 零点 . 能 观测 性 是 指 对 系统 状态 的 部 分 观测 能 否定 出 系统 的 全 
部 状态 . 反馈 镇 定 是 指 用 反馈 控制 的 办 法 ,把 原先 不 稳定 的 系统 ， 
在 闭环 的 状态 下 成 了 稳定 的 系统 ,这 方面 的 研究 成 果 , 在 许多 国家 
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都 已 做 成 了 计算 机 辅助 设计 软件 包 , 得 到 了 许多 成 功 的 应 用 . 

为 了 控制 一 个 系统 ,首先 要 建立 这 个 系统 的 数学 模型 . 系统 辩 
识 就 是 根 刀 系统 的 输入 、 输 出 数据 来 建立 系统 的 数学 模型 . 例如 一 
个 复杂 的 化 工 流程 所 得 到 的 产品 的 数量 和 质量 指标 (输出 ) 依赖 
于 外 加 的 催化 剂 .温度 和 压力 (输入 ) 等 ,但 我 们 事先 不 确 知 它们 
的 依赖 关系 . BSCE ARE ER Tot a EHE Bs ZUR Br Dn EA fE 
化 剂 以 及 产品 的 数量 和 质量 指标 来 建立 它们 之 间 的 动态 关系 . 系 
统 辨 识 分 “离线 ”和 “在 线 ”两 种 . 离线 的 系统 辨识 就 是 先 积累 系统 
的 输入 输出 数据 ,然后 利用 积累 起 来 的 数据 来 建 模 ,在 实用 中 就 把 
这 样 建立 起 来 的 模型 当 作 真 实 系 统 来 对 待 . 但 有 相当 多 的 一 类 实 
际 问题 ,有 些 根本 不 可 能 事先 辨识 ,例如 在 拦截 问题 中 对 来 袭 弹头 
气动 系数 的 估计 ,只 能 当 它 来 袭 时 逐步 加 以 识别 ,有 些 则 因为 系统 
本 身 可 能 会 有 馒 的 或 随机 的 变化 ,必须 要 在 获得 输入 输出 数据 的 
同时 ,建立 模型 ,随时 修正 模型 ,并 根 检 这 样 不 断 修正 的 模型 给 出 
控制 ,这 就 是 适应 控制 . 

从 客观 的 物理 系统 所 量 到 的 输入 输出 数据 ,可 能 用 有 限 维 的 
确 定性 微分 方程 或 差分 方程 去 拟 合 就 能 满足 所 要 求 的 精度 . 但 有 
时 量 测 数据 中 的 随机 噪声 或 系统 本 身 的 随机 因素 不 能 忽略 ,这 时 
就 要 用 随机 微分 或 差分 方程 去 拟 合 ,这 就 是 随机 系统 的 辨识 . 有 些 
系统 ,例如 大 型 柔性 天 线 , 加 热 炉 的 温度 分 布 等 ,就 要 用 偏 微分 方 
程 去 拟 合 , 估 计 偏 微分 方程 中 未 知 的 函数 或 参数 就 是 分 布 参数 系 
统 辨 识 .但 最 便于 计算 机 在 线 辨识 和 控制 ,并 已 取得 许多 成 功 应 用 
的 莫 过 于 受 外 干扰 的 自 回 归 滑 动 平均 过 程 , 即 ARMAX 过 程 作为 
模型 来 辨识 . 

ARMAX 模型 就 是 系统 的 ! 维 输入 um 维 输出 y,, 由 下 述 
随机 差分 方程 来 描述 

Yati 十 Ai. Feet A Ynot 

= Byun, + Bou, teeet+ Bossa d Entis (1) 
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Adeo 77 


ei Aw. + Cyw, tH Crwn- 
表示 系统 的 噪声 . MR, 三 0. 那 么 系统 (1) 就 成 了 确定 性 系统 . 
{w,) 是 不 相关 的 驱动 噪声 ,通常 假定 {w,, Fn) FE-PE, 
或 是 一 串 独 立 品 声 序列 . 

系统 辨识 在 ARMAX 模型 下 ,就 是 根据 数据 {4,i <n) {yoi 
Sn) 给 出 系统 阶 数 (p,q,r) 及 参数 阵 

& S[— A A,B, +*+ BC, +++ C] (2) 

的 估计 . 

这 个 问题 和 时 间 序 列 分 析 中 对 ARMAX 模型 的 估计 有 很 大 
不 同 , 因 为 模型 (1) 中 带 有 控制 项 w,, 而 它 是 依赖 于 {yi,i <n) 的 
反馈 控制 ,所 以 过 程 {y,} 本 身 既 非 平 稳 也 非 遍历 . 

当 ~ 王 1 时 ,也 就 是 6 二 zx, 时 ,如 果 系 统 阶 数 (如 ,4) 已 经 固定 ， 
那么 估计 0 一 个 最 直观 常用 的 办 法 是 最 小 二 乘 . 


记 
gi [xe yj ttt usu]. (3) 
那么 系统 (1) 可 写成 
Ynti = FY, 十 wu. (4) 


在 = 时刻 对 2 的 最 小 二 乘 估计 是 指使 下 式 达 最 小 的 0,: 


D O: — &a-0; — £g 


im] 
= min V (y, — TQ) (y: — x'g a». (5) 
*odel . 
不 难 验算 
a-il "— 
0, = P, Mass P, = ( Mee: ) (6) 
1 一 0 i 


EX nD m, Y po ULT SEIL ALEE WA 0, 可 用 递 推 的 形式 来 表 
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0, = 8, + a Pp Cyr a1 — PLO) sa, — A+ PaP)’, (7) 


Paii 一 ~ AP GP LP a, nny. (8) 
从 (4) 可 以 看 出 ， 
W si A ya 一 06,119. (9) 
是 对 wa 的 一 个 合理 估计 ,所 以 对 + 之 1 的 情形 ,把 扩展 成 
P = [yee yp 
(10) 


后 ,在 (7),(8) 中 任 取 初 值 9, 及 P, 0,852: 00 COD 仍 可 用 来 估 
计 由 (2) 表示 的 参数 阵 . 这 时 算法 叫 推广 的 最 小 二 乘 算法 . 

我 们 前 面 曾 提 到 ， 实际 系统 的 参数 可 能 要 随时 间 变 化 ,但 如 果 
一 个 算法 对 定常 参数 都 给 不 出 好 的 估计 , 那 它 不 能 算 一 个 好 的 算 
法 . 所 以 我 们 自然 要 问 ,如 果 系 统 确 由 (1) 描述 ,最 小 二 乘 或 推广 
的 最 小 二 乘 算 法 是 否 具有 强 一 致 性 ,也 就 是 当 n > co 时 ,6, 是 否 趋 
TO 


6, 的 性 质 和 阵 ge! 的 特性 ,特别 和 它 的 最 大 本 征 值 A 及 


最 小 本 征 值 AL 有 密切 联系 limsupAvax/ Amin 有 穷 通常 叫 系统 受到 


持续 激励 ， 这 是 经 常用 来 保证 0 KAN 8 的 主要 条 件 . 粗略 地 说 ， 
持续 激励 就 是 要 求 输入 .输出 信号 不 要 过 于 简单 ,而 要 复杂 到 使 系 
统 的 各 种 特性 都 激发 出 来 . 比如 说 ,如 果 输 入 信号 恒 为 零 ,那么 B, 
… By 就 无 法 估计 出 来 ,这 时 显 见 加, 也 便 为 零 . 所 以 为 了 辨识 参 
数 , 某 种 激励 是 必需 的 ,但 是 否 一 定 要 强 到 持续 激励 ? 
为 了 保证 0, 向 9 收敛 ,用 靳 估计 为 工具 ,可 以 发 现 , 实 际 需 要 
的 条 件 比 持续 激励 弱 得 多 . 我 们 来 叙述 一 个 结果 . 下 面 总 记 
A(z) =I + Az cH AS, 
B(z)-— B, + Byz be Bz, 
Cz) = 14+ Ciz teet Cz’, 
定理 1 BF) 是 一 族 非 降 o- 代数 ,{w,, FX) HRA 
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Pl ,supE(|w..il/F.) < ce ,并且 

Ce?) + Cle) — 1 0,V GE [0,2x] aD 
(这 个 条 件 叫 严正 实 条 件 ), 那 么 

la — 6. =O ee alo Me) Wer. (12) 
这 个 结果 给 出 了 和 .对 2 的 估计 误差 阶 数 ,要 改进 这 个 估计 阶 数 ,未 
必 容 易 , 但 要 减弱 定理 的 条 件 还 是 有 可 能 的 . 例如 可 以 把 严正 实 条 
件 (11) 减弱 到 只 要 求 C(z) 稳定 ,但 做 了 这 样 的 减弱 后 ,目前 还 写 
不 出 对 0. 的 递 推 格式 . 

对 2 的 估计 ,也 可 以 用 别 的 算法 . 一 个 最 简易 的 算法 是 随机 梯 

度 算法 : 

basi = 0, + E Oin 160,6 任意 ， a3) 


pi = [yee Yaptiln *** Usgtl w; eee wi] (14) 


We = Ys — pp =1+ ell. (15) 
i=} 


和 推广 的 最 小 二 乘 算 法 相 类 似 ,0. 的 渐 近 性 质 和 Net 的 最 大 、 
最 小 本 征 值 In 及 /Ai 有 密切 关系 . 

定理 2 (07. 是 非 降 o- 代数 族 {w,, F.) REA, 
supE[L hw/ F,] Žo «oo, Eo’? < co， 

C(e*) + Cle) — 17 0,Y pE [0,27]. 

如 果 对 菜 个 a € [04], 
Pax! Poin < M(ogr.)17*, V n> N ,limsupr,/r, ., < M(logr,)*, 
JF B. r, > co, 那 么 由 (13) 定义 的 0, 34 n — co Br ec] 6. 

上 面 两 个 定理 说 明 , 最大、 最 小 本 征 值 之 间 满 足 一 定 关 系 时 ， 
但 不 必 持 续 激 励 ,0, 就 能 收敛 到 0. 但 什么 样 的 输入 ,才能 保证 本 征 


值 之 间 的 关系 得 到 满足 ?， 
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我 们 把 要 加 在 系统 上 的 反馈 控制 记 为 ui Aa dt uL 加 上 一 个 
ka 于 零 的 扰动 . 确切 地 说 ,对 推广 的 最 小 二 乘 算法 下 的 控制 ,我 们 
加 一 个 扰动 v. BER (oL) 是 相互 独立 的 序列 ,并 且 与 {w,) 独立 ， 


= X ZI 2 2 fat 1 一 
Ev, 一 0, Ev,v, = PIE x ot /n , Vec 0:20 十 0j of 


max(p,q,r) + mp — 1,07 为 常数 ,实际 对 系统 的 输入 取 为 
U, = Uu, + v,. 
Il o, ——— 0, AEAII BU P PEL T E GE Ft b o, 并 不 影响 
指标 值 . 但 由 于 这 个 小 激励 ,就 可 以 得 到 对 0 的 一 致 估计 . 
定理 3 Rew 1 的 条 件 成 立 , 还 设 A(z),B(z),C(z) 没 有 左 


n 4 WT.A, 满 秩 ,二 Dj ww R0J3fH 
im] 


n-— oo 


E S Ud + dul] = OG"), 
imp 

1 — 2e(t + 1) 

se [o | ae) 


10 — 0,1? = o| een Qoglogn? 


Sce]. 


a€ [Fa +).1-@+ DE +9), 

这 个 定理 不 仅 证 明了 0, ——> 0. ff EAH TRIGE. 对 
随机 梯度 算法 也 可 以 给 出 类 似 结 果 . (16) 是 对 输入 输出 讯号 增长 
速度 的 限制 ,虽然 它 允 许 j yx, 蝴 和 |e 振 随时 间 增 长 ,但 它们 的 时 间 
平均 值 增长 不 能 快 于 w, 所 以 进一步 的 问题 是 针对 具体 性 能 指标 
所 设计 的 控制 规律 ,是 否 真 的 能 使 诸如 (16) 所 要 求 的 增长 速度 
得 到 满足 ?对 二 次 性 能 指标 和 跟踪 已 知 信号 这 两 类 指标 答案 是 肯 
ER. 我 们 以 跟踪 为 例 , 设 {y;*} 是 一 个 已 知 的 有 界 确定 性 讯号 ,要 
求 设计 控制 ,使 系统 的 输出 y, 尽 可 能 接近 y: ,也 就 是 要 求 
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.1 < . “yr 
lim 7 E Cy, yi) 


达到 极 小 . 
从 r = 1 的 情形 容易 看 出 ,G9 是 对 ye 的 一 个 估计 ,所 以 一 

个 自然 的 想法 是 取 u 使 
Yatı = OPa. (17) 


我 们 采用 随机 梯度 算法 , 取 扰 动 {ov,) 为 相互 独立 的 序列 ,并 与 
{w,} 独立 : 


Ev, = 0, Evv' = +— I, |lv, ll? x 0? /loge,, 


dog 


1 22 
cE Dr FD T 5] , = max(p,q.r + 1), HER. 


实际 上 系统 的 输入 为 
un = ui 十 v, 
定理 4 Diw, JF.) RRRS E wal? F, )x o, 


Ec! < eo, lY wur =R>0; DAG), B), C) 无 左 公 因 
i=l ud 


FA, MBs CQ CGU — 1 > 0, pE [0:21], 4m = 
L,detB(z) $688 exe Ee (E PRERL P. 那么 由 (17) 确实 可 以 定 出 好 ,并 
有 

. EN 

limsup * 之 (ysl + lel <, 


dimi DOIDO =R (= min), 


6, ——— 0,a. s. 
noo 


这 里 我 们 做 到 了 使 性 能 指标 达 最 优 ,同时 又 使 参数 估计 一 致 ， 

对 二 次 性 能 指标 我 们 也 能 同时 做 到 这 两 点 . 但 这 是 两 种 最 简单 的 

指标 ,对 一 般 的 指标 目前 还 未 涉及 . 但 即使 是 简单 的 指标 ,也 仍 有 

SE 难 问题 . 就 以 跟踪 而 论 ,定理 4 是 以 随机 梯度 算法 做 的 ,但 在 实 
E 


际 应 用 中 ,通常 用 广义 最 小 二 乘 算法 而 不 是 随机 梯度 算法 ,并且 也 


不 加 扰动 w. 当 B, 已 知 时 ,这 就 是 著名 的 Astrom-Wittenmark B 
校正 跟踪 器 , 它 在 工程 中 有 许多 成 功 的 应 用 ,但 它 的 收 急性 .最 优 
性 以 及 精确 的 收敛 速度 ,只 是 1991 年 以 后 的 结果 , 离 问 题 的 最 初 
提出 已 近 20 年 了 .并 且 当 B, 未 知 时 ,问题 也 没有 彻底 解决 . 

对 ARMAX 模型 的 阶 估计 ,没有 像 系 数 估计 那样 发 展 得 成 
熟 ,这 是 由 于 反馈 控制 {x,} 所 造成 的 困难 而 导致 的 . 现在 我 们 还 只 
能 给 出 离线 的 阶 一 致 估计 . 

在 实际 应 用 中 ,真实 系统 往往 有 别 于 ARMAX 过 程 ,或 者 说 
ARMAX 过 程 只 是 对 真实 系统 的 一 种 近似 ,两 者 之 间 的 差别 叫 未 
建 模 的 动态 特性 . 研究 它 对 系统 稳定 性 的 影响 , 对 参数 估计 的 影 
响 , 对 适应 控制 效果 的 影响 ,不仅 在 应 用 上 具有 十 分 重要 的 意义 ， 
而 且 理 论 上 也 是 一 个 困难 而 具有 吸引 力 的 课题 ,这 叫 稳健 性 分 析 . 
对 未 建 模 的 动态 特性 n 做 一 些 假设 ,例如 要 求 


k 
Inl <e 2*7 yl + hel + wll + Do <a <1, 


REENER ERIRAEER Inl 本 身 是 一 个 小 量 , 因 为 它 可 
以 随 fields Vlll s Mo, ll 的 增长 而 增长 , 这 时 可 以 证 明 ,广义 最 小 二 
乘 给 出 的 参数 估计 误差 的 量 级 是 s, 在 一 定 条件 下 ,甚至 可 以 做 到 
跟踪 误差 也 是 一 个 小 量 . 这 一 类 课题 要 深入 研究 ,要 去 掉 一 些 复杂 
的 条 件 , 扩 大 适用 范围 ,特别 要 结合 适应 控制 的 原始 出 发 点 , 随 着 
系统 随时 可 能 发 生 的 变化 ,即使 是 缓慢 的 变化 ,给 出 适时 的 控制 
律 , 使 系统 达到 所 希望 的 特性 . 对 这 样 一 个 从 实际 中 提出 来 的 问 
题 , 可 以 说 至 今 没有 一 个 理论 上 有 严格 证 明 的 结果 ， 

从 上 面 以 ARMAX 模型 为 范例 对 辨识 和 控制 的 叙述 中 ,我 们 
已 经 看 到 有 许多 有 待 解决 的 困难 问题 . 但 整个 控制 领域 , 远 比 
ARMAX 模型 所 能 概括 的 要 广 得 多 ,以 随机 系统 而 论 ,连续 时 间 
的 适应 控制 就 远 没 有 离散 时 间 那 样 做 得 深刻 . 参数 和 阶 都 已 知 的 
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随机 系统 的 控制 问题 , 叫 随机 控制 . 在 它 的 发 展 过 程 中 最 引 人 注 目 
的 是 对 线性 随机 系统 滤波 问题 的 解决 , 即 Kalman-Bucy 滤波 ,以 
及 在 二 次 指标 下 最 优 随机 控制 的 求 得 . 但 一 旦 涉及 到 非 线性 随机 
系统 ,就 远 没有 那么 顺利 . 当然 有 许多 重要 结果 ,例如 得 到 了 非 线 
性 滤波 方程 , 即 得 到 了 滤波 值 应 满足 的 随机 微分 方程 ,也 得 到 了 条 
件 密度 应 满足 的 偏 微 分 方程 . 但 困难 的 是 ,只 有 一 些 包括 线性 .条 
件 正 态 在 内 的 较 简单 的 情形 ,这 些 方程 才能 解 出 来 ,而 对 一 般 傅 
形 , 它们 是 一 组 无 穷 维 的 方程 ,实际 上 解 不 出 来 . 用 随机 过 程 及 微 
分 几何 为 工具 ,研究 非 线性 滤波 问题 , 仍 是 一 个 困难 而 吸引 人 的 问 
题 ,而 非 线性 随机 控制 ,只 有 很 特殊 的 情况 下 , 才 有 完美 的 解析 解 . 
所 以 现在 对 非 线性 滤波 及 控制 的 近似 方法 及 数值 方法 引起 了 人 们 
很 大 兴趣 ,特别 是 现代 计算 机 技术 及 平行 计算 的 发 展 ,为 解决 非 线 
性 滤波 问题 ,提供 了 新 的 可 能 . 

在 实际 应 用 中 出 现 的 系统 不 仅 可 能 伴 有 随机 干扰 , 而且 往往 
是 非 线性 的 ,例如 次 态 控 制 ,机 器 人 控制 及 化 工 过 程 等 . 对 确定 性 
的 非 线性 系统 , 近 十 多 年 来 ,以 微分 几何 为 工具 作 了 大 量 研究 . 首 
先是 研究 了 非 线 性 系统 的 能 控 .能 观测 性 ,但 对 工程 界 带 来 实质 影 
响 的 是 干扰 解 耦 ,输入 - 输出 解 看 ,反馈 线性 化 这 -- 类 问题 的 解 
BR. 反馈 线性 化 就 是 用 状态 反馈 的 办 法 ,把 非 线 性 系统 转化 为 线性 
系统 ,这 样 就 可 以 用 一 整套 成 熟 的 线性 控制 的 工具 来 解决 非 线性 
系统 的 控制 设计 间 题 . 这 个 方法 已 成 功 地 用 来 解决 具有 多 轴线 非 
线性 动态 的 直 升 飞机 的 飞行 控制 问题 ,并 已 通过 飞行 试验 . 但 对 非 
线性 系统 的 研究 ,总 的 来 说 还 处 于 早期 阶段 ,有 许多 有 待 解决 的 问 
题 ,例如 要 研究 系统 性 能 ,灵敏 度 ,稳健 性 ,要 研制 实际 可 用 的 包括 
计算 机 辅助 设计 在 内 的 设计 方法 ,要 研究 输出 反馈 (至 今 多 用 状态 
. 反馈 ), 特 别 要 研究 总 而 未 决 的 非 线 性 系统 的 镇 定 问 题 , 也 就 是 要 
研究 能 判别 给 定 的 非 线性 系统 可 否 镇 定 使 之 具有 一 定 稳定 域 的 判 
据 . 研究 这 些 问题 ,不仅 要 用 到 深刻 的 数学 工具 ,并 且 它们 的 解决 ， 
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对 工程 实际 必定 有 很 大 影响 . 

上 面 我 们 已 经 提 到 ,有 些 实际 系统 ,例如 大 型 柔性 空间 天 线 ， 
加 热 炉 的 温度 分 布 , 柔 性 机 器 人 , 液 流 等 的 运动 规律 ,不 仅 依赖 于 
时 间 ,也 依赖 于 空间 变量 ,所 以 它们 的 动态 特性 要 用 偏 微分 方程 或 
积分 - 微分 方程 来 描述 ,这 时 系统 叫 分 布 参数 系统 . 用 泛 函 分 析 和 
偏 微 分 方程 为 工具 ,对 分 布 参数 系统 的 研究 已 取得 了 许多 进展 , 包 
括 对 能 观 性 ,能 控 性 ,能 镇 定性 的 研究 ,并 且 已 有 一 些 快速 的 算法 
来 解决 分 布 参 数 系统 的 控制 问题 .但 仍 有 许多 困难 问题 有 待 解决 ， 
例如 :大 型 乘 性 结构 中 的 敏感 器 和 执行 器 本 身 可 对 系统 的 动态 特 
性 有 很 大 影响 ,所 以 在 设计 结构 和 控制 系统 时 ,必须 把 这 些 因素 考 
BEK. 抗 振 是 柔性 结构 中 的 重要 问题 ,但 分 布 参数 系统 的 内 阻尼 
很 不 清楚 ,所 以 需要 研究 新 的 辨识 方法 以 及 有 效 的 抗 振 控制 算法 ， 
又 例如 闭环 分 布 参 数 系统 对 很 小 的 时 灌 以 及 对 敏感 元 件 和 执行 元 
件 位 置 的 很 小 变动 十 分 敏感 ,所 以 灵敏 度 分 析 十 分 重要 ; 当 系 统 中 
包括 液体 这 一 类 具有 可 变 边界 层 时 ,最 优 控制 和 边界 摄 动 的 关系 ， 
液 流 控制 的 有 限 元 近似 等 都 是 重要 的 研究 课题 . 为 了 把 分 布 参数 
控制 理论 变 得 更 为 实用 ,有 许多 艰难 的 数学 问题 需要 解决 . 

其 实 , 不 仅 上 述 随 机 、 非 线性 .分 布 参数 系统 有 大 量 困难 的 数 
学 问题 ,即使 通常 认为 解决 得 较为 完整 并 获得 巨大 成 功 应 用 的 多 
变量 线性 控制 系统 ,近年 来 又 取得 许多 进展 ,如 优化 就 是 其 中 一 
例 , 通常 系统 的 性 能 指标 都 是 从 时 间 域 上 来 考虑 的 ,但 实际 上 ,对 
某 些 实际 问题 ,联结 输入 输出 的 传递 函数 本 身 的 范 数 大 小 可 能 很 
EE. H- 优化 就 是 找 反 馈 ,不 仅 使 闭环 系统 稳定 ,同时 要 使 输入 
A h CA BR RS) 之 间 的 传递 函数 的 Hardy 空间 的 范 数 最 
小 , 此 外 ,诸如 系统 性 能 和 不 确定 因素 之 间 的 相互 影响 ,几何 描述 
和 代数 描述 之 间 的 关系 ,大 系统 和 广义 系统 等 方面 ,都 在 不 断 取 得 
进展 .近年 来 ,多 变量 控制 系统 又 提出 了 一 些 新 的 重要 课题 . 系统 
稳健 性 要 求 对 象 和 扰动 在 较 大 范围 内 变化 时 系统 仍 保持 稳定 . 特 
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别 要 考察 系统 的 结构 稳健 性 , 即 系统 结构 中 包括 不 确定 因素 时 , 仍 
要 保证 系统 设计 要 求 . 确定 性 系统 的 适应 控制 是 达到 结构 稳健 性 
的 一 种 办 法 ,也 就 是 在 线 地 消除 结构 的 不 确定 性 . 但 当 系统 有 未 建 
AR 的 高 频 动 态 特性 及 未 量 测 到 输出 扰动 时 , 某 些 适应 控制 算法 本 
身 可 能 变 为 不 稳定 的 ,所 以 需要 研究 稳健 的 适应 控制 . 希望 研究 能 
用 较 少 的 未 知 参 数 来 设计 适应 控制 ,如 果 能 有 非 参数 的 适应 控制 ， 
则 更 理想 . 故障 容许 控制 系统 是 重要 的 新 课题 ,例如 一 个 系统 的 部 
分 元 件 出 了 故障 ,飞机 的 一 部 分 受 了 损伤 ,计算 机 的 一 部 分 硬件 出 
了 毛病 ,虽然 性 能 较 差 ,但 仍 希望 保持 系统 稳定 地 运转 . 设计 这 样 
的 控制 在 许多 领域 有 直接 的 应 用 ,但 至 今 还 缺少 方法 . 

以 上 几 种 类 型 系统 的 模型 都 用 确定 性 或 随机 的 差分 或 微分 方 
程 来 描述 ,但 有 时 这 种 模型 不 适用 ,例如 和 柔性 生产 系统 ,交通 系统 ， 
计算 机 通信 网 络 等 . 这 类 系统 称 为 离散 事件 动态 系统 . 离散 事件 就 
是 指 某 个 任务 的 完成 , 某 个 信息 的 到 达 等 . 现在 用 有 限 状 态 马 氏 
(Mapkos) 链 ,Petri 网 络 ,排队 论 及 扰动 分 析 法 分 别 对 一 些 特定 类 
型 的 离散 事件 系统 取得 成 功 ,但 事实 上 ,至 今 对 离散 事件 动态 系统 
还 缺乏 真正 好 的 动态 模型 和 有 效 的 分 析 方 法 . 例如 ,给 定 一 个 离散 
事件 系统 和 它 的 性 能 特征 ,如 何 设计 控制 器 去 满足 对 系统 特性 的 
ER ;就 是 一 个 十 分 重要 的 研究 课题 , 它 包 括 确定 满足 要 求 的 控制 
是 否 存 在 , 当 存 在 时 要 用 有 效 的 算法 去 求 它 ,还 要 研究 它 是 否 在 某 
种 意义 下 最 优 的 . 这 类 系统 的 分 析 在 实际 中 极为 有 用 ,但 理论 发 展 
还 处 于 初级 阶段 . 

”控制 理论 提出 的 概念 理论 和 方法 已 越 出 了 在 工程 技术 领域 
的 应 用 ,有 的 在 生物 .心理 及 经 济 等 领域 中 已 起 到 了 明显 的 作用 . 
辨识 和 控制 的 方法 在 计算 机 视觉 ,地 震 信 号 处 理 , 物 理 探矿 中 的 逆 
问题 ,多 敏感 器 校正 ,多 目标 跟踪 ,心电图 分 析 , 二 维 图 象 处 理 , 医 
学 图 象 处 理 等 方面 ,正在 起 着 重要 的 作用 . 

综 上 所 述 , 辨 识 和 控制 有 很 强 的 应 用 背景 ,并 已 取得 了 许多 成 
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功 的 应 用 ,但 还 有 大 量 的 有 待 解决 的 问题 . 这 些 问 题 的 解决 ,将 有 
力 地 促进 工程 技术 和 其 他 领域 的 发 展 . 解决 辨识 和 控制 问题 ,要 用 
到 包括 微分 方程 ,微分 几何, 证 函 分 析 , 代 数 逻 辑 ,概率 统计 ,数值 
分 析 , 复 实 分 析 等 多 种 数学 工具 . 当然 解决 某 类 特定 的 辨识 和 控制 
问题 ,就 要 侧重 用 到 上 述 数学 学 科 中 的 某 几 种 ,例如 解决 随机 系统 
问题 , 较 多 地 用 到 概率 统计 和 实 分 析 ,解决 分 布 参数 系统 问题 , 较 
多 地 用 偏 微分 方程 和 泛 函 分 析 ,而 解决 非 线 性 问题 就 较 多 地 用 到 
代数 几何 及 微分 方程 的 方法 ,等 等 . 总 之 ,研究 辨识 和 控制 是 应 用 
数学 工作 者 大 有 可 为 的 场所 ,许多 实际 上 急 待 解决 而 数学 上 难度 
很 大 的 问题 ,正在 等 待 我 们 去 攻克 . 
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概率 论 是 现代 数学 中 的 一 个 重要 学 科 . 一 方面 , 它 有 丰富 的 数 
学 理论 ,近年 来 对 其 他 数学 学 科 ( 如 偏 微分 方程 .微分 几何 , 泛 函 分 
析 、 调 和 分 析 、 半 群 等 ) 有 深入 的 相互 渗透 . 另 一 方面 ,其 他 自然 科 
学 (如 物理 .化 学 .生物 .力学 等 ) ,技术 科学 (如 通讯 .信息 论 .控制 
论 等 ) ,管理 科学 (如 运筹 学 .排队 服务 理论 等 ) 中 的 很 多 问题 都 可 
以 归结 为 概率 模型 ,应 用 概率 论 和 随机 过 程 的 理论 方法 加 以 研究 ; 
并 且 这 些 问 题 也 向 概率 论 提出 了 新 的 重要 研究 课题 . 粒子 系统 
(Interacting Particle Systems) 便 是 导 源 于 统计 物理 的 这 样 一 个 
新 的 概率 论 分 支 . 由 于 它 处 于 蓬勃 发 展 的 阶段 ,所 包括 的 范围 并 不 
很 明确 ,研究 课题 也 日 新 月 异 . 加 之 作者 知识 面 和 水 平 所 限 ,介绍 
的 内 容 以 及 提 法 定 有 很 多 不 妥 之 处 , 望 行家 和 读者 批评 指正 . 如 果 
这 一 介绍 能 引起 国内 更 多 读者 ,特别 是 有 志 献 身 科 学 的 青年 的 兴 
趣 ,作者 就 达到 目的 .心满意足 了 . 

概率 论 与 统计 物理 的 联系 可 以 上 溯 到 19 世纪 统计 物理 学 理 
论 建立 之 初 .“ 统 计 物理 学 所 研究 的 对 象 是 大 量 分 子 ( 包 括 原 子 、 电 
子 、 幅 射 场 等 ) 所 组 成 的 体系 , 它 的 目的 是 根据 分 子 运 动 来 解释 所 
观察 到 的 物质 的 宏观 热 性 质 . 它 的 方法 是 对 分 子 的 微观 量 求 统计 
平均 值 . "CETTE (09850 第 2 页 . ) 因此 ,一 个 世纪 以 来 ,统计 物理 
学 中 经 常 运 用 概率 (在 统计 物理 中 常用 几率 这 一 术语 ) 的 概念 和 
方法 ,而 概率 论 学 者 也 常常 探讨 统计 物理 中 的 概率 论 问题 或 将 概 
率 论 用 于 统计 物理 ,出 现 了 一 些 重要 工作 ,例如 Boltzmann 方程 的 
建立 , 输 运 过 程 理论 的 建立 ,Gibbs 的 统计 系 综 理论 ,Xnnuun 著 的 
《统计 力学 的 数学 基础 y(Khinchin(1949) ) ,Korworopoa ZE Ra ji IE 
论 方面 的 工作 ,等 等 . 这 些 对 两 个 学 科 都 有 促进 作用 ,但 是 似乎 应 
该 说 是 不 系统 的 . 到 了 20 世纪 60 年 代 中 期 , 苏联 的 P. UL. 
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Jloópyumn 用 近代 概率 论 的 方法 研究 了 Ising 模型 的 相 变 问题 , 随 
后 于 60 年 代 末 Ho6pymnu(1968),D.E,. Lanford 与 D. Ruelle 
(1969) 独立 地 提出 了 无 穷 粒 子 系统 的 Gibbs 随机 场 (Gibbs W 
度 ), 开 创 了 粒子 系统 发 展 的 进程 . 利用 Gibbs 随机 场 讨论 相 变 ( 超 
导 即 为 一 种 相 变 ) 问题 ,避免 了 过 去 使 用 长 程序 参数 刻 划 相 变 时 
(参看 § 1) ,需要 对 与 (有 限 粒子 系统 上 的 )Gibbs 态 有 关 的 参数 取 
热力 学 极限 ( 即 让 系统 的 粒子 数 按 某 种 方式 趋 于 无 穷 ) ,而 这 种 极 
限 的 意义 是 不 很 清楚 的 . 也 许 更 重要 的 是 Gibbs 随机 场 这 一 新 的 
概 念 一 方面 是 按照 粒子 的 交互 作用 的 规律 给 出 , 另 一 方面 它 又 给 
出 了 一 个 概率 框架 使 经 典 统计 力学 的 许多 模型 的 大 部 分 平衡 性 质 
得 以 描述 . 稍 后 从 系统 的 动态 角度 出 发 ,提出 了 无 穷 粒 子 系统 的 
Maproe 过 程 与 动力 系统 来 加 以 研究 . 从 广义 的 角度 看 ,渗流 的 研 
究 也 可 以 认为 是 粒子 系统 的 范围 . 发 展 到 现在 ,粒子 系统 这 一 概率 
分 支 的 背景 远 远 超出 了 平衡 态 统计 物理 ,Gibbs 随机 场 在 构造 量 
子 场 中 日 益 显 示 其 作用 ;有 些 模型 产生 于 非 平 衡 统 计 物理 .流体 动 
力学 .化 学 .生物 以 及 其 他 学 科 . 从 学 科 上 说 ,似乎 可 以 说 粒子 系统 
正在 发 展 成 描述 粒子 (分 子 . 原 子 ……) 系统 的 运动 一 种 新 的 数 
学 工具 , 它 更 能 反映 粒子 系统 运动 的 本 质 . 从 目前 研究 状况 及 文献 
看 , 粒子 系统 的 研究 内 容 丰 富 深刻 ,研究 方法 不 断 发 展 . 无 论 从 理 
论 上 和 应 用 上 ,都 有 很 多 研究 需要 进行 . 对 有 志 于 科学 事业 的 青年 
读者 是 一 个 大 有 用 武之 地 的 研究 领域 ,前 景 是 十 分 吸引 人 的 . 

下 面 我 们 将 逐一 向 读者 介绍 ,其 内 容 依次 分 为 以 下 几 节 ; § 1 
铁 磁 Ising 模型 的 相 变 . $ 2Gibbs 随机 场 . $3 自 旋 过 程 . $ 4 反应 
扩散 模型 . 


§1 4&8 Ising 模型 的 相 变 


我 们 先 以 较 经 典 的 方式 就 铁 磁体 Ising 模型 介绍 相 变 的 有 关 
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问题 ， 
1. WE Z^ 表示 一 切 4 维 整 点 组 成 的 集 , 称 为 4d 维 整 点 集 . 即 
(1) Zf, = {x = (ape TT 为 整数 ,i = Lye yd," 
5S 为 Z* 和 的 一 个 子 集 . 设想 在 每 一 r+€ S 上 有 一 ( 铁 磁 ) 粒子 (因此 有 
时 称 S 为 位 置 集 ) ,每 个 粒子 有 两 种 状态 .分 别 记 为 十 1 与 一 1( 它 
们 分 别 代表 物理 中 的 正 、 负 自 旋 ), 于 是 ,整个 (S 上 的 ) 粒子 系统 的 
状态 ( 按 物理 习惯 称 为 组 态 ) 可 以 用 5 到 集 { 一 1,1) 的 函数 ( 映 
射 )7 表 示 , 用 显示 法 表示 7 就 是 集合 {7(Cx):w ES),7Cx) =1,S 
上 的 全 体 组 态 用 X(S) 表示 , 即 
(2) X(S)t = (9 mS be {— 1,1}}. 
4S = ZH hid X(Z4) WX. 

对 于 S 上 的 粒子 系统 给 出 一 个 交互 作用 势 $8, 它 是 定义 在 3 
的 非 空 有 限 子 集 类 S7 上 的 实 函 数 , 即 
(3) $, S — R( 全 体 实数 集 ). 
其 物理 意义 是 86(4).AE€ ,表示 A 上 全 体 粒子 之 间 的 相互 作用 
的 强度 . 用 下 列 式 子 定义 的 量 
(4) HsGD:— — 24000 17") 
表示 系统 的 组 态 为 了 时 的 总 能 量 ( 此 和 式 可 能 发 散 ). 按 物理 习惯 
Hs 为 此 系统 的 Hamilton Æ. 此 时 系统 称 为 S$ 上 的 Ising 模 
型 . 


2. 车 上 述 的 交互 作用 势 还 满足 
© 在 本 文中 常用 (…:…) 表示 集合 ,其 中 *:" 号 前 老 示 此 集合 的 元 素 ,“:" 之 后 表示 
此 集合 的 元 具有 的 特征 性 质 . 


" (4) 式 右边 25 表示 对 一 切 与 AE aže IT pow ras. IT 表示 


对 … 切 与 x€ 4 有 关 的 晤 J(z) 的 乘积 ,以 后 同伴 以 > , 1E 分 别 表示 求 和 式 与 求 积 式 ， 
求 和 ( 积 ) 项 写 在 符号 的 右边 ,符号 下 方 表示 各 求 和 (或 求 积 ) 项 的 标号 . 
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0, 4 |A| z 2, 

(5) eu [I udin 
其 中 |4| 表 和 集 4 的 元 数 , 则 称 系统 为 (无 外 场 ) 铁 磁 Ising 模型 . 注 
意 此 模型 中 粒子 的 交互 作用 只 发 生 在 两 个 粒子 之 间 , 而 且 两 个 粒 
子 的 交互 作用 的 强度 非 负 . 

下 面 就 铁 磁 Ising 模型 给 出 相 变 的 经 典 定义 . 首先 设 $ 为 Z" 的 
有 限 子 集 ,8 > 0, 交 互 作用 甸 满 足 (5), 易 见 下 列 公式 (6) 规定 了 
X(S) 上 的 一 个 概率 : 

bon. = ZG,B)'exp(-BHsSCD),9 € X(S); 


Z(8S,p): = >) exp (-BHsGQD). 


7€ XCS) 
称 此 概率 为 S$S 上 具 势 的 铁 磁 1sing 模型 对 参数 8 的 平衡 态 (Gibbs 
态 ), 简 称 为 S 上 的 Gibbs 态 . 在 物理 中 是 反比 于 绝对 温度 了 的 参 
数 . 按照 概率 论 ,规定 X(S) 上 的 实 值 函 数 /7) 对 P 的 数学 期 望 
为 


(7) EP fi = M SPAI. 

93€ X(S) 
BER A CS MERE Ising 模型 在 A 上 的 长 程序 参量 为 
(8) ma.s(B): = |A| EPLO F, 


ERRER) € A) 中 的 各 分 量 — € 4 在 3 的 平衡 态 
下 的 一 致 程度 ( 即 7(x),z € 4, 同 为 十 1( 或 一 1) 的 比例 的 大 
小 ), 一 致 程度 越 高 , 则 此 参数 值 越 大 . mas = 1 当 且 仅 当 一 切 
Nu) u € A 以 概率 1 相同 ,m4,s(B) = 0 当 且 仅 当 7(x),zEA4 以 
概率 1 正 、 负 各 半 出 现 . 再 规定 Z^ 上 铁 磁 Ising 模型 的 长 程序 参量 
(9) m(g): = lim limm4,s QD. 

A, SA. 


上 式 右边 中 的 A,S KE AC S.S 为 2 的 有 限 子 集 ,lim Clim ) 
SA APZ 


表示 S) 逐步 扩大 到 Z 的 极限 . 
Z^ 的 铁 磁 Ising 模型 相 变 就 是 8 的 函数 m CD CICER LE 
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IRE TAY BO) 的 解析 性 质 的 一 种 突然 改变 ,确切 地 说 , 相 变 在 
B= B. 时 发 生 是 指 :如 果 m(B) 在 某 一 以 B. 为 端点 的 开 区 间 上 解 
桥 ,但 在 包含 8. 的 任何 开 区 间 上 不 等 于 此 解析 应 数 . 特别 ,如 果 存 . 
{E B. € (0,00) 使 
a0) m(B) zi "B Re 

20,048, 
则 称 模 型 具有 序 - 无 序 相 变 . 显然 有 序 - 无 序 相 变 是 上 述 相 变 概念 
的 一 种 特殊 情形 ,因为 此 时 m(8) 在 (0,B.) 上 等 于 恒 取 0 值 的 解析 
哨 数 ,但 是 在 任何 包含 8. 的 开 区 间 上 不 等 于 0 解析 函数 . 由 (6)， 
(8) 两 式 易 知 有 限 铁 磁 Ising 模型 不 会 出 现 相 变 , 所 以 相 变 是 无 穷 
粒子 系统 的 一 种 特有 的 集体 性 态 . 

对 于 有 序 - 无 序 相 变 可 以 粗略 地 解释 为 某 种 对 称 性 破 缺 
(broken symmetry). ?4 8 < B, Wh m(B) = 0, 由 (9) 可 见 当 4 很 
大 时 ,4CS,mns(8) 相当 小 ,这 就 是 说 4 上 的 粒子 的 正 . 负 自 旋 以 
很 大 的 概率 几乎 各 半 , 这 可 以 认为 是 一 种 对 称 性 . 当 6 > B. 时， 
m) 2 0. 则 表现 为 :或 者 正 自 旋 明 显 多 于 负 自 旋 , 或 者 反之 . 这 
可 以 认为 是 正 、 负 自 旋 的 个 数 出 现 了 不 对 称 的 情况 . 这 是 相 变 的 一 
种 物理 理解 ,在 下 一 节 我 们 还 将 进一步 阐述 . 

3. 有 无 相 变 的 问题 和 在 有 相 变 的 前 提 下 ,临界 值 8. 的 估计 或 
计算 问题 ,都 是 相 变 研究 中 的 重要 问题 . 实际 上 ,超导体 的 转变 温 
度 T. 就 是 某 种 模型 的 相 变 临界 值 及 的 反比 函数 z5 ,其 中 为 统计 
物理 中 的 Boltzmann 常数 ,由 此 也 可 见 研 究 相 变 及 其 临界 值 的 估 
计 的 重要 性 . 作为 理论 上 一 个 典型 的 简单 模型 ,人 们 长 期 研究 了 铁 
磁 Ising 模型 的 相 变 问题 ,下 面 我 们 介绍 有 关 的 部 分 著名 结果 及 一 
些 未 解决 的 问题 . 


i Z' 上 的 交互 作用 势 甸 还 满足 : 
1, 4 A = {u,v}, |u — vi 二 1 时 ， 


(11) (A): = 
H 5 10, 当 4 为 其 他 子 集 时 ， 
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其 中 lu 一 v| 表示 v,u € Z RRR, BE u = (ayy ea) v= (v1， 
ug) RE lx 一 vl: = [310 7 v]. 满足 (11) 的 铁 磁 
Ising 模型 称 为 紧邻 Ising 模型 . 已 经 证 明 ; 当 4 = 1 时 , 它 无 相 变 ; 
M d 之 2 时 ,有 (有 序 - 无 序 ) 相 变 . 而 且 当 — 2 时, 相 变 的 临界 值 
(12) A? = Hoga + VZ) ~ 0.44. 


但 当 d > 318 WA 89" «C PP. cR di RRO fei p. 的 值 是 
一 相当 困难 而 有 重要 意义 的 研究 课题 ， 

对 于 一 维 ( 即 Z' 上 ) 的 铁 磁 Ising 模型 * 若 它 的 交互 作用 势 除 
满足 (5) 外 还 满足 平移 不 变性 , 即 对 任何 a,v € Zu AVA 
(13) $((lu.v)) = Tu — vb, 

其 中 J(n) 为 定义 在 正 整数 集 上 的 函数 . EAER: E J 00 满足 


(14) lim Tek 2o) - 0, 
则 模型 无 相 变 52; 若 
(15) infnJ(n) > 0, 
则 模型 具有 序 - JC FF AE (Frohlich ,Spencer(1982) ). 
有 关 本 节 的 内 容 还 可 参看 Dyson(1971) ,那里 还 提出 了 一 些 
更 深入 的 问题 . 


$2 Gibbs 随机 场 


本 节 将 通过 分 析 长 程序 参量 m QD 的 定义 过 程 来 理解 并 介绍 
Gibbs 随机 场 的 概念 ,给 出 相 变 的 概率 定义 ,进而 介绍 Gibbs 随机 
场 的 一 些 进展 情况 .研究 课题 和 文献 。 — 

1. 在 $1 中 定义 m(B) 时 ,首先 要 用 到 极限 


(1) lim ma.s (8). 
sazi 


而 mas (O ARRUA 206012 € XS) XT GRE S 上 


的 平衡 态 oS 的 数学 期 望 . 由 此 可 以 直观 地 想象 (1) Xe ER 
对 “XX = XO) 上 的 平衡 态 ” 的 数学 期 望 , 因此 问题 转化 为 如 何 定 
MAX 上 的 平衡 态 ” 的 问题 . 

一 个 最 粗糙 的 想法 是 :这 种 “XX 上 的 平衡 态 ” 就 是 WPS = 
Z" 的 情况 .但 是 问题 马上 发 生 了 .我 们 知道 jy? 是 在 $1 中 用 公式 
(6) 定义 的 ,在 (6) 式 中 当 5 为 有 限 集 时 是 有 意义 的 ( 归 一 化 常数 
ZS. D) 只 是 2%' 项 的 和 式 , 因 而 有 意义 ) ,而 $ = Z^ CR) 时 ， 
Z(S, B) 是 一 个 由 不 可 数 无 穷 项 组 成 的 和 式 , 因 而 不 可 能 定义 , 当 
然 /路 就 更 不 可 能 用 $ 1 的 公式 (6) 来 定义 了 . 这 就 告诉 我 们 “和 
上 的 平衡 态 ” 必 须 用 另外 的 办 法 定义 ,同时 也 说 明 (1) 的 概率 意义 
并 不 十 分 清楚 ! 

为 了 定义 “X 上 的 平衡 态 ”, 我 们 再 进一步 分 析 maus QD ;对 于 
任意 给 定 的 EX(A).5 EXC(S\A), 用 UE 表示 XX(S) 的 元 , 它 
在 A 与 S\A LERRA RI € 5 g, Bp 

(u), 4u E AR, 
CUDU): = [ico "PPM 
A 7, XR REO € X(S) 在 4 上 的 限制 .于 是 用 X(S) 的 定义 及 
初等 条 件 概率 的 定义 可 以 将 ma s (8) 如 下 地 写 出 


mas(B)= >) B [la Zew] uP CEU S)) 


sE X(S\A) FE XCA) 


= > 0 >) dap Xo», P Com, = €) 


s€ NA). EXA) 


(1754 = ED] e pP rss = D. 
而 由 $1 的 (6) 式 及 (4) 式 可 以 算出 (实际 下 面 的 计算 并 不 需要 
$1€0 RPA 6 WE S100 式 )' ,对 任何 € X(A.C E€ 
X(S\A) 有 


* 导出 (3),(4) 的 计算 过 程 可 参看 [31] 的 中 译本 的 译 者 序 . 
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(3) AO (pm, = ÊI sa = D = ICD. 
其 中 右边 的 uf 由 下 列 公 式 给 出 ， 
AEC{E})=271(B, A, g). 
exp {p 5 ewa T EUD}, 


(4) anazo 


ZAD: = D expl M) GU ^ [| UP). 


tidy af 
(注意 : (3) 式 左边 的 Ap2 本 应 为 MP IR uit SES SX. 
但 都 未 明显 标 出 ,这 是 为 了 后 面 叙 述 方便 . ) 

上 面 的 (3) 式 只 是 就 5 为 有 限 集 的 情形 导出 的 . 但 是 我 们 注 
意 : 当 5S = 2Z" 或 其 他 可 数 集 时 , 若 交 互 作用 势 @ 满 足下 列 条 件 ; 对 
任何 x E s. 

(5) PH IBAD |<. 
则 (4) 式 对 任何 有 限 集 4CS( 即 4E 2 ) 有 意义 ,于 是 (3) 式 启发 
我 们 如 下 地 给 出 “X 上 的 平衡 态 ” 的 定义 ， 

2. 定 义 ” 设 5 为 可 数 集 ,$B 为 其 上 的 交互 作用 势 且 满足 (5)， 
EXO 上 的 概率 测度 py 使 得 (3) 对 任何 有 限 集 A € T RIE E 
E XA) E E X(S\A) ir Gb uini D m eo 定义 ), 则 称 uy 
XT DR 8f Gibbs 随机 场 (Gibbs 测度 ). 关于 给 定 更 ,8 之 0 的 全 
体 Gibbs 随机 场 组 成 的 集 记 作 «€ (90). 

上 述 定义 的 陈述 方式 是 为 了 让 更 多 的 读者 理解 Gibbs 随机 场 
的 实质 而 不 牵涉 更 多 的 数学 概念 和 术语 . 按照 数学 的 精确 定义 的 
要 求 , 还 需 补充 以 下 三 点 : 

OX) 上 的 概率 测度 是 指定 义 在 包含 一 切 形 如 
(6) (9€ XG):960 = e} su E€ Sig =+ 1 3 —1 
的 事件 的 最 小 c 域 ( 记 作 多 (S)) 上 的 概率 测度 ; 

Gi) (3) 的 左边 的 精确 含意 是 以 测度 论 为 基础 的 概率 理论 中 
的 条 件 概率 概念 ; 
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GD 等 式 (3) 是 “x JL b RR" BMP RI BEER BRE RE RE 
率 零 集 以 外 ,等 式 成 立 , 

可 以 证 明 ; 设 多 是 任 一 满足 (5) 的 交互 作用 势 ， p 是 任 一 正 数 ， 
WEF © RBH Gibbs 随机 总 存在 , 即 | 多 (8@)| 2 1. 

3. 在 引进 Gibbs 随机 场 的 概念 后 ,可 以 给 出 相 变 的 概率 定义 ， 
即 对 满足 (5) 的 给 定 交 互 作用 势 8, 若 |Z (900 | = 1, 则 称 此 模型 
在 6 处 无 相 变 : 若 | 多 (8@)| > 1, 则 称 模型 在 8 处 有 相 变 . 在 一 些 
重要 情形 (包括 铁 磁 Ising 模型 ) 下 ,物理 学 家 采取 的 相 变 定义 ( 即 
$1 给 出 的 定义 ) 在 多 数 情形 下 与 此 定义 一致 . 然而 最 近 也 发 现 了 
两 者 不 一 致 的 例子 . 

下 面 介绍 2 LE Ising 模型 的 Gibbs 随机 场 的 有 关 结 果 , 以 
此 来 说 明 相 变 的 意义 . 设 1.、 — 12) SEG Z^ S Z^NA 上 人 恒 取 值 1， 
一 1 的 常 值 函数 .多 是 满足 (5) BS Z^ 上 铁 磁 Ising 模型 的 交互 作 
用 势 . uiui, ERA 式 定义 的 相应 概率 . 可 以 证 明 :对 任何 8 
> 0, 都 存在 和 上 的 两 个 Gibbs 随机 场 必 ,v5 ,使 得 对 任何 x € Z^, 
有 
(7) KALTIO = 1) Not E Xu) = 1))， 当 4E 
S AZ; 

(8) UEU) = 107v (9 € Xi) = 1}), YAE 
SZ 

(9 vg((9€ Xu) = 1D Sof C7 € X:2620— 1), 

(10) vda E Xiu) = 1D + of 17 € XI) = 1)) = 1; 
D uf {7 € X:36) = 1D Æ p AAR ER. 
细心 的 读者 会 注意 到 : 当 zx 不 属于 4 时 (7),(8) 两 式 左边 是 没有 意 
义 的 ,因为 按照 (4) Kehoe XE XA) 上 的 概率 .但 是 
《7),(8) 式 中 的 AAZ", 所 以 当 A 足够 大 时 ,就 有 wu € A,(7), (8) 
两 式 左边 就 有 意义 ,因此 只 要 我 们 将 (7), (8) 两 式 理解 为 对 那些 
包含 的 A 来 考虑 就 可 以 了 . 实际 上 还 有 一 种 办 法 解释 (7), (8) 的 
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意思 ,就 是 将 yj ,理解 为 X 上 的 如 下 测度 工 : 它 在 4 内 按 (4) 规 
定 , 在 4 外 集中 于 点 5 上 , 即 对 任何 已 E S EM FES AMO 
F(OCXODBT: 

FQ:-—i6€ X(A)F& USE F}. 
再 定义 
(12) BECP) = >) wc), 


EE Fa» 

其 中 RD 由 (4) 规定 . 于 是 由 (12) 定义 的 uo EX EE 
率 测度 . 可 以 进一步 证 明 : 当 AAZ 时 ,p28 ey SP 
uj ,va .还 可 以 证 明 下 述 两 条 结论 对 铁 磁 Ising 模型 是 成 立 的 : 

1 当 是 充分 小 的 正 数 时 ,关于 及 8 的 Gibbs 随 机 场 唯一 . 

l RF ORB K Gibbs 随机 场 唯一 的 充 要 条 件 是 地 = vs, 
而 且 这 个 条 件 等 价 于 :对 任何 x € Z^ 
(13) dIE Xu) = 1)) = vj (2 € Xu) = 1). 
关于 上 述 结果 的 证 明 读 者 可 参考 [40] 第 三 章 及 附录 或 [29]. 

AUT E Ising 模型 , 令 
(14) B.: = sup{B > Owj = vg), 
则 由 上 述 结论 1 MO<B Coo. 4 B BAM A vi Kop HL 
由 结论 Y 知 模型 在 8 AHE. 4 9 — B. Bt We BE 4) 
AMA — B. € (3.8) f vj, = op EAE 1 的 后 一 部 分 知 对 任何 
ue ZE 

v C? € Xu) = 1D = of (7 € X0) = 1). 

由 (10),(11) ADHER u E Z og CE Xi9G0 210 都 是 8 的 
不 增 函数 . 于 是 由 8 8, 及 (9) 式 得 知 对 任何 € Z^, 
(15) vg(C(9 € Xu) = 1D = of E Xiu) = 1D, 
再 由 结论 Y 的 后 一 部 分 知 好 = of. SAU ERIT POS ie 

和 ”对 任何 铁 磁 Ising 模型 ,存在 一 AP € (0,00) 使 得 模型 在 
任何 8< B. 处 无 相 变 ,而 在 任何 8 > B. 处 有 相 变 ( 关 于 B. 何 时 有 
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限 ,在 $1 中 已 有 介绍 ). 

关于 铁 磁 Ising 模型 ,除了 $1 及 上 述 的 结论 以 外 ,我 们 还 向 
读者 介绍 有 关 临 界 指数 的 一 些 问题 ， 

为 了 有 关 问 题 的 醒目 起 见 ,在 以 下 的 叙述 中 ,对 前 面 有 关 参 数 
8 的 结论 或 符号 都 通过 变换 公式 8 = 去 :( 其 中 为 一 正常 数 ) 改 用 
关于 参数 了 (表示 绝对 温度 ) 的 结论 或 记号 来 表达 . 例如 vj ,好 改 
记 成 ui = vis = vd uz = 一 van 一 好. 结论 就 陈述 成 

V 对 任何 铁 磁 Ising 模型 ,存在 一 7 € [0,co) 使 得 模型 在 任 
何 > T, SLATE KTO i Gibbs 随机 场 唯一 ), 而 在 任何 
T « T, 处 有 相 变 . 

下 面 介绍 有 关 临 界 指数 的 问题 

对 于 d = 1, 设 铁 磁 Ising 模型 的 交互 作用 势 罗 满足 ， 
(16) (uv) = ju 一 v1 ,uv 为 整数 
(这 就 是 说 ,$1 的 (13) RPH JOD = n,n 为 正 整 数 ) ,其 中 0 一 
a <2. 因此 多 满足 $1 的 (15) 式 ,从 而 由 该 处 的 结论 知 存在 
T.€ (0,00). 人 们 猜想 下 列 诸 结论 成 立 :存在 正常 数 8,7 使 得 当 
N 一 co 时 ， 


N CT -T9 7N, 4T>T., 
(17) Ef (u) d 
# [27 u ] CN", 4T =T; 


N 
as) Di[$jy0]-C(.— T)"N, KTT 
um 


(19) Et[ Saw ]= NEO] ~ CTT, HT< 
T.» 
此 处 Et ,Dr# 分 别 表示 关于 ot 的 数学 期 望 与 方差 ,8,7 与 “无 关 ， 
称 为 模型 的 临界 指数 . 临界 指数 这 种 只 与 一 定 类 型 的 模型 有 关 而 
与 模型 的 精细 结构 无 关 ( 例 如 上 述 的 “与 “无关 ”) 的 特性 ,在 物理 
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中 称 为 普 适 性 ,物理 中 很 重视 规律 的 普 适 性 . 

对 于 4 之 2 KE Ising 模型 的 临界 指数 的 存在 性 ,人 们 也 有 
一 系列 猜想 . 这 些 都 是 一 些 有 待 解决 的 既 有 物理 意义 又 有 数学 深 
刻 性 的 重要 问题 . 人 们 只 是 就 某 些 极 特殊 情况 进行 了 研究 ,关于 这 
方面 的 研究 情况 及 问题 的 进一步 叙述 可 参看 [1]. 

与 此 有 关 , 在 渗流 理论 中 也 出 现 临界 指数 以 及 它们 之 间 的 标 
度 关 系 式 的 存在 问题 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 [24]. 

还 应 该 提 及 的 是 :在 [1] 中 还 介绍 了 有 关 Gibbs 随机 场 的 中 心 
极限 定理 的 猜想 ,[46],[3] 的 第 一 章 回 答 了 其 中 一 种 情形 . 

4. 现在 我 们 对 8 1 所 说 的 对 称 性 破 缺 作 更 明确 的 解释 . TD 
>>7:(6< 有 8) 时 ,模型 在 7 UH. I aoe ewe 
(Gibbs BÉ ELI ut = pir ,而 且 对 任何 € Z^ imas 及 (10) 知 

MIE XN) = 1) = (o € X00 = 1) = 3. 
再 由 显然 成 立 的 等 式 (因为 X) = 11) 
(200 pt {7 EE Xiu) —1) + p (92 € X:2(0) 21) 21 
得 知 . , 
GD aE XIW =+ 1) = uto € Xw =— 1 =F. 
S T < T, 时 ,模型 在 了 处 有 相 变 ,此 时 至 少 有 两 个 平衡 态 (Gibbs 
随机 场 ) pt per BI ui 5 or. He x 的 后 一 部 分 及 (9) 式 知 ， 存 
在 一 ^u € Zu 

Brig € Xu) = 1) < ut {7 € Xu) = 1}, 
再 由 (10) 及 (20) 两 式 即 得 
OD mi(9€ XV) =— 1) < lau € X90 = 1). 
HIF (20) 中 的 ui 换 成 uz 仍然 成 立 , 所 以 由 (10) 即 得 
(22 {NE Xiu) —— 1) > p> mene Xi) = 1). 


总 结 以 上 讨论 得 知 : 当 绝 对 温度 7 较 高 时 ( 即 7 > TO B 
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只 有 唯 -- 的 平衡 态 (Gibbs PA BLY) = ur FER u € Z^ 处 粒 


子 的 正 雏 自 旋 出 现 的 可 能 性 各 半 ( 即 概率 都 是 亏 ), 这 是 一 种 对 称 
性 . 当 温度 由 较 高 (7 >T) 变 到 较 低 (T TO 时 ,这 个 唯一 的 平 
衡 态 出 现 了 分 岔 .有 两 个 极端 的 情况 ot eer ,它们 是 不 同 的 ,而 且 
至 少 在 一 v € Z^ 处 ,对 于 平衡 态 uh (相应 地 对 应 于 er) 来 说 ,由 
(22)( 相 应 地 (23)) 知 粒子 的 正 自 旋 的 出 现 的 可 能 性 大 于 (相应 地 
小 于 ) 负 自 旋 出 现 的 可 能 性 ,而 且 由 (11) 知 , 当 了 越 小 ,pi {7 E 
Xi7(o) = 1} — ui (9 € Xg) — — 1) (EHA ur 02 € XX:7(v) 
=—1)— a {7 E€ X70) = DD BK. 3X SE JE Us T <T. tf. E 
述 对 称 性 破 缺 ;而 且 当 温度 越 低 , 对 称 性 的 破 缺 越 大 . 

5. Gibbs 随机 场 的 概念 可 以 在 很 一 般 的 情形 下 引进 . 其 中 模 
型 位 置 集 不 必 是 Z"( 这 是 最 本 质 的 情形 ), 而 可 以 是 任意 可 数 集 . 
每 个 位 置 上 的 状态 空间 Y 可 以 是 (i) 元 数 大 于 2 的 有 限 集 , GO C 
距离 空间 , (iii)n 维 实 空间 R 或 局 部 紧 距 离 空 间 , 或 者 更 一 般 的 空 
间 , 这 里 Y 是 某 种 代数 结构 (例如 某 种 群 ) 的 情形 也 许 是 重要 的 . 
还 有 模型 的 位 置 甚至 是 R"( 或 局 部 紧 距离 空间 ) 上 的 局 部 有 限 整 
值 测 度 , 这 实际 上 意味 着 系统 的 粒子 不 必 位 于 某 种 晶 格 上 . 对 于 
Gibbs 随机 场 的 概念 也 不 必 由 交 互 作用 势 @ 来 定义 ,而 是 从 更 一 
般 地 规范 (Specification) 概念 来 定义 . 这 种 一 般 的 Gibbs 随机 场 的 
概念 为 平衡 态 统计 物理 提供 了 一 个 理论 研究 的 框架 . 

由 相 变 的 定义 可 以 看 出 ,Gibbs 随机 场 的 存在 性 .唯一 性 和 非 
唯 一 性 是 它 的 理论 研究 的 基本 问题 之 一 . 特别 是 非 唯一 性 的 研究 
是 十 分 深刻 而 有 重要 意义 的 研究 课题 . 近年 来 ,应 用 Gibbs 随机 场 
来 研究 量子 场 论 的 某 些 模 型 也 日 益 引 起 数学 家 和 数学 物理 学 家 的 
兴趣 ,是 一 个 值得 注意 的 研究 方向 . 

6. Gibbs 随机 场 的 研究 情况 在 这 篇 文章 中 不 可 能 作 进一步 的 
介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 下 列 专 著 并 从 中 找到 有 关 文献 . 
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[31] 是 一 本 着 重 从 一 般 的 规范 概念 出 发 ,介绍 Gibbs 随机 场 
的 概率 理论 的 专著 . 

[33] 着 重 介绍 相 变 的 数学 理论 ,介绍 了 一 些 有 物理 意义 的 模 
型 的 相 变 研究 ,介绍 了 研究 相 变 的 两 个 重要 方法 一 一 围 道 方法 及 
重 正 化 群 方法 的 数学 理论 . 

[19] 系统 介绍 了 近 20 年 来 发 展 起 来 的 Gibbs 随机 场 与 相 变 
的 数学 理论 的 基本 原理 及 其 应 用 ,列举 了 相当 详尽 的 文献 . 在 本 书 
中 还 介绍 了 研究 相 变 的 另 一 种 重要 方法 一 一 反射 正 性 的 方法 . S 
述 上 也 较 易 阅读 ,是 一 本 值得 推荐 的 高 级 入 门 书 . 

在 [33j,[19] 中 ,都 引 了 Gibbs 随机 场 在 量子 场 论 研究 中 的 应 
用 的 一 些 文献 . 

[16] 介绍 了 应 用 概率 大 偏差 理论 研究 Ising 模型 的 方法 及 其 
他 有 关 问 题 . 
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1. 问题 的 提出 . 对 于 一 个 反映 物理 现象 的 数学 模型 的 正确 性 
问题 ,一 方面 从 直观 上 判断 它 的 合理 性 ,而 且 要 看 从 这 个 模型 得 出 
的 结果 是 否 具 有 在 物理 实验 基础 上 应 该 具有 的 性 质 . 另 一 方面 ,就 
统计 物理 的 平衡 态 (Gibbs 随机 场 ) 来 说 , 当 温 度 给 定时 , 它 应 该 是 
某 种 随时 间 演 化 的 动态 系统 的 不 变 概 率 测度 (平稳 分 布 ). 从 这 个 
角度 出 发 ,人 们 不 但 对 Ising 模型 给 出 了 一 种 无 穷 粒 子 Mapkos 过 
程 使 得 Gibbs 随机 场 是 它 的 不 变 测度 ,而 且 还 给 出 了 更 一 般 的 无 
穷 粒 子 Mapxos 过 程 , 它 包 括 了 一 些 非 平 衡 统计 物理 中 的 系统 . 本 
节 将 介绍 有 关 自 放 过 程 的 问题 ,最 后 简单 介绍 一 下 排 它 过 程 ， 

2. 自 旋 模型 . 设 S=Z“ 表 示 粒 子 系统 的 位 置 集 ,对 于 每 一 
u € S 有 两 个 状态 0 与 1, 于 是 整个 粒子 系统 的 组 态 空间 是 
(D X: = {7:7:S — {0,1}}. 
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注意 $ 2 的 组 态 空间 可 以 如 下 地 归结 为 这 种 情形 LEES 
(一 LIE u € SEQ) — 1,4 260 = FEW D 
(Bill E(u) = 2760 — D 0 

0,6600 =— 1, 

1, &(u) = 1, 

因此 7:S — (0,1). 而 且 容 易 看 出 :这 种 变换 是 一 一 对 应 的 . 所 以 
$ 2 的 组 态 空间 可 以 归结 为 组 态 空间 (1) 来 研究 . EU] X 总 是 
指 (1) 所 规定 的 组 态 空间 ， 

所 谓 自 旋 过 程 就 是 一 个 以 X 为 组 态 空 间 随 时 间 : 演化 的 无 穷 
粒子 Mapros 过 程 , 它 在 w€E 5 处 的 状态 改变 速率 是 c(u,7),u€5， 
7 E X. 确切 地 说 就 是 ;给 定 一 个 非 负 函 数 c(u,7),w € 5,7 € X. A 
7, 表示 粒子 系统 在 时 刻 1 宇 0 的 组 态 ,{7.:t > 0} 是 一 个 随机 过 程 . 
再 用 P2 € X ERE t = 0 时 系统 的 组 态 为 7( 即 0 = 7) WE 
{9,32 > 0} 的 分 布 . 如 果 ((72 0) ,(LP,:5 € XX)) 是 一 Mapron 过 
程 而 且 满 足 ; 对 任何 zx,o € Sus vm € XX, 当 :一 0 时 有 

{pe 7(U)) = cQu Dt o0), 
(2) 
Pi. (a) F 920 NV) A 2000) = off). 
RUP S 0), {Py:7 € XD 为 以 clu,7) 为 速度 函数 的 自 旋 过 
f. 

自 旋 模型 最 为 人 所 知 的 例子 是 随机 Ising 模型 和 基本 接触 模 
型 ,选举 模型 和 近邻 模型 (Nearest-particle System) 有 一 批 学 者 对 
它们 进行 了 较 完 整 的 研究 . 

随机 Ising 模型 就 是 Ising 模型 的 动态 模型 (参看 [29] 第 NW 
章 ,[40] 第 二 章 3.4). 它 的 速度 函数 c(w,7) 满足 ;对 任何 x ES, 
(3) cu mp*exp(8 >) (A) TT (27)-1} 

aE AES ve A 


£90) KK RPS ,多 的 意义 与 S 1 中 的 相同 . 通常 研究 速度 函 
数 是 以 下 两 种 ， 
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7(u) = 


(4) clum=exp-2 24 900 LT erw- 

或 | 

(5) cu) — [14-exp (28 Zew [T oro- DI. 
ERRASSE GRTOS 


(6 elum) TQ) = 1, 
Clu, 一 
7 a Svo. 1u) = 0, 
1 1 


v-u| 一 

其 中 4 二 0 为 常数 . 它 实际 上 等 价 于 高 能 物理 中 reggeon 自 旋 模 
型 , 它 是 reggeon 场 论 的 一 种 简化 . 它 有 一 些 直观 有 趣 的 解释 . 解 
释 之 一 是 把 它 解 释 成 传染 病 模型 , 当 7(u) = 0 时 ,认为 在 zx 处 的 个 
体 是 “健康 ”的 ,而 当 7(u) = 1 时, 则 认为 在 4 处 的 个 体 是 “病态 ” 
的 .于 是 (6) 就 可 以 解释 成 ; 当 w 处 的 个 体 处 于 病态 时 ,其 治愈 率 为 
1; 而 当 x 处 个 体 健康 时 , 它 被 传染 上 疾病 的 速率 与 它 的 带 病 的 紧 
邻 个 体 数 成 正比 ,比例 常数 为 4. 解释 之 二 是 生死 模型 ;认为 Ww) 
BR 处 的 粒子 数 , 于 是 (5) 就 可 解释 成 :x 处 有 粒子 时 ,粒子 死亡 
CP au) = 1 变 成 ?(x) = 0) 的 速率 是 1,v 处 的 粒子 以 速率 2 生出 
一 个 粒子 并 将 新 生 粒 子 送 到 紧邻 x( 即 lx 一 "| = D 处 ,车 u 处 有 
粒子 则 原来 粒子 与 新 来 粒子 合成 一 个 ,此 外 还 假定 各 粒子 生出 新 
粒子 的 行为 是 概率 独立 的 . 

关于 选举 模型 和 近邻 模型 的 提 法 及 研究 情况 可 参看 [29] 第 
VM PR, ARR. 

3. 对 于 自 旋 变 相模 型 ,在 clu,7) 满足 相当 广泛 的 条 件 下 ( 参 
看 [29],[40]), 自 旋 过 程 是 存在 的 ,特别 ,随机 Ising 过 程 与 基本 接 
触 过 程 是 存在 的 . 

基本 接触 模型 是 目前 已 知 最 简单 的 具有 分 岔 现象 (有 时 也 称 
非 平 衡 相 变 ) 的 非 平衡 系统 . 下 面 我 们 对 它 的 分 岔 现象 作 一 直观 
的 介绍 ， 

首先 我 们 注意 若 = 2, 此 处 及 以 后 2 表示 各 点 状态 全 为 0 的 
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组 态 , 则 由 (6) 可 以 看 出 对 任何 * > 00 me = 0, 即 系统 的 粒子 
一 旦 全 部 消亡 , 则 系统 从 此 以 后 就 不 会 有 任何 粒子 . 再 记 相 应 于 4 
> 0 的 基本 接触 过 程 为 7*”, 由 4 的 含义 及 (6) 式 可 直观 地 断言 ; 若 
Ay < A. Hg G0 xg G0 对 任何 x € S 3r 9? 在 任何 z 
€ 3 处 生出 粒子 都 比 00 慢 , 而 死去 粒子 的 速率 是 一 样 的 . 所 以 人 
们 可 以 直观 地 相信 下 列 事实 ， 

GD 以 下 用 72 表示 从 工 出 发 的 而 参数 值 为 的 基本 接触 过 程 ， 

HOSA <A, AY 的 粒子 最 终 会 全 部 死 光 , 则 7 亦 然 . 因而 令 

A = sup(A > 0,7” 的 粒子 最 终 全 部 死 光 } € [0,00], 
BY 3$ A ABT 07? 的 粒子 最 终 会 全 部 死 光 ; 当 A> ABS 9? 的 粒子 
水 远 不 会 死 光 . 这 就 是 非 平衡 系统 的 一 种 分 分 现象. 

于 是 由 (2) 产生 了 以 下 的 问题 : (a) BB > 02 (2A. 是 否 < 
oo?(c) 能 否 求 出 的 精确 值 或 给 出 4 的 较 精确 估计 ?这 些 问题 是 
有 意义 的 . 下 面 作 些 介绍 . 由 (6) 知 72 在 任 一 上 E S 处 由 没有 粒子 
变 成 有 粒子 的 速率 

aS) Ww) « 244. 


lve—«| = 1 


而 且 在 多 数 情况 下 上 式 的 等 号 不 成 立 .. 所 以 可 以 直观 地 相信 . 
Gi) Ë 24A < 1,0 7? 的 粒子 最 终 会 全 部 死 光 ,因而 
A2. 
目前 最 好 的 一 般 结 果 是 
(7) pa <A <i. 
(以 上 结果 证 明 参 见 [29] 或 [40], 对 于 d = 1 ,还 可 以 略 有 改进 . ) 
基本 接触 过 程 的 分 岔 现象 是 无 穷 粒 子 Mapros 过 程 的 遍历 性 
的 一 个 问题 . 设 .多 为 包含 一 切 形 如 {7 E X260 = iu € S,iE 
(0,1) 的 事件 的 最 小 o- 域 . D(X) 表示 .上 的 一 切 概率 测度 组 
RHR, q > 0), (P9 € X) 为 一 给 定 的 自 旋 过 程 ,概率 测度 
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$= [ne 2o0 [Pyne iam =A) ,>0,4€EF| 
称 为 此 过 程 的 平稳 分 布 (或 不 变 测 度 ) 集 . 上 述 的 结论 (i) 实际 上 
IEE FOB HAA, | 4 | 二 1 且 对 任何 x€ D(X) 
都 有 
[Po € Aud P>, 24 t — 00, 


其 中 “=>” 表示 测 度 的 弱 收 敛 .6 表示 集中 在 单 点 集 {0} Eng OX, 
多 ) 上 的 概率 测度 , 当 4 之 和 时 ,| |I 1. 对 一 般 的 自 旋 过 程 , 遍 
历 性 研究 主要 是 指 弄 清 .4 的 结构 .并 找 出 任何 平稳 分 布 vE .和 的 
吸引 域 


l^ € P (x) [Py € A)u(dy)>v,t > co | 


VA Bike Sa BE Se RE: HERR 
性 ,无 穷 粒子 Mapxon 过 程 的 遍历 性 研究 与 传统 研究 的 着 重点 相 
比 有 了 新 的 要 求 . 传统 研究 着 重 寻 找 过 程 遍 历 的 条 件 及 判别 过 程 
遍历 的 方法 , 即 研 究 (a) .7 = (v) 为 单 点 集 及 (6) 对 任何 A € 
2 (X) 都 有 [Po € A)p(d7)=>v(t > oo) 成 立 的 条 件 等 . 可 是 对 
自 旋 过 程 及 其 他 无 穷 粒子 系统 来 说 ,一 个 重要 的 问题 是 :寻找 过 程 
非 遍 历 的 条 件 及 判别 过 程 (特别 是 一 些 有 实际 背景 的 随机 过 程 ) 
3E 蕊 历 的 方法 . 从 迄今 的 研究 情况 看 , 非 遍历 的 研究 有 其 新 特点 ， 
一 种 办 法 是 具体 构造 一 个 不 同 于 明显 的 平稳 分 布 (例如 基本 接触 
过 程 中 的 56) 的 平稳 分 布 或 构造 两 个 不 同 的 平稳 分 布 . 也 创造 了 
一 些 方法 (如 耦合 方法 .对偶 方法 .定向 渗流 方法 ). 另 一 办 法 是 估 
计 “ 最 大 ”与 “最 小 ”的 平稳 分 布 的 硬 合 距离 . 但 总 的 来 看 ,方法 不 
多 也 不 十 分 有 效 , 这 是 一 个 重要 的 问题 ,需要 人 们 长 期 努力 . 

4. 在 第 3 目 中 提 到 基本 接触 模型 是 一 非 平衡 系统 ,而 随机 
Ising 模型 是 来 自 平 衡 态 统计 物理 的 一 个 自 旋 模型 ,是 一 个 平衡 系 
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统 . TERUEL FEE ACA UL OE MESE n] a”. 可 以 证 明 随机 Ising 
模型 是 可 逆 的 ; 即 对 于 给 定 的 交互 作用 势 @: 9” 一 R 来 说 ,相应 的 
随机 I4ng 模型 的 速度 函数 (3) 记 作 c(u,7). 若 jE€ A(X), 
(8) [eec mtrem — /Jd = 0. 
HB AX KBI- ERK ESERSE AES 上 的 值 
有 关 的 函数 ,而 .7?E XX 是 将 4 处 的 值 改 成 1 一 7(4) 而 得 到 的 组 态 ， 
即 
70), vu, 
eoa = | — Wu), v=u, 

则 称 u A cGQu 7) 的 可 道 测度 . 可 以 证 明 ; Ca)y 为 clu,7) KE T 
度 的 充 要 条 件 是 | € 09 (B®); belu, q) 的 任何 可 逆 测 度 都 是 
clu, 9) 的 不 变 测 度 ;(c) 设 clu,7) 是 随机 Ising 模型 的 速度 函数 ， 
Unit 2:0) 是 与 c(x,7) 相应 的 随机 Ising 过 程 , 且 7 的 分 布 为 x € 
P (X)( 即 的 初 分 布 为 10 MRE T > 0,(7sae 委 上 魏 了 ) 与 
Un-s0 s TST) 的 分 布 相同 的 充分 与 必要 条 件 是 4 为 clu,7) 的 
B [3S WN BE. 综合 结果 (a), Cc) 就 是 ;py 为 关于 多 及 B 的 平衡 态 (Gibbs 
随机 场 ) 的 充分 与 必要 条 件 是 以 4 为 初 分 布 的 相应 随机 Ising 过 程 
是 可 道 的 . 这 就 是 “平衡 等 价 于 可 逆 ” 的 确切 描述 . 关于 这 个 问题 
的 完全 的 解答 参看 [40] 的 第 二 章 . 

5. 与 自 旋 过 程 类 似 , 人 们 还 研究 了 排他 过 程 . 所 谓 排他 过 程 就 
是 :给 定 一 个 非 负 函数 c(x,u7) uve S, E X, MAY Wu) = 
P) 时 ,clu,v,7) = 0( 此 外 还 满足 一 些 其 他 条 件 ). 用 7,t 之 0 表 
示 粒 子 系统 在 时 刻 上 之 0 的 组 态 , {7.:t > 0} 是 一 个 随机 过 程 . 再 用 
P,,7E XX, 表示 在 i 二 0 时 系统 的 组 态 为 7( 即 二 7) MHS 
0) 的 分 布 .如果 ({7%.:t > 0), (P, € XD 是 一 Mapko 过 程 而 且 
满足 条 件 : 对 任何 三 个 不 同 的 妈 ,v,w € S, 及 任何 7 € Xu) 天 
7(v), 当 :一 0 时 有 
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P, (a) = 9200 040) = 900) = clu,v,)t + 00), 

(9) trove = I NV = 200.7400 Æ YW)) = o0), 
WEU: > 0}, (P, € XD AV cuv D 为 速度 函数 的 排他 
过 程 或 粒子 运动 过 程 . 

排他 过 程 有 一 种 直观 解释 如 下 ; 设 7(u) = 0,260 = 1 分 别 表 
示 在 4 处 没有 粒子 和 有 一 个 粒子 两 种 情况 ,于 是 7(u) A 00) 分别 
表示 在 u,v 两 处 有 一 处 有 粒子 而 另 一 处 没有 粒子 ,不 妨 设 7(x) = 
i, 因而 7(v) = 0,(9) 式 的 第 一 式 就 表示 系统 的 组 态 为 7 时 ,wu 处 的 
粒子 移 至 v 处 的 概率 速度 为 clu,v,7) ,而 第 二 式 表 示 再 有 一 个 位 
壬 的 粒子 数 改变 的 概率 速率 就 是 零 . 对 9Cu) = 0,2600 = 1 的 情形 
可 作 同样 说 明 , 按 这 种 解释 这 个 随机 过 程 描 述 的 是 一 个 粒子 系统 
的 各 个 粒子 在 位 置 集 S 的 各 个 位 置 上 移动 ,一 个 瞬时 只 能 有 一 个 
粒子 从 它 所 在 位 置 移 到 一 个 空位 上 ,而 粒子 是 不 生 不 灭 的 . 有 的 文 
献 在 适当 地 选取 速度 函数 c(x,”,7) 后 ,用 它 作为 气体 分 子 运动 的 
简化 模型 来 研究 ,因而 这 样 一 来 ,就 限制 气体 从 于 只 能 在 S 的 元 上 
运动 ,所 以 称 为 格 气 模型 . 近来 这 种 研究 又 十 分 活跃 . 有 可 能 成 为 
研究 现实 中 气体 分 子 运 动 的 一 种 有 效 方法 ,值得 注意 . 

关于 自 旋 过 程 与 排他 过 程 的 研究 成 果 及 发 展 状况 , 可 参看 
[40j,[29] 及 其 所 引文 献 ,后 一 书 还 提出 一 大 批 未 解决 的 问题 . 近 
期 关于 格 气 模型 的 学 术 论 文 , 在 统计 物理 杂志 (Journal of 
Statistical Physics) 上 屡屡 出 现 . 我 们 还 将 在 补 注 中 作 些 说 明 . 
应 用 定向 渗流 方法 研究 无 穷 粒子 Mapkos 过 程 的 情况 可 参看 

[12], [4]. 近期 在 杂志 上 (例如 The Annals of Probability) 出 现 了 
一 大 批 这 方面 的 研究 成 果 . 这 方面 关于 基本 接触 过 程 的 临界 现象 
有 下 列 有 趣 的 结果 :; 设 ov 是 在 {1,2,…,N} 上 的 基本 接触 过 程 的 
粒子 全 部 死 光 的 时 间 , 则 当 4< 叉 时 ,ax 依 概率 1 按 clogN 增 长 CN 
一 co)5 而 当 14 之 人 时 ,ov 依 概率 1 按 e" 增长 (N 一 co).([13]， 
[14]. ) 
361 


84. 反应 扩散 模型 


前 面 介 绍 的 自 旋 模型 ,每 个 位 置 上 的 状态 只 有 两 个 :0 和 1 ,在 
实际 上 ,有 时 需要 考虑 每 个 位 置 上 有 更 一般 的 状态 空间 . 这 一 节 我 
们 介绍 以 化 学 (生物 ) 反应 ( 生 灭 ) 为 背景 的 反应 扩散 模型 . 

1. 模型 的 概率 假设 . 假设 我 们 所 要 讨论 的 粒子 系统 的 粒子 只 

一 种 ,用 天 表示 ,其 余 参 加 反应 的 物种 用 AO. 表示 . 设想 它们 
的 反应 在 一 空间 区 域 Y 中 进行 ,为 了 简单 起 见 我 们 先 介绍 文献 上 
常见 的 Schl6gl 模型 ,在 此 我 们 用 头 ,4,B 表示 相应 物种 的 粒子 , 那 
么 Schlógl 模型 的 反应 可 以 用 以 下 四 个 式 子 表达 
(1) A+ 2X — 3X,3X — A + OX Xe B,B e X. 
CD fj 38 SACR SX BES ARE ILES GERE AV BR 
二 个 粒子 ,其 他 意义 相同 .除了 反应 以 外 .还 有 粒子 的 (扩散 ) 运 
动 .设想 将 区 域 V 分 成 一 些 形状 和 体积 相同 的 小 区 域 (如 正方 形 )， 
将 这 些小 区 域 组 成 的 集 记 成 S. 设 所 讨论 的 粒子 系统 满足 以 下 三 
条 概率 假设 : 

OIF u E 5 处 的 几 个 粒子 进行 一 次 反应 或 x€ S 处 的 一 个 
粒子 进入 v € S 处 ,统称 之 为 系统 发 生 了 一 次 状态 改变 . 系统 在 一 
瞬间 发 生 一 次 以 上 的 状态 改变 的 概率 速率 为 0; 

GDu € S 处 的 几 个 特定 粒子 进行 一 次 第 j 个 反应 的 概率 速率 
Fé Ay; 

Giu € S 处 的 一 个 粒子 进入 v € S 的 概率 速率 是 p (u,v). 

此 外 还 假设 每 x € S 处 的 4,B 粒子 的 个 数 不 变 ,分 别 用 ab 

在 这 些 假设 下 ,用 7(x) 表示 zx 上 ES 处 的 X 粒 子 数 , 则 系统 的 组 
SORES FZ, (全 体 非 负 整数 组 成 的 集 ) 的 函数 . 即 17(z) :wu € 
S),2G0 € Z+, 其 组 态 空 间 就 是 
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(2) E:r—imS-Z,) 
= {99 = (Qo) € 55,900 € Zi iu € S). 

By PAGER : YE EIR ARIZ CO Gii) 下 ,Schl6gl 模型 的 组 态 变化 的 概 

率 速 率 由 两 部 分 组 成 :1, 反应 部 分 :在 每 一 <E S 处 ,粒子 数 由 % 

ASB ! 的 速率 是 


0， lk -i| >21; 
qk) = [ec Ab. BREOJ—ETIJJ€Z 

ACi + Ak, kL =k—-1 
其 中 Ch ARPA TCH PR i 个 的 组 合 数 ( 当 >k, AHO). 
2. 扩散 部 分 : 设 xE S 的 粒子 数 为 &, 则 zx E S 处 有 一 粒子 移 至 wE 
S 的 速率 为 &p(Cz 

对 于 一 般 模型 ,也 有 类 似 结论 . 对 于 所 讨论 的 粒子 系统 只 有 一 
种 粒子 的 ,我 们 称 为 单 物种 的 ,Schl6gl 模型 便 是 单 物种 粒子 系统 
的 一 个 特殊 情形 ,还 可 以 讨论 更 一 般 的 情形 . 详情 见 [38]. 

我 们 称 有 一 种 以 上 粒子 的 粒子 系统 为 多 物种 的 . 多 物种 粒子 
系统 最 简单 而 有 兴趣 的 模型 是 三 分 子 模型 ( 亦 称 Brusseiator) 及 
弱肉强食 模型 ( 亦 称 Volterra-Lotka 模型 ) ,它们 的 反应 式 如 下 给 
出 : 

三 分 子 模型 ; 

(A X,B + X, X, + D,2X, + X, e 3X, X E. 
弱肉强食 模型 
(4) A+X, 2X, X, + X, 2X, X, + B e E, 

对 于 多 物种 模型 也 可 以 求 出 系统 组 态 变化 的 概率 速率 . 详情 
可 参看 [38]. 在 [38] 中 还 讨论 了 非 线性 Master 方程 的 模型 . 

2.4 S 为 有 限 集 时 ,反应 扩散 模型 就 是 SIER 5 的 元 素 ) 
A Q- 过 程 , 严 士 健 与 陈 木 法 在 [39] 中 ,得 到 了 这 种 一 般 模 型 的 多 
维 Mapros 链 (Q- 过程) 的 存在 唯一 性 、 常 返 性 及 正常 返 性 的 结果 . 
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文中 建议 了 一 种 将 多 维 Q- 过 程 归结 为 一 维 @ 过 程 来 研究 的 方法 . 
应 用 此 文中 关于 正常 返 性 的 一 般 性 结果 可 以 证 明 Schlogl 模型 是 
遍历 的 . 但 是 该 结果 对 三 分 子 模型 无 效 . 韩 东 在 [22] 中 证 明了 当 
[S| = 二 1 时 ,三 分 子 模型 是 遍历 的 , 陈 金 文 在 [4j] 的 $ 3.2 中 证 明了 
当 S 为 任意 给 定 的 有 限 集 时 ,三 分 了 模型 也 是 遍历 的 

由 于 物理 学 家 相当 普遍 地 认为 Schlóg! 模型 和 三 分 子 模型 有 
分 贫 现 象 . 从 概率 论 的 观点 来 理解 ,分 岔 现 象 应 该 理解 为 它 的 不 变 
测度 不 唯一 , 非 记 历 . 所 以 自然 可 以 认为 用 有 限 粒子 系统 来 刻 划 非 
平衡 系统 的 分 岔 现象 未 必 恰 当 . 类 比 于 平衡 态 统计 物理 相 变 的 研 
究 , 我 们 认为 研究 无 穷 粒子 反应 扩散 模型 是 适当 的 . 

3. 无 穷 粒子 反应 扩散 模型 的 存在 性 与 唯一 性 . 现在 设 S 为 可 
数 集 ,粒子 系统 的 组 态 空间 仍 由 (1) 给 出 (不 过 5 为 可 数 ). 设 系统 
组 态 变化 的 概率 速率 仍 为 反应 部 分 和 扩散 部 分 :其 中 反应 部 分 是 
在 每 一 uw € S 处 ,粒子 数 由 上 变 成 ! 的 速率 是 w(t,0). 扩散 部 分 比 
第 1 目 稍 广 一 点 , 改 为 设 xE 5 的 粒子 数 为 £,u € S 处 有 一 粒子 移 
E v € S 处 的 速率 为 c.(4)plu,v). 这 就 是 单 物种 无 穷 维 反应 扩散 
模型 ,在 c, 00 以 上 的 线性 函数 为 界 的 条 件 下 , 郑 小 谷 , 丁 万 鼎 在 
[41] 中 首先 应 用 耦合 方法 证 明 反应 项 为 线性 增长 的 情形 的 存在 
定理 . 陈 木 法 在 结合 q- 过 程 理论 与 耦合 方法 证 明了 更 一 般 的 无 穷 
维 反 应 扩散 过 程 的 存在 ,进一步 他 还 结合 KRW- 距离 理论 证 明了 
更 一 般 的 存在 定理 . 这 些 结果 总 结 在 [6] 的 第 三 .六 章 中 , 它 包括 
T(29]X 章 中 所 列 各 模型 的 存在 性 作为 特例 . 

对 于 包括 三 分 子 模型 的 多 物种 无 穷 维 反应 扩散 模型 , 唐 守 正 
在 [34] 中 建立 了 Polish 空间 上 的 极 大 值 原理 ,用 它 证 明了 ;在 扩 
散 系数 有 界 的 条 件 下 ,相应 的 反应 扩散 过 程 存在 . 

对 于 多 物种 的 一 般 情形 ,用 的 是 靳 方法 ,构造 以 (7:9:S 一 (0, 
1)) 为 组 态 空间 的 无 穷 粒 子 Mapros 过 程 的 蒜 方 法 可 从 [29]1. 8 6 
及 其 所 引文 献 了 解 . 李 俊 平 在 [26] 中 , 韩 东 在 [21] 中 ,对 组 态 空 间 
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Wit FARO TAL FERN CED MADURA FER R 
(GEA E XC BL BB) REO BR POR AY BR TIE 
EBS oS F Be A nE -YE h A d LATE RR. 因而 对 多 
物 种 情形 .在 相当 广泛 的 条 件 下 .无 穷 维 反应 扩散 过 程 是 存在 的 . 
与 此 相关 , 汉 水 在 [17].[56] 中 .用 蒜 方 法 证 明了 单 物 种 非 线性 
Master 方程 的 蒜 解 的 存在 性 和 唯一 性 ,因而 它 是 Mckean 意义 下 
的 非 时 齐 Mapkos 过 程 . 

上 面 介绍 的 是 关于 无 穷 维 反应 扩散 过 程 的 存在 问题 的 进展 情 
况 , 至 于 无 穷 维 反应 扩散 过 程 的 唯一 性 问题 , 陈 木 法 在 [8] 中 , 李 
勇 在 [28],[65] 中 对 单 物 种 情形 得 到 了 满意 的 结果 ,对 多 物种 情 
形 也 得 到 一 些 较 好 的 结果 . 李 勇 在 讨论 唯一 性 问题 的 过 程 中 ,还 改 
进 了 Polish 空间 上 的 极 大 值 原理 . 

4. 无 穷 粒子 反应 扩散 模型 的 遍历 性 . 陈 木 法 在 [6] 中 及 黄 力 
平 在 L23] 中 得 出 一 般 无 穷 粒子 Mapkon 过 程 的 平稳 分 布 存 在 的 充 
分 条 件 和 平稳 分 布 唯一 及 遍历 的 充分 条 件 . 本 万 鼎 , 郑 小 谷 在 [10] 
中 讨论 了 单 物 种 具 线 性 增长 和 死亡 速率 的 反应 扩散 过 程 的 遍历 性 
问题 ,得 到 发 生 非 平衡 相 变 的 临界 区 域 ; 找 出 了 一 切 平移 不 变 的 平 
稳 分 布 及 相应 的 吸收 域 . Ding .Durrett,Liggett 在 [11] 中 研究 了 ， 
S 二 Z* 时 ,多 项 式 反 应 模型 (包括 Schlógl 模型 ) 的 可 逆 情 形 , 证明 
了 此 时 平稳 分 布 唯一 而 且 遍 历 . Neuhauser 在 [30] 中 讨论 了 上 述 
模型 的 一 般 情 形 ( 不 一 定 可 逆 ) ,证 明了 当 迁 移 速率 ce(&) 人 充分 小 
时 , 过 程 遍 历 . 陈 木 法 在 [7] 中 对 上 述 模型 的 一 般 情 形 应 用 耦合 方 
法 得 到 使 过 程 遍历 的 很 一 般 的 充分 条 件 ,包括 了 Neuhauser 的 结 
R. 应 该 指出 :上 述 三 个 结果 中 都 包含 “ 纯 生 系数 大 于 零 ”的 条 件 . 

李 勇 与 郑 小 谷 在 [27] 中 研究 了 无 穷 维 反 应 扩散 过 程 的 非 刀 
历 性 问题 ,他 们 将 定向 渗流 方法 推广 而 称 之 为 有 色 随 机 图 ,并 将 它 
应 用 于 以 {7:7:S 一 {0,1,2}) 为 组 态 空 间 的 无 穷 粒 子 系统 ,得 到 该 
系 统 非 遍历 的 一 个 充分 条 件 . 然后 应 用 耦合 方法 得 到 一 类 无 穷 维 
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反应 扩散 过 程 非 遍 历 的 充分 条 件 . 作为 例子 ,得 到 纯 生 系数 等 于 零 
的 Schlóg! 模型 非 遍 历 的 充分 条 件 ， 

由 上 面 的 介绍 可 以 看 出 :对 于 无 穷 维 反应 扩散 过 程 , 即 今 是 
Schlógl 模型 . 要 想得到 较 完 满 的 遍历 性 结果 ,也 还 需要 很 多 努力 . 
一 个 有 兴趣 的 问题 是 : 当 纯 生 系数 为 充分 小 的 正 数 时 ,过 程 是 否 非 
遍历 ?至 于 多 物种 情形 的 遍历 性 研究 还 是 空白 ， 

与 此 相关 , 冯 水 在 [17],[56] 中 讨论 了 非 线性 Master 方程 的 
解 的 分 岔 现象 ,证 明了 它 的 平稳 分 布 的 个 数 等 于 一 者 级 数 的 零点 
个 数 ,由 此 找 出 了 Schlogl 模型 的 参数 的 两 个 区 域 , 它 们 分 别 是 使 
Schlógl 模型 的 平稳 分 布 唯一 和 不 唯一 的 参数 区 域 . 

S. 无 穷 维 反应 扩散 模型 的 连续 性 极限 (文献 上 也 常 称 为 流体 
动力 学 极限 (Hydrodynamical limit), 有 的 也 称 为 动力 学 极限 
(Kinetic limit)). 最 早 研究 Schlógl 模型 是 假设 在 容器 内 ,所 讨论 
的 物种 的 密度 是 均匀 的 . 于 是 按照 化 学 动力 学 的 反应 律 列 出 密度 
所 满足 的 常 微 分 方程 (多 物种 情形 则 为 方程 组 ), 由 此 常 微 分 方程 
研究 模型 的 性 质 ,后 来 考虑 到 容器 内 密度 的 不 均匀 性 ,这 就 发 展 为 
应 用 偏 微分 方程 (反应 扩散 方程 ) 来 研究 模型 的 非 平 衡 统计 物理 
问题 . 这 一 节 我 们 介绍 了 用 无 穷 维 反 应 扩散 模型 来 研究 这 一 类 非 
平衡 相 变 的 问题 . 那么 很 自然 也 会 提出 这 样 的 问题 ,作为 同一 类 物 
理 问题 ,提出 的 两 种 数学 模型 是 否 一 致 呢 ? 这 个 问题 从 七 十 年 代 末 
就 一 直 有 人 关心 和 探讨 . 近 些 年 来 ,Boldrighini 等 在 [2] 中 研究 了 
单 物种 无 穷 维 反应 扩散 过 程 的 连续 型 极限 问题 . 他 们 考虑 S = Z 
的 情形 . 当 过 程 的 初始 分 布 满足 一 定 条 件 时 ,过 程 的 扩散 速率 和 位 
置 经 适当 地 标 度 (Scaling) 后 ,过 程 的 数学 期 望 的 极限 ( 当 标 度 参 
RETF) 满足 相应 的 反应 扩散 方程 . 陈 木 法 等 在 1989 年 [70] 研 
究 了 某 种 多 物种 的 情形 , 徐 先进 在 [37] 中 讨论 了 多 物种 且 S = Zz 
的 情形 的 连续 型 极限 及 有 关 问 题 . 

应 该 指出 的 是 :无 穷 粒 子 系统 的 连续 型 极限 不 仅 限于 反应 扩 
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散 模型 ,对 于 自 旋 模型 .排他 模型 等 的 流体 动力 学 极限 ,在 80 年 代 
期 间 , 有 相当 广泛 的 研究 . 这 里 就 不 再 缆 述 了 . 


补 注 


趁 校对 之 便 , 补 充 一 些 参考 文献 . 和 以 前 一 样 , 并 不 为 求全 ,只 
是 作者 所 了 解 并 认为 值得 向 读者 推荐 的 一 些 材料 ,以 及 原来 没有 
公 开发 表 而 最 近 以 论文 形式 发 表 的 结果 , 结合 文献 目录 说 明 近 来 
的 粒子 系统 及 有 关 论 题 方面 值得 注意 的 一 些 情 况 . 

1. 我 想 首先 值得 向 年 轻 读者 推荐 的 是 专著 [47], 它 是 [6] 的 
增补 与 改写 ,但 是 与 [6」 有 很 大 的 改变 , 可 以 说 是 重 写 . 添加 了 跳 
过 程 与 粒子 系统 方面 很 多 新 进展 ,特别 是 关于 耦合 方法 的 论述 相 
当 精彩 . 充分 显示 了 这 一 方法 在 无 穷 粒子 系统 及 随机 过 程 研究 方 
面 的 作用 . 

2. 格 点 分 形 上 Ising 模型 的 相 变 . 最 近 [69] 讨论 了 二 维 以 上 
( 含 二 维 ) A Sierpinski tA Sierpinski 地 毯 上 的 紧邻 Ising 模 
型 的 相 变 . 作者 证 明了 前 者 没有 相 变 ,而 后 者 有 相 变 . 这 两 个 结果 
在 [58],[59] 中 用 重 正 化 群 方法 讨论 过 . [69] 用 完全 不 同 的 Peierl 
围 道 方法 严格 地 加 以 证 明 ,在 证 明 过 程 中 ,作者 对 Sierpinski J£ 
的 高 维 情形 用 一 种 新 的 办 法 构造 了 对 偶 图 ,并 引用 代数 拓扑 的 一 
些 重要 定理 (如 Alexander 对 偶 定理 等 ) 来 讲 清楚 道理 . 这 个 结果 
的 二 维 情形 在 [47] 中 有 论述 , 

[67 ] 是 最 近 出 版 的 一 本 用 Cluster 展开 的 方法 研究 Gibbs BÉ 
机 场 的 新 书 . 

3. 83.3 谈 到 对 于 基本 接触 过 程 ,存在 数值 ,使 得 当 4 A 
时 ,系统 的 粒子 最 终 会 全 部 死 光 ; 当 A> A 时 ,系统 的 粒子 永远 不 
会 死 光 . 于 是 出 现 一 个 问题 ; 当 A = AL 时 ,系统 最 终 会 出 现 什么 情 
况 ? 最 近 ,[44j 给 出 并 证 明了 下 列 明 确 的 结论 : 当 4= 久 时 ,系统 的 
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粒子 最 终 会 全 部 死 光 . 在 证 明 中 ,用 到 了 渗流 的 重 正 化 方法 ,应 用 
这 个 方法 ,作者 们 在 [44] 及 其 他 论文 中 ,还 讨论 了 其 他 一 些 问 题 . 

顺便 提 一 句 ,[61] 是 最 近 在 国内 发 行 的 一 本 好 的 有 关 渗 流 的 
eR. 

4.《 3.5 的 倒数 第 二 ,三 两 段 讲 到 格 气 模型 . 吉林 大 学 的 胡 守 
信教 授 送 给 作者 文献 [57], 使 作者 进一步 了 解 到 力学 家 们 关于 格 
气 的 一 些 重要 的 理论 工作 . [57] 是 文章 作者 先前 提出 的 一 些 模型 
的 理论 探讨 ,模型 是 一 种 特殊 的 每 一 因子 空间 有 限 的 时 间 离 散 的 
可 数 维 马 链 , 他们 讨论 了 这 种 马 链 的 流体 动力 学 极限 与 流体 动力 
学 方程 的 关系 . [54] 中 也 有 大 量 的 篇 幅 讨论 格 气 问题 . 近年 来 ,在 
统计 物理 杂志 (Journal of statistical of physics) 中 ;经常 有 讨论 格 
气 的 论文 . 甚至 有 时 出 专集 (很 多 不 是 用 无 穷 粒子 系统 的 方法 ). 总 
之 , 格 气 的 研究 是 近年 来 一 个 活跃 的 研究 方向 . 

[54] 是 目前 比较 系统 地 综述 了 流体 动力 学 极限 的 数学 研究 
的 一 本 著作 ,那里 列 出 了 大 量 的 文献 ,[55] 用 定向 渗流 的 方法 讨 
论 流体 动力 学 极限 问题 ,这些 都 值得 有 兴趣 的 读者 参考 . 

5. 关于 无 穷 维 反应 扩散 过 程 的 遍历 性 ,[48] 对 Schlogl 模型 
的 一 个 具体 情形 进一步 讨论 了 它 的 遍历 区 域 ,[66] 讨论 了 一 类 平 
移 不 变 的 无 穷 维 反应 扩散 过 程 的 遍历 性 . 

6. 近年 来 ,人 们 开始 研究 随机 环境 下 的 无 穷 粒 子 系统 . 例如 ， 
[45] 中 讨论 了 随机 环境 下 可 逆 紧 邻 粒子 系统 ,[60] 中 讨论 了 随机 
环境 下 的 分 支 随 机 游 动 ,在 Journal of Statistical Physics 和 The 
Annals of Probability 以 及 其 他 杂志 上 还 有 一 些 这 类 的 论文 . 

与 此 有 关 的 是 研究 在 随机 陷 井 场 中 迁移 的 问题 . [63] 给 出 了 
这 个 问题 的 一 个 综述 ,[62],[53] 对 一 些 情形 进行 了 研究 . 

7. 最 后 ,我 想 指 出 一 点 :KRW- 距离 和 耦合 方法 在 研究 Gibbs 
随机 场 和 无 穷 粒 子 系统 的 过 程 中 ,都 是 一 个 有 效 的 方法 . 看 来 ,这 
个 方法 在 数学 的 更 广泛 的 领域 中 有 用 . 最 近 ,[68],f51],[49] 第 
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一 次 用 它 估计 了 流 形 的 第 一 本 征 值 ,这 是 一 个 在 分 析 数 学 中 著名 
的 重要 数学 问题 ,有 相当 的 难度 . 上 述 论 文 对 于 零 曲率 的 情形 得 到 
了 于 成 桐 等 的 最 好 结果 ,而 在 曲率 不 等 于 零 的 情形 , 则 全 面 地 改进 
了 已 有 的 结果 . 而 且 证 明 要 直截了当 得 多 . 由 此 可 见 耦合 方法 的 有 
效 性 . 此 外 ,他 们 还 改进 了 流 形 的 梯度 估计 . 这 方面 的 大 部 份 文章 
已 经 或 将 在 中 国 科 学 ,数学 学 报 上 发 表 . 
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诞生 于 50 年 代 的 随机 分 析 学 是 概率 论 的 一 个 重要 分 支 . 它 的 
tes A PERE YEE CK. Ito) 获 1987 年 度 Wolf 数学 奖 . 在 对 获奖 工作 评 
ffr 中 写 道 ;* 他 的 随机 分 析 可 以 看 作 随 机 王国 中 的 牛顿 定律 , 它 提 
供 了 支配 自然 现象 的 偏 微分 方程 和 隐藏 着 的 概率 机 制 之 间 的 直接 
翻译 过 程 ,其 主要 成 分 是 对 布朗 运动 函数 的 微分 和 积分 运算 ,由 此 
产生 的 理论 是 近代 纯粹 与 应 用 概率 论 的 基石 . ”40 年 来 ,随机 分 析 
随 着 随机 过 程 一 般 理论 及 现代 著 论 的 产生 和 发 展 而 形成 为 概率 论 
的 一 个 最 富 于 生命 力 的 分 支 . 随机 分 析 不 仅 为 概率 论 及 随机 过 程 
的 理论 研究 提供 了 强 有 力 的 工具 ,而 且 对 数学 的 许多 分 支 (如 偏 微 
分 方程 ,调和 分 析 ,微分 几何 ) 滤波 与 控制 .通讯 与 动态 系统 及 金 
融 经 济 学 等 有 广泛 应 用 . 近 十 多 年 来 ,数学 物理 (如 统计 力学 .量子 
力学 和 量子 场 论 ) 对 随机 分 析 提 出 了 许多 新 问题 ,刺激 了 随机 分 
析 的 发 展 . 反 过 来 ,随机 分 析 的 发 展 又 为 数学 物理 提供 了 新 的 工具 
和 方法 . 这 两 者 之 间 的 愈 来 您 强 的 交互 作用 决定 了 当前 随机 分 析 
发 展 的 主流 方向 . 这 些 方向 是 : Malliavin 分 析 .Dirichlet 型 H H 
声 分 析 . 大 偏差 理论 .无 穷 维 随机 分 析 及 流 形 上 的 随机 分 析 等 . 本 
文 首先 介绍 伊 芯 随 机 分 析 的 理论 及 应 用 , 然后 概略 介绍 随机 分 析 
的 若干 研究 方向 ,以 期 引起 概率 界 同行 对 随机 分 析 学 的 兴趣 和 关 


$82. 布朗 运动 . 马 氏 过 程 和 加 


随机 分 析 学 的 研究 对 象 是 随机 过 程 . 所 谓 随 机 过 程 , 它 是 描述 

随时 间 变 化 的 偶然 现象 的 数学 模型 . 在 随机 分 析 学 中 ,最 重要 的 随 

机 过 程 是 Brown 运动 .Mapron it BAR. 其 中 Brown 运动 尤为 重 
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要 . Brig Brown ig zh. E E SEHE CUR "FUB CREME CAN X BU 
运动 这 类 物理 现象 的 统称 . 这 一 现象 最 早 由 英国 植物 学 家 R. 
Brown 于 1827 年 观测 到 并 提出 来 研究 . 1905 年 Einstein 从 概率 论 
及 统计 力学 出 发 导出 了 对 Brown 运动 的 如 下 统计 描述 :从 二 出 发 
的 Brown 运动 粒子 在 时 刻 上 在 > 处 被 发 现 的 概率 密度 pry) 满 
足 如 下 的 扩散 方程 (热传导 方程 )， 

E —D 之 xs] ere =0, 


(2.1) 

limp, Gr. y) = (y — r). 
即 有 p(x,y) = (4xDt)~Zexp(— |y — zl?/4Dt). 其 中 

D = $5, B = 6x70, (2.2) 
XE k H Boltzmann 常数 ,7 为 液体 的 绝对 温度 ,m 为 粒子 质量 ,a 
为 粒子 直径 ,7 为 液体 的 粘性 系数 . 这 一 统计 描述 的 正确 性 于 1908 
年 被 Perrin 精心 设计 的 实验 所 证 实 . 但 直到 1923 年 R. Wiener 才 
用 随机 系数 的 三 角 级 数 构造 出 满足 上 述 性 质 的 连续 随机 过 程 . 
Wiener 构造 出 的 d- 维 随机 过 程 (B,) 具有 如 下 性 质 ;(1) 过 程 的 加 
道 连续 ;(2) XE << 过 4, 增 量 B, — Bees B, — B, f 
互 独立 ;(3)B, 一 已 ,服从 参数 为 上 一 si 的 正 态 分布 . 如 果 B = 3, 
WU PRB) 为 从 x 出 发 的 (标准 )Brown 运动 或 Wiener 过 程 . 可 以 
证 明 Wiener 过 程 的 几乎 所 有 轨道 是 处 处 不 可 微 的 . 

1906 年 Mapxos 首次 提出 了 一 类 非 独 立 的 随机 变量 序列 模 

型 ,其 特点 是 :已 知 现在 的 状态 ,未 来 与 过 去 独立 . 后 来 就 把 具有 这 
种 “无 后 效 性 ”的 随机 过 程 称 为 Mapros 过 程 . 设 巨 为 过 程 的 状态 
空间 , & 为 上 的 一 o- iR. Mapxos 过 程 的 演化 规律 由 (E, 8 ) 上 
的 一 族 概率 测度 {P(s,z,t，…),s <tr E E) RE, HH PG. 
O 满足 如 下 的 方程 ， 
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P(s.x,t,A) = [ Passus dy) Pais t. 5 «ut. 
(2.3) 

FRoPGaurg. 0 为 转移 概率 ， 称 方程 (2.3) 为 Chapman- 
Koasoropos 方程 1931 年 Koamoropos iff $E T --263E£X Mapsos 
ip fé. Bron AH LB. A BERGE UL. 240] at E. 
Kosmoropon 了 研究 的 扩散 过 程 满 足 如 下 条 件 (E[， |X,] 表示 条 件 
数学 期 望 )， 

E[X,4,— X,|X, = x] = b,x) Att 90D, (2. 4) 

E[GCG.A — XO)? |X, = x] = alt,r)Att+o(At), (2.5) 
Wb x) ARBAB ctr) 为 扩散 系数 . 假定 过 程 转移 概率 
P(s,x,t, °) 有 密度 函数 pls,T,t，y), 并 假定 pls,T,t,y) 有 适当 
的 光滑 性 ,Konmoropos 证 明了 p 满足 如 下 两 个 方程 (分 别称 为 后 
向 和 前 向 方程 ): 


Pssst y) ——L,.pGr..y). (2.6) 
2 bot) = — [Bye ] 
3^ S,X,4£,y) = ay t yP Tt y) 


. + alat) Gert). (2. 7) 
其 中 
Lip = Fats.) at b(s,2) 3. (2.8) 

方程 (2. 7) 亦 称 为 Fokker-Planck 方程 . 
li (Martingale) 是 1939 年 J].Ville 首 先 引 进 概率 论 的 ,他 借用 
了 法 文 Martingale 有 “ 倍 赌 策略 >( 即 赌 输 后 加 倍 赌注 ) 这 一 含义 ， 
该 词 的 另 一 含义 才 是 现在 的 中 译名 “ 鞭 ”( 马 颌 疆 ). UE (X8 2 0D 
为 一 列 可 积 随机 变量 . 7 RRE Xue ,已 ,为 可 测 的 最 小 o- 域 
CAN 多 ,由 关 ,,… ,XX, 生成, 记 为 多 二 o(X iui Lm. MRM ET n, 
E [Xr |.7,] — XX,, 则 称 (X,) 为 一 拷 . 若 把 X, 设 想 为 一 赌 徒 在 赌 
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完 第 n Ja c EAT e, DUI Bo HR c BT CREE LIE OY. 对 连续 参 
数 情形 我 们 有 相应 的 拷 的 概念 . 1953 年 ,Doob 在 他 的 《随机 过 程 》 
这 部 历史 性 专著 中 首次 系统 总 结 了 他 和 Levy SAA KR Bie 
及 应 用 成 果 , 使 著 论 成 了 随机 过 程 理 论 的 一 个 独立 分 支 . 

Brown 运动 ( 即 Wiener 过 程 ) 既是 Mapros it f£ X. e Sh. xx o 
XE T Brown J XE WE ELA) Br 75 38 3€ T BR LE FE PEE P BF - 
个 中 心地 位 . 下 面 我 们 将 会 看 到 ,从 Brown 运动 出 发 可 以 构造 出 
一 类 扩散 过 程 . 这 就 是 下 面 要 介绍 的 It6 随机 积分 和 随机 微分 方 
程 . 


$3 Ito 随机 分 析 及 应 用 


$3.1 Wiener 积分 和 0. -U. 过程” 尽管 Brown 运动 的 轨 
道 处 处 不 可 微 ,Wiener 还 是 定义 了 平方 可 积 国 数 关于 Brown 运动 
的 积分 , 设 (B,) 为 一 维 标准 Brown 运动 ,了 为 (0,7] Ef rb ER 
数 , 即 


n—i 


ft) = X, clan, 1s (3.1) 
i=0 
其 中 0=4 过 4 过 … 过 i 二 了, 则 令 
下 一 1 
C. Br = | fdB, = Ms y -BM GD 
0 i-l 


FRE (S. Byr = 0, E (J. B} = | ep 从 而 映射 ec. 
Byr 可 以 等 距 扩张 为 2((0,7T]) ALO, 有 P) 中 的 线性 映射. 
BAERS. B)r Wiener 积分 , 记 为 | f(s)dB,. 这 是 一 均值 为 鹤 、 


方差 为 | s (s)?ds 的 Gauss 随机 变量 . 如 果 T 变动 , 则 我 们 得 到 一 


随机 过 程 f. B, C Æ Wiener 不 定 积分 . 
1930 年 Ornstein 和 Uhlenbeck 建立 了 Brown 运动 的 动力 学 
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理论 . i Brown 运动 粒子 在 某 一 坐标 方向 的 瞬时 速度 为 (V (4),t 
> 0), 则 由 Newton 定律 ,VG) 满足 如 下 的 Langevin AE: 

V (0) =— BV + f(D. (3.3) 
其 中 一 BV GO AERA) 为 随机 力 . 随机 力 是 周围 液 
体 分 子 对 粒子 随机 碰撞 产生 的 合力 . 此 方程 的 解 为 

Va) = V,e7* + [eres (3. 4) 
由 统计 物理 知 , 当 ! — co BE VG) R F Maxwell 分 布 , 于 是 


E iV col tE. hiia ro ap ees” ETE k o 来 近 
似 ,这 里 8 (0) 是 BO 的 “微分 ”, 于 是 我 们 有 


VG) = Vet + JZE f erag, | (3.5) 
0 


这 一 Gauss 过 程 称 为 O. -U. 过 程 . 这 一 Brown 运动 模型 更 接近 于 
物理 现实 4 X, = X, 十 | V(sds. MCX,) 是 Brown 运动 的 位 置 过 


Rl 由 于 8 的 数量 级 是 10 ~ 10", 可 以 证 明 (X,) SARAT 的 
Wiener 过 程 很 近似 . 这 从 理论 上 说 明了 Einstein 关于 Brown - 
的 统计 描述 的 正确 性 . 
$3.2 1t6 随 机 积分 和 随机 微分 方程 “It6 创立 随机 分 析 学 
的 最 初 动机 是 通过 Brown 运动 直接 构造 出 扩散 过 程 . 作为 第 一 
步 ,1944 年 1t6 推广 了 Wiener 积分 . 定义 了 一 类 随机 过 程 关 于 
Brown 运动 的 随机 积分 . 现 简要 介绍 如 下 . E (BO 为 一 维 标准 
Brown 运动 . 9 F, = e(B,,s S1). iE H HOT] 上 的 一 阶梯 过 
RB. 
H, = Et TOROF (3.6) 


Bp 0 =o Sy t= T, E WSF, NEA RENAE 
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量 . 令 
. n—1 
(H. By: = | HdB, = M&,, — B). (3. D 


HFG) AAR, EWHECGL.B,-0.Hf 
E (H. B} = Ste [E], — t) — E [| ias], 
(3. 8) 
WMS HQO,T)E-B SERE EBERT RET CO LL]0 ELTE 
HEA (Go 的 二 元 函数 关于 FH, XAO] 可 测 , 这 样 的 过 
程 称 为 循序 可 测 过 程 . 在 经 典 的 文献 中 亦 称 为 非 超前 (non-antici- 
pating) 过程. 利用 等 式 (3.8) 可 以 把 上 述 积分 推广 到 满足 E 
[| Hids |< = 的 循序 可 测 过 程 H. 称 这 样 定义 的 积分 为 te 积 
分 . RH 00,00) 上 的 循序 可 测 过 程 ,使 得 对 一 切 4E R, 
E[ | Hids |<, MENR EBR CH. B) ITRF 
(多 ,))， 且 有 轨道 连续 的 修正 . 
BOLD 为 一 扩散 过 程 , 满 足 (2.4) 及 (2. 5). 1948 Æ Lévy 将 过 
程 (X,) 在 短 时 间 内 的 增 量 表达 为 
Xu m X, = b, XDA TM a(t, X,)&, VAt 十 o(At), 
(3. 9) 
HEHE 为 标准 正 态 随机 变量 . lt6 发 现 可 用 Brown 运动 的 增 量 
Baen 一 BRE E SAL RIES A -> 0 便 得 到 如 下 的 “随机 微分 
bi cd 
dX, = 6(t,X,)dt + Vatt,X,)dB,. (3. 10) 
该 方程 可 用 Ito 积分 改写 为 随机 积分 方程 
X, — Xo fcX ds + f Va(s,X)dB, — (3.1D 
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1951 4£ Ito X Jj Picard E IK WTA MERA T : SUR ATES T > 0b, 
iR att.) 在 [0.7] X R EXT x Wi —5& Lipschitz 条 件 及 
线性 增长 条 件 , 则 方程 (3.10) 有 唯一 解 ,其 中 初 值 X, 是 任意 给 定 
的 与 布朗 运动 (8,) 独立 的 平方 可 积 随机 变量 . 这 样 ,It6 实现 了 通 
过 布朗 运动 构造 扩散 过 程 的 设想 . 从 此 .一 门 志 新 的 概率 论 分 支 
随机 分 析 学 诞生 了 . 应 该 指出 ,Puxwan 于 1947 年 和 1950 年 也 
独立 地 研究 了 不 同形 式 的 随机 微分 方程 . 与 Koimoropos 及 Feller 
用 分 析 方 法 研究 扩散 过 程 相 比 ,It6 的 概率 方法 的 最 大 优点 是 直 
观 . 简 便 . 过 程 如 何 依赖 于 漂移 系数 及 扩散 系数 从 方程 (3. 10) 一 
目 了 然 . 此 外 ,对 这 两 个 系数 的 光滑 性 要 求 比较 弱 . 随机 微分 方程 
(3.100 正 是 对 扩散 现象 的 微观 概率 机 制 的 描述 . 从 这 一 意义 上 
说 ,Ite 的 随机 分 析 是 随机 王国 中 的 Newton 定律 . 
设 (H,) 为 关于 Brown 运动 (B,) 可 积 的 循序 可 测 过 程 , (天 ,) 
H Lebesgue 可 积 的 适应 可 测 过 程 ( 这 里 适应 性 是 指 对 每 个 (, 天 , 关 
于 .多 ,可 测 ). 令 
X= X, + f Hap, + | Kas, (3.12) 
通常 称 这 样 的 过 程 (X,) 为 to 过 程 . 关于 It6 过 程 有 如 下 的 变量 替 
换 公 式 ( 称 为 It6 公式 ): | 
F(X) = FX) + [f GC HsdB, + Kd) 


4 去 | PXD Hds, (3.13) 
0 


其 中 上/ 为 二 次 连续 可 微 函 数 . 这 一 公式 是 随机 分 析 的 一 个 重要 工 
R. 

关于 随机 微分 方程 的 研究 有 大 量 的 文献 . 其 中 一 项 重要 的 进 
RE 1969 年 Stroock 和 Varadhan 提出 的 研究 方程 弱 解 的 “拷问 
Wi" 方法. 为 叙述 方便 起 见 , 我 们 考虑 如 下 的 时 齐 随 机 微分 方程 : 


d 
dXi 一 b'CX, dt 十 Da XaB,1 < 1 x d. (3. 14) 
a=] 


382 


其 中 (B!,…,BY) 为 d- HE Brown 运动 . BEG) Ro), m TEE 
某 概率 空间 (2, 多 ,P) 及 其 上 的 Brown 运动 (B,) 及 过 程 (X,) 使 
得 (3. 14) Scr MI Or B) AG. 14) 的 ^R. NES 的 基 


本 出 发 点 是 : 设 4 = > } Dao xL -十 Xo 2 a, 其 中 
a(x) = DEMNM 为 方程 (3 14) 的 一 AB. 则 对 


e.g 
每 个 f€ C” (FR) 由 It6 公式 得 
C{=/(X) — fO 一 ['Arotoas 


d d t 3 
=>, Df 3f OC CUBE (3.15) 
i-e] ampt OF: 


于 是 (C7) AARRE $3.2. 现 令 A AR ER- 值 连续 函数 
全 体 , F X 0 Eit Borelo- ji. $ X, w) = w(t). MRO, Z) E 
的 一 族 概率 测度 ( PL. ERY) 使 得 对 每 个 € CGU) HBC) 
在 每 个 P. FARR, WKCPL CCR) 是 与 算 子 4 联系 的 “ 识 
问题 ”的 一 个 解 . 这 时 ,“ 园 问题 ” 适 定 ( 即 有 唯一 解 ) 等 价 于 对 任意 
初始 分 布 妮 解 存在 且 唯 一 (唯一 性 是 指 过 程 分 布 唯 一 ).“ 著 问题 ” 
方法 不 仅 对 构造 和 研究 高 维 扩 散 及 流 形 上 的 扩散 很 有 用 ,而 且 在 
研究 用 扩散 过 程 逼近 其 他 过 程 时 也 非常 有 用 . 
$3.3 “ 半 缺 与 随机 分 析 ”It6 随机 分 析 在 70 FRAME 
及 随机 过 程 一 般 理论 的 发 展 而 形成 为 有 关 半 蔷 的 随机 分 析 理 论 . 
在 蔷 论 及 随机 过 程 一 般 理 论 中 ,我 们 通常 取 定 一 基本 概率 空间 
N, FP) RF 的 一 族 单 调 上 升 的 子 o- 域 ( 多 , ), 并 假定 多 关 
` 于 P 是 完备 的 , F, 包含 多 P-WSER MARE 7.) 是 右 
XEM BOO, = F,. 称 这 样 的 o- 域 流 ( 多 , ) 满足 通常 条 件 . 
一 随机 过 程 (X,) ACF, ) BR MRK) ACF, 0-38 IE CB X, A 
57, TM) BPX, TR, AM S CORB ELX F, 1 X RT A 
非 负 随机 变量 . MRM — He > OL [T «i t) € F, , 则 称 了 为 停 时 . 
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设 (X,) 为 一 ( 多 , )- 适 应 过 程 ,如 果 存 在 停 时 列 (7,) ET, 4 oo H 
使 每 个 停止 到 T, 的 过 程 XT (XT (w) = Xar O) BOF, )- BM 
KAD WCF, )- BBR. 一 个 适应 过 程 如 果 可 以 表 为 一 局 部 靳 与 
一 适应 的 有 限 变 差 过 程 之 和 ,就 称 此 过 程 为 半 鞭 . 这 里 我 们 定义 的 
软 、 局 部 款 及 半 坎 ,都 假定 它们 的 轨道 是 右 连 左 极 的 ( 即 右 连续 且 
左 极 限 存在 ). 半 款 是 相当 广泛 的 随机 过 程 类 , 它 包含 一 大 类 独立 
增 量 过 程 .Gauss 过 程 及 Mapros 过 程 . 前 一 节 中 随机 微分 方程 的 
WE pp. 

FRR AT fe Ee ST FE ERR REL RY. 首先 ,我 们 交代 
一 些 概念 . 我 们 把 由 一 切 左 连续 F MBER RX 0 上 
的 c- 域 称 为 可 料 o- 域 , 关 于 此 o- 域 可 测 的 过 程 称 为 可 料 过 程 . 设 
M 为 一 连续 局 部 南 , 则 可 以 证 明 (利用 著 论 中 的 Doob-Meyer 分 解 
定理 ) 存在 唯一 的 连续 适应 增 过 程 ( 记 为 (M,M)) 使 得 Mi 一 
M) HBA a BR. 设 (X,) 为 一 半 著 , 则 可 以 唯一 确定 它 的 “ 连 
gREMEA"OD.S[X.X] = OX», 2 AXi. 称 增 过 程 
HER X 的 二 次 变 站 过程. WH PER XY, 自然 可 以 定义 互 变 
闲 过 程 [X,Y]. 推广 It6 随机 积分 的 关键 一 步 是 定义 可 料 过 程 关 于 


平方 可 积 著 的 随机 积分 . 这 是 由 H. Kunita 和 S. Watanabe 于 1967 
FERN. ULM DS — FHARR, LM) X f 


E [|7 pati M ]e oo BATHE H fet it H € LM), 
WX ERE ay BUR N ,我 们 有 如 下 的 Kunita- Watanabe 不 等 式 
le [ HatM. Mi, | <| E [ utat M MIDE ENN}. 2 

(3. 16) 
T EEL — NOE ABUL EEE RN A ELL, 
NJ- =E[[” Hid[M,NJ, | Ries: REM). HL Wy HF Mit 
随机 (不 定 ) 积分 . 另 一 方面 ,如 果 一 局 部 黄 M 的 轨道 是 有 限 变 关 
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函数 ( 即 在 有 界 区 间 上 为 有 界 变 差 的 ), 且 可 料 过 程 H 的 几乎 所 有 
轨道 关于 M 的 相应 轨道 的 Stieltjes 积分 存在 , 则 自然 将 这 一 按 轨 
道 的 Stieltjes 积分 定义 为 随机 积分 . 可 以 证 明 , 这 样 定义 出 的 积分 
153& — Je BBR. 在 这 里 被 积 过 程 的 可 料 性 是 关键 . 由 于 任 一 局 部 革 
可 以 分 解 为 一 局 部 平方 可 积 轩 与 一 有 限 变 差 局 部 著 之 和 ,所 以 不 
难 定义 可 料 过 程 H 关于 局 部 园 的 随机 积分 . 这 时 可 积 性 的 充 要 条 


件 是 \/ | Hd[M,M] 为 局 部 可 积 增 过 程 . 进一步 ,就 可 定义 可 料 
MERE EM RAL ELS). 随机 积分 的 这 一 理论 主要 是 由 P. A. 
Meyer 为 首 的 斯 特 拉 斯 堡 学 派 完成 的 . 已 经 证 明 如 果 要 求 随机 积 
分 关于 被 积 过 程 (其 至 限于 阶梯 可 料 过 程 ) 有 某 种 连续 性 , 则 半 吉 


是 能 够 定义 随机 积分 的 最 大 过 程 类 . 
设 (X,) ROO 为 两 个 半 著 ,我 们 有 如 下 的 分 部 积分 公式 ， 
XY, = [x..av, n f 'Y,-dX, + [X,Y]. (3.17) 


i OXD,-.QXD LES ACA Lid Tp) ^a HR 上 的 二 次 连续 可 微 函 
数 , 则 有 如 下 的 It6 公式 ， 
JX, XT) 


= FX X) + M nan s Xt dX! 
fay 70 
+E D S DD SX. XL dK KY, 
do jm 


+ M[ron-ax- faex 
oco : 


— EDSK, eX DAX!]. (3.18) 
im] 
设 (X,) AFR, S 
Hp(dt,dz) = 3 Iia. uo Eu ax (dt dz), (3.19) 
s>0 


EP 4G) 为 只 在 (s,y) 处 有 单位 负荷 的 测度 , 称 us X ERK 
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的 随机 测度 . 则 X 有 如 下 和 典 则 表示 : 
X =a +X + [ze — v) + f [tae 
. (3. 20) 

其 中 vv 为 的 可 料 对 偶 投 影 ,(a.) 为 一 可 料 有 限 变 差 过程 . 令 B= 
(XX), Ra, B) HERCA) 的 局 部 特征 . 这 一 概念 是 从 Lévy 
关 于 独立 增 量 过 程 的 分 解 定理 引伸 出 来 的 . 虽然 半 靳 的 局 部 特征 
并 不 能 完全 刻画 半 拷 本 身 ,但 许多 有 关 半 革 的 结果 (如 半 蔷 的 泛 函 
中 心 极限 定理 ) 可 以 用 半 拷 的 局 部 特征 表述 . 

$3.4 Ito 随机 分 析 的 应 用 to 随机 分 析 有 广泛 的 应 用 ， 
我 们 举 某 些 有 代表 性 的 例子 简要 介绍 之 . 

(1) 偏 微分 方程 解 的 概率 表示 KLAR 上 的 二 阶 椭圆 算 


T: 
ol; a? Sy 9 
L= 7 22^ (x) ana, + 2j Gr) à (3. 21) 
RCH R 上 的 有 界 连 续 函 数 ,考虑 Cauchy 问题 : 
x = Lu + CGOu, u(0,2) = f (2). (3. 22) 


HSLAB. Por ERD S BEKK 
则 (3. 22) 的 解 由 如 下 的 Feynman-Kac 公式 给 出 : 
u(t,r) = E, [ FX Dexp [caos]. (3. 23) 


其 中 (X,) 为 连续 函数 空间 COR, RD 上 的 典 则 过 程 :X,(w) = 
w(t). 这 一 概率 表示 的 优点 是 :(1) 对 算 子 也 的 系数 光滑 性 要 求 较 
88, C2) 可 以 通过 工 - 扩散 过 程 的 性 质 推出 方程 解 的 性 质 ;(3) 可 用 
Monte-Carlo 方法 求 数值 近似 解 . 

(2) 随机 最 优 控制 ROR, ERAT RY 的 连续 函数 全 
tk. F % 0f Borel o- MW, PHO, F ) 上 的 概率 测度 ,使 得 坐标 
过 程 Bw) = w(t) 为 d- 维 标准 Brown 运动 . 在 一 定 条 件 下 ,如 下 
方程 有 唯一 解 : 
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dX, = o0(t,X)dB,, ORLA KT. (3. 24) 
一 受 控 动 态 系统 通常 由 下 述 随 机 微分 方程 来 描述 

dY, = f,Y „udt + ¢6,Y)dB,.0<t<T. (3. 25) 
RB GO 为 取 值 于 某 距离 空间 的 控制 过 程 . 在 对 了 及 c 作 某 些 假定 
下 ,对 每 个 容许 控制 x, ÆN, ) 上 存在 一 与 P 等 价 的 概率 测度 
P", 使 得 过 程 (X,) 为 方程 (3. 25) (E CQ, FP") 上 的 一 个 弱 解 .于 
是 ,控制 的 效应 体现 为 轨道 空间 Q 上 概率 测度 的 等 价 改变 . 从 这 种 
观点 出 发 ,一 个 重要 的 结果 是 :与 容许 控制 x 联系 于 一 代价 过 程 
MD CEP FAR FAY ANY u 为 最 优 控制 过 程 时 ， 
(MO 在 P FR. 

(3) 非 线性 滤波 ”信号 过 程 (X,) 及 观测 过 程 (Y,) 通常 用 如 

下 两 个 随机 微分 方程 描述 ， 

dX, = g(X)di + o(z,)dB,, Ot T. (3. 26) 

dY, = ACX, dt + a(Y dW,. (3. 27) 
3X HLCGB) 和 (W,) 4 By d- HEAD m- A Brown ji il. b &, — o(Y,, 
St). pF R^ LAF nf Wit pug EB Og a EIS ELE E E 
算 条 件 期 望 E [gXX.)| V, ]. 它 是 已 知 观测 (Y,,s 0 对 AX. 所 
作 的 最 好 估计 . 问题 归结 为 求 X, 关 于 多 , 的 条 件 分 布 . 假定 其 条 件 
分 布 密度 p.) 存在 ,在 对 方程 (3. 26) 及 (3. 27) 的 系数 作 适 当 
假定 下 ,可 以 证 明 per) 由 如 下 公式 给 出 ， 


jux = ac || asd. (3. 28) 
而 q(t,z) 是 如 下 随机 偏 微 方 程 的 解 ， 
dg(tz) = L'q(t,x)dt + ODE (3. 29) 


HPL ALONE L=7 D ÀD a -+ De’ Gs 
(a?) = (o1) (o1)'. Jj fR(3. 29) 称 为 Zakai 


(4) 动态 系统 的 小 随机 扰动 ” 设 X (4) = OO 为 一 (确定 
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型 ) 动态 系统 . 假定 系统 受到 一 白 噪声 型 的 小 随机 扰动 , 则 系统 由 
下 述 随机 微分 方程 描述 (e 关 0 为 一 小 参数 ): 

dX: = b(X}) + eo( XP dW,, (3. 30) 
其 中 (W,) 39 — d- 维 Brown 运动 . 即使 原 系统 有 渐 近 稳定 的 平衡 
点 ， 小 随机 扰动 的 累积 效应 可 以 使 系统 概率 为 1 地 离开 任意 有 界 
区 域 . 小 随机 扰动 的 动态 系统 有 广泛 的 应 用 . 例如 ,对 时 间 及 空间 
尺度 作 某 种 改变 后 ,化 学 反应 中 分 子 在 势 井 中 的 运动 可 由 小 随机 
扰动 的 动态 系统 模拟 ,其 化 学 反应 速率 与 分 子 从 势 井 中 逃逸 的 平 
均 时 间 成 反比 . 对 随机 系统 (3. 30), 人 们 关心 的 是 下 述 各 值 按 e 的 
渐 近 展开 : GO 首次 离 去 某 区 域 时 离 出 点 在 边界 上 的 概率 分 布 ; 
(b) 期 望 离 出 时 间 , 这 两 个 问题 可 以 归结 为 奇异 摄 动 椭圆 型 边 值 
问题 . 后 一 问题 与 大 偏差 理论 有 联系 ( 见 8 4. 4). 

(5) MLE REE ”在 许多 实际 问题 中 ,我 们 建立 的 
数学 模型 未 必 是 扩散 过 程 . 但 是 在 一 定 条 件 下 ,通过 时 空 斥 度 的 改 
变 , 我 们 可 以 用 扩散 过 程 来 逼近 实际 的 随机 过 程 . 一 个 典型 的 例子 
是 群体 发 生 数学 模型 , 它 通 常用 Mapxos 链 来 描述 . 如 果 我 们 想 计 
算 某 物种 灭绝 的 概率 , 当 群 体 的 个 体 数目 很 大 时 ,这 是 很 难 做 到 
的 . 但 是 如 用 扩散 过 程 来 通 近 尺度 改变 后 的 Mapkos 链 , 则 灭绝 概 
率 就 相当 于 扩散 过 程 从 区 间 (0,1) 中 由 边界 点 0 流出 的 概率 . 而 后 
者 是 可 以 实际 计算 的 . 


84 随机 分 析 的 若干 研究 方向 


现在 我 们 介绍 随机 分 析 的 若干 较 新 的 研究 方向 . 由 于 篇 辐 所 
限 ,我 们 只 作 粗 略 的 介绍 . 
$4.1 Malliavin 分 析 设 0 为 A++ 上 零 初 值 连 续 函 数 全 体 ， 
它 按 有 界 区 间 上 一 致 收敛 拓 扑 为 一 Frechet 空间 . 令 BO) 为 其 
上 的 Borel o- 域 . 则 存在 (0, Z(M 上 唯一 概率 测度 P ,使 得 坐 
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frat W, w) = w(t) 为 一 标准 Wiener 过 程 . HK P 为 Wiener 测 
度 . (0, 2 (D, PO 上 的 可 测 函 数 称 为 Wiener 泛 函 (或 Brown 
泛 函 ). 常见 的 Wiener 泛 函 是 It6 积分 或 Ite 随机 微分 方程 的 解 . 这 
HE Wiener 江 函 一 般 说 来 关于 0 上 的 拓扑 不 连续 ,因此 无 法 定义 它 
们 的 微分 . 1976 年 P. Malliavin 以 给 出 偏 微分 方程 中 著名 的 
Hórmander 次 椭圆 性 定理 的 概率 证 明 为 动机 , 首次 引进 了 一 类 
Wiener 泛 函 的 “相对 微分 ”运算 ,从 而 开创 了 一 种 胃 新 的 随机 分 析 
学 . 现在 通常 称 为 Malliavin 分 析 . 由 于 Malliavin 引进 的 Wiener 
i£ ES DICAT cil EQ 中 元 素 的 “ 变 分 ”来 定义 的 ,所 以 Malliavin 分 
析 亦 称 为 Malliavin 随机 变 分 . 这 里 “ 变 分 ” 不 是 传统 意义 下 使 泛 
函 达 到 极 小 值 ,而 是 “扰动 > 的 意思 . 具体 来 说 , 设 已 为 R, 上 绝对 
连续 且 其 导数 平方 可 积 的 函数 全 体 . 称 H 为 Cameron-Martin 空 
fa). & A € H,G re) = w(t +h), WP Et, FRR IE Pere! 


5 P 相互 绝对 连续 . Hh CHM Por! 与 P 相互 奇异 . Wiener 33 
B Fw) 称 为 在 Malliavin 意义 下 可 微 , 是 指 存在 (0, FP) 上 一 
H- 证 函 , 记 为 DF(w) ,使 得 

$ FG + th) us = (DF(w) hy, WREH. (4.1) 


这 里 十 二 就 是 的 “ 变 分 "(variation). D 称 为 梯度 算 子 . Hite 
RF 9 称 为 散 度 算 子 . Malliavin 分 析 最 初 讨论 的 中 心间 题 是 ; (1) 
何 时 Wiener 泛 函 下 的 分 布 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ?(2) 如 果 
绝对 连续 ,进一步 问 密度 的 光滑 性 如 何 ? 这 些 问 题 都 已 彻底 解决 . 
在 实际 应 用 中 ,关键 是 要 计算 Malliavin B7; ER (DF DF». 
(24 F Æ Rr- 值 泛 炒 时 ,这 是 d x d ER.) 例如 ,当下 是 一 Ite 随 机 
微分 方程 解 时 , 可 以 求 得 它 的 表达 式 . 如 果 Wiener i$ iW F E 
Malliavin 意义 下 是 无 穷 次 可 微 的 , 且 [det (DF,DF)]-!1€ L^,v p 
> 1,0 F DAF Lebesgue 测度 绝对 连续 , 且 其 密度 函数 是 
C" 的 . 这 里 关于 DF DF) 的 条 件 称 为 在 Malliavin 意义 下 非 退 
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1t. 

Malliavin 分 析 是 Wiener 空间 上 的 微分 学 . 这 是 一 个 新 的 理论 
大 厦 . 通 向 这 一 大 厦 的 途径 有 三 条 :一 是 由 Malliavin 首创 并 由 
Stroock 发 展 的 无 穷 维 O. -U. 过 程 无 穷 小 算 子 方法 :二 是 Bismut 
的 Girsanov 变换 方法 ; 三 是 由 Shigekawa 提出 并 由 Meyer 及 
Watanabe 等 发 展 的 证 函 分 析 方法 . 按照 第 三 种 方法 ,Malliavin 分 
析 就 是 Wiener 泛 函 的 Co6onep 空间 理论 . 这 样 ,我 们 就 可 以 研究 一 
类 广义 Wiener 364 . Watanabe 证 明了 Schwartz 缓 增 广义 函数 
与 一 在 Malliavin 意义 下 非 退化 的 光滑 Wiener 泛 函 的 “复合 ”是 一 
广义 Wiener j£ iR. XX Bl p(x) = (6.(F),1) 正 是 下 的 分 布 密度 . 

Malliavin 分 析 有 许多 重要 应 用 . 其 中 最 引 人 注 目的 是 
Malliavin 关于 Hórmander 定理 的 概率 证 明和 Bismut 关于 
Atiyah-Singer 指标 定理 的 概率 证 明 . 此 外 ,Malliavin 分 析 在 非 线 
性 滤波 . 热 核 (heat kernel) 小 时 间 产 近 估 计 、 随 机 振 肖 积分 估计 、 
X 偏差 等 问题 中 获得 了 成 功 的 应 用 . 现在 的 主要 问题 是 进一步 扩 
大 它 的 应 用 领域 . 新 近 发 展 起 来 的 “ 拟 必 然 分 析 ” 是 一 个 值得 注意 
的 新 方向 . 

$4.2 Dirichlet 型 与 对 称 Maproe 过 程 1959 年 Beurling 
和 Deny 首次 引进 Dirichlet 空间 的 概念 ,其 目的 是 建立 位 势 理 论 的 
L?- 框架 .在 70 年 代 ,主要 由 Fukushima X Silverstein 把 它 进 一 步 
发 展 成 为 一 个 系统 的 Dirichlet 型 理论 . 这 一 理论 是 联系 位 势 论 和 
Mapxos 过程 的 一 个 桥梁 ,由 于 它 在 非 相对 论 量 子 力学 及 Euclid 场 
论 中 有 重要 应 用 . 近年 来 这 一 理论 有 了 迅速 发 展 . 设 E 为 一 可 分 距 
离 空间 ,m 为 多 (E) 上 的 一 o- 有 限 测度 , 则 五 二 2(E,m) 为 一 可 
分 Hilbert Zz [8] E E,Z) y L'CE,m) EB] —3E S08 FEBRE EMA 
性 型 . 令 d (uU) = £ (Qu, 0) + (uv) uve D. EDRF- W 

RES MHC D) 为 闭 的 . MR 
u € Deut A1€ DAE utAlwaA DS (uu), 
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Wk CA. ZZ ) 有 压缩 性 (或 Mapxros fE). 我 们 把 一 具有 Mapkos 性 
HIJE MIIRAN CE, Z ) RH Dirichlet 型 . Dirichlet 型 与 
H 上 强 连 续 对 称 Mapkos 半 群 (T,) 有 一 一 对 应 关系 ， 

Ae (uv) = (S= Au. Y — Av), DPO —  (/ — A). 
BPA AT) 的 生成 算 子 . 如 果 五 为 局 部 紧 第 二 可 数 空间 , H 
Dirichlet 49 & ,£72(5)) 为 正则 的 ( 即 CE) N D (GP DE) fF 
按 e- 范 数 稠 ,在 CX) 中 按 一 致 范 数 稠 ), 则 Fukushima 证 明了 
SEE PO 为 一 m- 对 称 的 Hunt 过 程 的 L- SERE. 新 近 ,S. Albeverio 
和 Z. M. Ma( 马 志明 ) 在 取消 空间 的 局 部 紧 性 及 Dirichlet 型 的 正 
则 性 这 两 个 限制 条 件 下 ,建立 了 一 类 广泛 的 拟 正则 Dirichlet 型 与 
一 类 m- 对 称 的 Mapkos 过 程 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 这 一 重要 结果 
特别 适用 于 无 穷 维 空间 中 的 Dirichlet 型 ,从 而 对 无 穷 维 分 析 和 
Euclid 量子 场 有 重要 意义 ， 

下 面 举 例 说 明 Dirichlet 型 对 量子 物理 的 应 用 . 在 非 相 对 论 量 
子 力 学 中 ,一 个 具有 d- 个 自由 度 的 系统 的 动力 学 由 LR ,dz) 
上 的 一 非 负 自 共 思 e 算 子 H 决定 := 一方 人 十 ,其 中 人 为 
Laplace 算 子 ,V 为 位 势 函 数 ..H 称 为 能 量 算 子 或 Hamilton 算 子 . 
fgg VC H XE Cy CRO 为 本 质 自 伴 的 且 下 有 界 的 , 则 互 的 最 小 


谱 为 单 重 的 ,相应 的 本 征 函 数 9 可取 为 几乎 处 处 严格 正 , 且 |p dx 
二 1. 称 ?为 基态 (或 真空 态 ). 为 简单 起 见 , 不 始 设 H 的 最 小 谱 为 
0. 4 w(dz) = p (dz ,W f(x) = f(G)/9CGo) BW X LICR ,dz) 
P) LCR ,dv) 上 的 酉 变换 . S H, = WHW. W H, 4 LR ,v) 
EMER AMAT. A H, HRA. 如 果 gp 比较 光滑 , 则 由 分 
PBA H, 一 一 +A 十 5V ,其 中 6 一 一 Ving 但 当 V 是 奇 
SABR, H, 没有 上 述 表 达 式 . 这 时 令 
&,(u,v) = i Vu * Vv v(dz) uw € C CR). 


Wl C4" CP CR 00 的 最 小 闭 扩张 为 一 Dirichlet 型 ( 称 为 经 典 
Dirichlet 型 ), 它 联系 于 一 扩散 过 程 . 用 这 种 基态 表示 ,我 们 可 以 定 
义 和 讨 论 具有 奇异 位 势 V 的 Hamilton AF. 在 量子 场 论 中 ,与 之 
相应 的 是 无 穷 维 经 典 Dirichlet 型 

epp=| IV fla, 


其 中 sc (R0) 为 Schwartz 缓 增 广义 函数 空间 ,* 为 一 概率 测度 ， 

$4.3 “ 白 噪 声 分 析 ”和 白 噪 声 分 析 (white noise analysis) 是 
1975 年 由 飞 田 武 幸 (T. Hida) 首先 提出 的 . 其 基本 思想 是 把 Brown 
ZA SBO € RO) 视 为 白 噪 声 (B (4),t € RO IZ. 具体 来 
W, SY (CR ) H Schwartz 缓 增 广义 函数 空间 , A AK Borel o- 
域 , 则 由 Minlos 定理 ,存在 (57" (0,22 ) 上 唯一 的 概率 测度 Ap 使 
得 

MEM D =exp | -i IE | £C S" (R). 

基 中 | ， |, 为 L: (R ) 的 范 数 ,， ACR) Schwartz XE PE C^. 函数 空间 . 


称 /为 白 噪声 测度 . 如 果 我 们 将 白 噪 声 过 程 (8 (1) ,i E RO BUS 
S^ (R )- 值 随机 元 , 则 测度 4 恰好 是 它 的 分 布 . AR, 0 上 
的 可 测 函 数 称 为 白 吕 声 泛 函 . 显然 ,Brown 汉 函 可 以 表示 为 白 噪声 
ERR. 另 一 方面 ,我 们 可 在 白 只 声 空间 (2”(R) ,多 ,py) 上 构造 一 
Brown 运动 (8B,)， 
{i 0, 
B, = 
(Tut «0, 
FEB C+ Tro) BARC SO) AL RBS) C H(A) RC) 
ELR) PREF Ion YE Brown Z RRA RAI RAKE 
是 可 以 充分 利用 空间 S7 (RO 的 线性 拓扑 结构 (o7 (RO 是 核 空间 
S(R) 的 对 偶 . 例如 , 设 zE 57(R). 我 们 可 以 定义 张 量 乘积 
aO CE BUE. S7 (RD) 的 Wick 变换 :z@n" :. 如 果 是 Rr 上 的 对 称 
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HW. ELIR F p Bt Cosonen 23 fi] .p > FW SEF Brown 运动 (及 ) 


的 n- 重 Wiener 积分 1.1) GO ARRA CGD, f). 这 一 表达 

式 给 研究 Brown 泛 函 ( 即 白 噪声 话 函 ) 带 来 很 大 方便 . 此 外 ,用 二 

次 量子 化 方法 ,可 以 从 及 上 的 Cosoaes 空间 9^, CR ) BREA 

EZEC R) y) 上 的 AREAN Co6oaes BAS), > 
A= Ap = U GO... 


(SH) 为 Hida 检验 泛 函 空间 , 称 ( 0" 为 Hida J^ X iE PR S [B]. 
Hida 意义 下 的 广义 泛 函 比 前 面 (8 4. D 提 到 的 Watanabe 意义 下 


的 广义 泛 函 更 广泛 . 例如 , 白 噪声 B (1) 是 Hida 广义 证 函 , 但 不 是 
Watanabe BN FHS MIR. 

白 噪 声 分 析 在 量子 力学 .随机 分 析 .Dirichlet 型 及 量子 场 论 中 
获得 了 成 功 应 用 . 例如 ,量子 力学 中 的 Feynman 积分 中 的 形式 “ 测 ， 
BE” 可 以 解释 为 Hida 意义 下 的 复 值 广义 泛 函 ;P(9), 场 的 场 测度 
是 正 的 Hida 广义 汉 函 1t6 随机 积分 | Hdb, 可 以 理解 为 Bochner 


积分 | H,Bcods. 白 噪声 分 析 的 理论 框架 刚刚 建成 不 久 , 因 此 可 所 
今后 将 在 理论 及 应 用 方面 都 有 新 的 发 展 . 

$ 4.4 KAMBE 设 已 是 一 Polish 空间 , {4,e > 0) 是 
其 上 一 族 概率 测度 , 使 得 当 s 一 0 时 六 BERF 5.,, 设 TE 
多 (E), Hi 2, ET, Wlim (7) = 0. 大 偏差 理论 是 要 研究 (7 趋 
于 0 的 速度 . 大 偏差 理论 源 于 大 样本 统计 . 我 们 希望 从 收 合 于 极限 
分 布 的 速度 来 决定 取样 大 小 .历史 上 最 早 的 大 偏差 结果 是 Cramer 
于 1938 年 得 到 的 . 他 证 明了 如 下 结果 , 若 母 体 分 布 的 母 函 数 MO) 
= BLO] <0 9 € R, 则 独立 采样 的 样本 均值 与 母体 均值 偏离 大 
于 某 个 正 数 的 概率 按 指数 速度 趋 于 零 . 60 — 70 年 代 Varadhan 和 
Donsker 在 前 人 工作 的 基础 上 创立 了 大 偏差 理论 的 一 般 框架 并 建 
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立 了 有 关 Mapkos 过 程 大 偏差 的 系统 的 结果 . 
ib EX — Polish Zz[B] iXX ZG; E e [0,00] 称 为 速率 函数 ， 

如 果 工 不 恒 为 十 ce, 且 对 一 切 ! 之 0,(Z57CZ) <1} BRR. E, 2 
(E) 上 的 -概率 测度 族 {y4,e > 0) 称 为 满足 大 偏差 原理 , 且 速 率 
为 1, 是 指 

limelog (F) <~ infa), V. AR F, 

limelogy (G) >— in fI(x),V HÆG. 
大 偏差 原理 的 最 大 用 处 是 处 理 Laplace 积分 的 渐 近 估计 . 
Varadhan 的 “骨架 定理 ”是 :如 果 (y.,e > O 满足 大 偏差 原理 , 且 
其 速率 函数 为 了, 则 对 E 上 任何 有 界 连 续 函 数 OUR 

limelog| cxdw 一 sup (P(x) — I(x)). 
一 个 典型 的 例子 是 ;x 是 与 某 二 阶 椭圆 算 子 L. 相应 的 扩散 过 程 的 
Ay Heb e 是 小 参数 ,$ 是 关于 过 程 的 轨道 的 泛 函 ( 例 如 泛 函 积 
43). 这 种 Laplace 积分 的 渐 近 估计 在 统计 物理 及 随机 动态 系统 中 
有 重要 应 用 . 

$4.5 ”其 他 方向 ”属于 随机 分 析 及 相关 领域 的 研究 方向 还 © 

有 随机 偏 微分 方程 ,无穷 维 随机 微分 方程 .随机 微分 几何 、 流 形 上 
的 随机 分 析 、 量 子 随机 分 析 及 随机 量子 化 等 . 此 外 ,近年 来 由 研究 
期 权 定价 、 消 费 - 投资 问题 .市 场 的 完备 性 、 投 资 组 合 及 套 期 保值 
等 金融 问题 发 展 起 来 的 数理 金融 学 (Mathematical Finance) 以 及 
由 分 析 和 设计 排队 网 络 .通讯 和 计算 机 网 络 等 实际 需要 而 发 展 起 
来 的 “随机 网 络 ”(Stochastic Network) 是 应 用 随机 分 析 学 的 两 个 
新 领域 ,吸引 了 众多 的 随机 分 析 专 家 从 事 这 两 方面 的 研究 . 因 文 章 
篇 幅 所 限 ,就 不 在 此 一 一 介绍 了 . 


394 


a who — 


& Z x 献 


黄 志 远 :随机 分 析 学 基础 ,武汉 大 学 出 版 社 ,1988. 

严 加 安 : 堵 与 随机 积分 引 论 ,上 海 科 技 出 版 社 ,1981. 

裴 光 鲁 :随机 微分 方程 引 论 ,北京 大 学 出 版 社 ,1987. 

Zeev Schuss :随机 微分 方程 理论 及 其 应 用 (中 译本 ), 上 海 科技 文献 出 
版 社 ,1986. 

J.-D. Deuschel and D. W. Stroock: Large Deviations, Pure and Appl. 
Math. Vol. 139, Academic Press. 1989. 

M. Fukushima; Dirichlet Forms and Markov Processes, Tokyo, Ko- 
dansha and North-Holland, 1980. 

S. W. He, J. G. Wang and J. A. Yan; Semimartingale Theory and 
Stochastic Calculus, Science Press and CRC Press ,1992. 

I. Karatzas and S. E. Shreve; Brownian Motion and Stochastic Calcu- 
lus, Springer-Verlag, 1987. 

Z. M. Ma and M. Réckner; An introduction to the Theory of (Non- 
symmetric) Dirichlet Forms, Springer- Verlag, 1992. 


395 


X 


多 维 数据 分 析 与 统计 推断 
Multidimensional Data Analysis 
and Statistical Inference 


陈 希 预 

(中 国 科学 技术 大 学 研究 生 院 ) 

Chen Xiru 

(Graduate School of University 

of Science and Technology of China) 
成 平 

《中 国 科学 院 系统 科学 研究 所 ) 
Cheng Ping 

(Institute of Systems Science, 
Academia Sinica) 


高 维 数据 统计 分 析 及 其 他 
Statistical Analysis of Multidimensional 
Data and Related Topics 


中 国 数学 发 展 的 车 于 主攻 方向 
Some Main Aspects on Development 
of Mathematics in China 


| 
uj 


严格 说 来 “高 维 数据 统计 分 析 ” 并 不 是 一 个 新 的 课题 ,而 是 
Bl 着 统计 学 的 发 展 “ 与 生 俱 来 ”的 . 例如 ,相关 分 析 中 要 考虑 多 个 
相互 有 影响 的 变量 ,古典 的 线性 回归 分 析 以 及 基 於 多 维 正 态 分布 
的 多 元 统计 分 析 , 原 则 上 对 所 考察 的 变量 数目 也 并 无 硬性 的 限制 . 
即使 在 计算 机 应 用 尚 不 普及 的 时 代 , 在 实用 问题 中 涉及 多 至 数 十 
个 变量 的 情况 ,也 并 非 绝 无 仅 有 . 

但 是 近 二 十 年 左右 以 来 , 随 着 以 下 诸多 方面 的 发 展 ,给 问题 注 
入 了 一 些 新 的 因素 . 一 是 许多 大 型 的 问题 涉及 为 数 极 大 的 变量 . 比 
如 在 关于 环境 污染 之 类 的 问题 中 ,有 可 能 涉及 数 以 百 计 的 变量 . 这 
类 问题 如 用 传统 方法 处 理 ,不 仅 计算 量 过 大 ,结果 也 不 理想 , 二 是 
高 性 能 计算 机 的 广泛 应 用 ,为 处 理 涉及 大 量变 量 的 问题 提供 了 必 
要 的 计算 手段 ,为 高 维 数据 统计 分 析 的 广泛 应 用 提供 了 可 能 ,并 刺 
激 了 理论 及 方法 上 的 研究 工作 的 进展 . 三 是 一 批 新 概念 和 新 方法 
的 提出 ,它们 在 不 同 程度 上 打破 了 传统 方法 的 思维 定 势 ,给 这 门 学 
PEAT MOEA MRF C— Ma MR. 例如 ,传统 的 多 元 分 
析 着 重 多 元 正 态 分布 ,但 在 涉及 大 量变 量 的 情况 下 , 正 态 性 假定 往 
往 过 于 勉强 ,与 实际 情况 相去 较 远 . 因而 迫切 需要 建立 有 关 的 理论 
和 方法 去 处 理 非 正 态 数据 的 问题 . 在 这 方面 学 者 们 作 了 不 少 努力 ， 
并 已 取得 了 一 些 有 价值 的 成 果 . 又 如 ,一 般 说 来 ,传统 的 统计 分 析 
方法 比较 着 重 分 析 单 个 (或 若干 ) 变量 ( 即 因子 ) 的 作用 . 在 涉及 很 
大 数目 的 变量 的 统计 分 析 问 题 中 ,单个 或 少数 变量 起 的 作用 一 般 
不 大 . 更 重要 的 是 一 种 “整体 ”概念 , 即 用 尽 可 能 简单 和 有 效 的 方 
式 , 把 包含 在 很 复杂 的 数据 中 的 信息 尽 可 能 提出 来 并 给 予 一 种 富 
有 统计 意义 的 解释 . 下 文 将 要 介绍 的 投影 寻 踪 方法 , 即 是 朝 着 这 个 
方向 的 努力 的 一 个 重要 例子 . 
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由 于 以 上 这 些 发 展 ,使 高 维 数据 的 统计 分 析 成 为 一 个 有 活力 
的 前 沿 性 的 统计 研究 方向 ,有 着 重大 的 实用 和 理论 上 的 重要 性 . 

高 维 数据 分 析 的 困难 可 以 从 另 一 角度 去 考察 . 假定 有 一 个 只 
含 一 个 自 变量 X, 的 回归 问题 ,X, 的 变化 范围 为 [0,1]. 把 这 区 间 
分 成 100 等 分 ,在 每 个 等 分 内 选 定 一 个 X, 值 进行 观察 , 则 大 体 上 
可 以 设想 :所 得 数据 可 以 对 模型 的 局 部 变化 型 清 到 0. 01 这 样 的 细 
度 . 但 是 ,如 果 有 10 个 自 变量 X, vt Xo» iit A5 RE PUER A AY Jy BRAS 
化 情况 明确 到 同样 的 细 度 , 即 每 个 边 长 为 0. 01 的 10 维 正 立 方 体 
PRAX, XU) 的 一 个 选 定 值 ， 则 至 少 需 要 有 10” 这 么 多 数 
据 . WAR RA 10,000 个 数据 ,其 空间 分 布 仍 会 显得 十 分 稀疏 . 又 如 
设想 有 维 变 量 (X,,…,X,) 的 若干 数据 在 体积 的 意义 下 均匀 分 
MF n 维 欧 氏 空 间 R 的 单位 球 内 . 则 在 离 球 的 表面 不 到 0. 1 的 距 
离 内 ,包含 了 全 部 数据 总 数 的 百 分 之 100(1 一 (0.9). 24 n SERE 
此 数 接近 100, 即 实际 上 绝 大 多 数 数据 都 汇集 在 球面 附近 ， 这 种 现 
象 的 存在 使 传统 的 统计 分 析 方法 难于 得 出 满意 的 结果 ， 这 种 现象 
也 正 是 华罗庚 教授 和 王 元 教授 在 使 用 数论 方法 作 近似 高 维 积分 时 
考虑 的 出 发 点 . 事实 证 明 , 华 - 王 的 方法 对 高 维 数据 统计 分 析 也 有 
用 . 


国内 这 方面 的 研究 工作 可 以 说 始 于 80 年 代 中 期 . 在 国家 自然 
科学 基金 委 的 支持 下 ,国内 若干 单位 的 一 些 研究 工作 者 集合 在 “高 
维 数据 统计 分 析 的 理论 和 方法 ”这 个 课题 组 的 名 目下 ， 分 头 进行 
T 研究 工作 并 取得 了 一 定 的 成 果 . 本 文 就 是 有 关 情 况 的 一 个 概括 
的 介绍 . 我 们 也 希望 ,本 文 能 起 到 某 种 普及 人 性 的 作用 » BD Xt FIR 
关心 统计 学 的 理论 进展 及 其 应 用 ,但 并 不 以 本 文 所 论题 目 为 研究 
方向 的 读者 ,可 以 通过 本 文 了 解 到 有 关 论 题 的 一 些 基本 统计 思想 、 
发 展 概况 及 其 在 应 用 上 的 意义 ， 

需要 说 明 的 是 ,本 文 所 论 及 的 某 些 内 容 , 从 狭义 的 观点 看 通常 
并 不 划 入 高 维 数据 统计 分 析 这 个 范围 . 例如 最 小 模 估计 和 M 估 
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计 方 法 ,是 近年 发 展 起 来 的 ,在 理论 和 应 用 上 都 受到 重视 的 参数 估 
计 方 法 , 它 可 以 用 于 涉及 大 量 自 变量 的 回归 问题 ,在 不 少 情况 下 与 
传统 的 最 小 二 乘法 比较 有 其 优越 性 ,但 在 统计 学 中 这 个 题目 一 般 
都 被 列 入 参数 估计 范围 . 又 如 随机 加 权 法 , 源 出 于 Bootstrap 方法， 
就 其 性 质 可 以 归 入 “数据 分 析 ” 之 内 ,但 这 种 方法 并 非 专 为 针对 高 
维 数 的 数据 而 设 . 本 文 的 内 容 , 系 由 我 们 所 从 事 的 基金 课题 所 决 
XE. 但 也 应 当 看 到 :不 应 从 过 于 狭义 的 观点 来 评估 哪些 内 容 应 否 属 
於 “ 高 维 数据 统计 分 析 ” 的 范围 . 例如 ,上 述 从 狭义 的 观点 可 以 认 
为 Bootstrap 不 属于 高 维 数据 统计 分 析 的 范畴 . 但 是 ,例如 在 一 种 
典型 的 高 维 数据 分 析 方法 一 一 投影 寻 踪 法 中 ,存在 着 大 量 的 难于 
解决 的 求 分 布 问题 . 用 Bootstrap 逼近 提供 了 一 种 在 实用 上 可 行 的 
处 理 方法 ,而 这 种 再 近 又 带 来 了 一 些 需要 从 理论 的 角度 研究 的 问 
A, 因此 ,在 这 个 意义 下 也 可 以 说 ,Bootstrap 方法 (以 及 由 它 引伸 
而 来 的 随机 加 权 法 ) 与 高 维 数据 统计 分 析 有 着 密切 的 关系 . 


二 RAKE 
(Projection Pursuit Method, PP 方法 ) 


投影 寻 踪 法 ,简称 PP 法 ,是 一 种 比较 典型 的 针对 数据 维 数 很 
高 而 设计 的 方法 . 这 个 方法 可 淹 源 到 本 世纪 70 年 代 初 期 , 1974 年 ， 
Friedman 和 Tukey[13] 将 这 方法 用 于 探索 性 数据 分 析 ,并 创立 了 
“Projection Pursuit” 这 个 称呼 . 1985 ££, Huber 发 表 了 一 篇 关于 
PP 方法 的 综述 性 文章 [1], 对 到 当时 为 止 的 发 展 情况 作 了 总 结 并 
提出 了 若干 有 待 解决 的 问题 . 在 中 文 文献 方面 ,成 平和 李 国 英 等 在 
1986 年 有 综述 文章 [2] 和 讲义 [3], 对 这 个 领域 作 了 比较 细致 的 介 
绍 ,可 以 参考 . 

从 一 个 角度 看 ,PP 方法 的 基本 思想 ,在 人 们 习 知 的 统计 方法 
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中 , 旱 已 有 所 反映 . 例如 多 元 分 析 中 的 主 成 分 分 析 方 法 . 设 和 ，…， 
X, 是 户 维 随机 变量 和 的 2 个 观察 值 . 对 一 个 p 维 单位 向 量 a, 计 算 
Y; —a'X;, i 1, +, za 为 列 向 量 ,ar 指 其 转 置 ). 算出 YY， 
的 样本 方差 SiCa), 它 与 a。 有 关 . Ha = au 使 Sia) = sup. 
Sita), Wl aiz 是 第 一 即 最 大 的 主 成 分 而 a 为 相应 的 投影 方向 . 
Sila) 在 a = a, 处 最 大 ,表示 将 样本 X, X, Ea, 这 个 方向 投 
©. 其 结果 包含 了 最 多 的 信息 ,a 可 称 为 最 优 或 最 有 兴趣 的 投影 方 
向 , 在 定 下 a, 以 后 ,就 可 以 继续 定 出 第 二 ,第 三 .… 有 兴趣 的 投影 
方向 ,相应 于 第 二 ,第 三 、…. 主 成 分 . 在 有 些 情况 下 ,尽管 原来 的 数 
据 维 数 p 很 高 ,但 很 少 几 个 主 成 分 即 能 包含 原 数据 信息 中 的 主要 
部 分 . 这 使 我 们 可 以 在 一 个 比 p 低 得 多 的 维 数 的 空间 中 去 考 虚 问 
题 ,而 实质 上 并 无 损失 . 从 这 一 点 看 , 主 成 分 法 无 非 是 一 种 降 维 法 . 

以 上 的 概念 推广 一 步 , 即 得 到 PP 统计 量 这 个 基本 概念 . 即 在 
向 a 方向 投影 而 得 到 aX,,… ,a'X, 后 ,我 们 不 一 定 去 计算 其 样本 
方差 ,而 是 选择 一 个 适当 的 = 元 函数 @, 去 计算 Q(erX +, 0°X,). 
这 样 的 函数 Q 可 称 为 “投影 指标 ”(Projection Index) ,其 选择 是 基 
于 尽量 有 利于 发 现 数据 的 基本 结构 及 其 有 兴趣 的 特征 这 一 点 . 一 
BÆT Q, 就 可 以 寻找 4 之 值 a, ,使 

Qa Xia X,) = Sup QG'X, seta X), 

这 种 最 大 值 常 称 为 PP 统计 量 . 

PP 方法 目前 已 被 用 于 许多 重要 的 统计 问题 中 ,在 国内 也 进行 
T 多 方面 的 研究 ,取得 了 不 少 结果 . WAS, EE 
设 检验 和 尾部 概率 的 阶 的 估计 问题 作 较 仔 细 的 介绍 . 更 进一步 的 
细节 请 参阅 所 引 的 参考 文献 . 

1. PP 检验 

Huber 在 [1] 中 曾 指出 ,PP ERTES AERAR 
将 一 些 一 维 情况 下 的 做 法 移植 于 多 维 . 检验 位 置 参 数 m 是 一 个 简 
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单 例子 . 为 要 检验 m = mo, 在 一 维 情况 下 有 上 统计 量 

t, = UG m XO = (X, — m)/S,, 
XX, 和 S, 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 . 如 果 m 是 多 维 的 , 则 注 
意 到 

m 二 ma'm 二 a'm ,对 任何 lal ==1 的 a. 
EE sit 

T, = sup{ |a X, — am. | / a Za} 
= sup |t, (a' X, ,*** a X,) | 

提供 了 一 个 合宜 的 检验 法 . 使 用 经 验 过 程 的 理论 ( 见 [4])， 可 以 在 
MBR H.: m= m 之 下 导出 T, HHH. 类似 本 例 的 处 理 方 
法 把 一 批 一 维 方法 推广 到 多 维 . 人 们 称 上 文 定 义 的 7T, H t, H PP 
统计 量 . 类 似 的 情况 也 使 用 这 个 称呼 . 

我 国 统计 工作 者 对 两 个 多 维 位 置 参数 向 量 相等 的 检验 问题 ， 
提出 了 一 系列 的 PP 检验 统计 量 ( 见 [5]--[8]), 其 中 有 的 基于 
Mann-Whitney 检验 ,稳健 的 : 型 检验 ,及 以 L 和 R 统计 量 为 投影 
指标 的 PP 检验 统计 量 . 在 这 些 工作 中 也 讨论 了 散布 矩阵 的 检验 问 
题 . 麻烦 的 是 ,这 些 统计 量 在 原 假设 下 的 渐 近 分 布依 赖 于 总 体 的 确 
切 分 布 .为 此 ,在 [8] 中 讨论 了 用 “Bootstrap” 方 法 ( 见 本 文 第 四 节 ) 
EE PPL- 统计 量 的 问题 ,并 提供 了 若干 模拟 结果 . 在 工作 [9] 
中 则 讨论 了 PPU- 统计 量 的 问题 . 对 这 种 类 型 的 统计 量 , 用 通常 的 
经 验 过 程 方法 难于 导出 渐 近 分 布 ,为 此 引入 了 ”“U- 2889 SERE" 的 概 
念 并 导出 其 渐 近 分 布 , 然 后 藉 助 于 它 去 推导 PPU- it RT GE 
分 布 . 使 用 这 个 方法 ,得 出 了 一 些 一 .两 样本 位 置 参 数 向 量 ,散布 拖 
阵 及 多 维 空间 中 独立 性 的 检验 方法 . 

下 面 来 考虑 一 下 多 维 拟 合 优 度 检验 问题 , 设 XX,,… ,XX, AHA 
d 维 分 布 的 独立 同 分 布 样本 ,以 下, iE Xe Xn 的 给 验 分 布 函 
MUP AP. 分 别 记 相应 于 下 和 F, 的 概率 测度 ,以 A 记 a'X 的 
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a 


分 布 函数 , 相应 的 概率 测度 记 为 已 ,类 似 地 有 FS Ps. 在 工作 
[10] 中 提出 了 PPE 统计 量 ， 
Z, = sup 22 nlPs(S,) 一 P*(S;) /P(S;), 


这 里 {5,,…,S。) 是 R' 的 一 个 分 割 . 在 原 假设 成 立 之 下 求 出 了 Z, 
的 渐 近 分 布 . 另外 , 在 工作 [11] 和 [12] 中 则 分 别 引进 了 PP 
Cramer-Von Mises-Smirnov 统计 量 和 PP Neyman 统计 量 ， 


W, = sup | (Fit) — FGYdF*Q), 
a 21J —co 

v= f. Il (FQ) — F*(Q))dF*(Q)dH (a), 
al —1J — 


K, = sup. 2 [DnE aX) fm, 

这 里 m = 0,0, 2, 是 区 间 (0,1) LAVE REAR, H (a) Kn 
维 单 位 超 球面 上 的 均匀 分 布 . 在 上 述 工 作 中 分 别 导出 有 关 统 计量 
的 渐 近 分 布 ,考虑 了 两 种 类 型 的 Bootstrap 逼近 ,证 明了 其 相合 性 : 
这 些 Bootstrap 统计 量 与 原来 的 PP 统计 量 有 同一 的 渐 近 分 布 . 这 
里 提出 的 PP Neyman 统 计量 比 Friedman 在 1987 年 [13] 中 提出 的 
一 种 统计 量 要 广泛 一 些 ,虽然 二 者 咯 有 不 同 . 以 上 引述 的 工作 只 研 
究 了 有 关 统 计量 在 原 假设 下 的 分 布 . 若 要 考虑 相应 检验 的 功效 , 则 
必须 考虑 对 立 假 设 下 的 渐 近 分 布 问题 . 工作 [14] 讨论 了 这 个 问 
题 , 有 关 结 果 不 在 此 引述 了 . 

2. PP 统计 量 的 图 部 概率 

许多 PP 统计 量 在 原 假设 下 的 渐 近 分 布 ,与 总 体 的 确切 分 布 有 
K, gk A AMER RS HE) F AH m = m, BT iE m 
不 等 于 知道 ) 时 , 仍 无 法 定 出 基于 PP 统计 量 的 大 样本 分 布 的 检 
验 临 界 值 . 为 解决 这 个 困难 ,一 个 做 法 是 用 Bootstrap , 另 一 个 是 对 
PP 统计 量 的 尾部 概率 作出 理论 上 的 估计 . 

统计 量 的 尾部 概率 的 估计 问题 是 概率 论 中 一 个 古老 而 基本 的 
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问题 . 其 所 用 技巧 ,对 处 理 PP 统计 量 尾 部 概率 问题 当然 有 借鉴 作 
用 ,但 也 涉及 -- 些 新 工具 和 新 技巧 . 近 几 年 来 这 个 问题 吸引 了 一 些 
学 者 的 注意 ,我 国 统计 工作 者 在 这 方面 做 了 一 些 工 作 . 有 关 其 他 国 
家 的 工作 可 参看 [15]--[21]. 下 而 介绍 ~- 下 我 国 在 这 方面 的 者 干 
重要 工作 . 

a. Dh Fig Ri 上 的 一 个 函数 类 ,其 图 形 所 成 的 类 有 v 阶 多 项 
式 分 辨 率 ( 见 [4] 第 2 章 ). Alexander[15] 证 明了 当 4 之 8 时 有 

P(sup |P.f—Pf| >A)<162? “exp (— 24), 

这 里 P,P, REX FF: 等 在 前 面 已 解释 过 . 又 对 R 上 一 个 概 
RWIE QQS 的 意义 是 | ,fdQ. 

工作 [24] 改进 了 这 个 结果 . 例如 ,证 明了 ;对 任何 。 € CO. 
1/4), 4 A A, = Xlv,e) 时 ,上 述 不 等 式 中 的 因子 162 可 以 
jecnaco/a-: . 去 代替 . [24] 中 还 针对 某 些 特 殊 情 况 给 出 了 更 为 
精确 的 估计 . 

b. 对 PP K-S(Kolmogorov-Smirnov) 统计 量 ,Ohrvik 在 其 工 
作 [18] 和 [19] 中 ,对 正 态 和 其 他 椭 球 等 高 分 布 进行 了 不 少 模拟 工 
作 , 而 对 尾部 概率 

End, = P(n sup| Fit) — FO) | >A) 

得 出 了 两 个 经 验 不 等 式 . 

Huber[20] 从 理论 上 研究 了 这 个 问题 ,对 总 体 分 布 球 对 称 的 
情况 证 明了 

£(n,d,À) < 2(en/dYexp(— 2(A — d/ nY}, A2 d/n. 

.D 

基于 Ohrvik 的 模拟 结果 ,Huber 提出 了 如 下 的 猜测 

£(n,d,À) « C(d)exp(— 22), (1.2) 
此 处 C(d) 只 依赖 于 d EAS RR AURI n. 

我 国 统计 工作 者 在 一 系列 的 工作 中 研究 了 这 个 问题 ( 见 
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[23] 一 [29]). 他 们 获得 的 一 个 重要 结果 是 :对 某 些 类 型 的 d 维 分 
布 当 nn 之 no(4) 时 有 
Cd XVexp(— 242) < Ensd,A) SC (dR Pexp(— 22°), 
(1.3) 
由 此 式 可 知 ,Huber 的 猜测 (1. 2) 是 错误 的 . (1. 3) 的 右边 改进 了 
Huber 的 工作 (1. 1), 它 不 仅 对 椭 球 对 称 分 布 成 立 , 也 对 某 些 对 称 
稳定 分 布 成 立 . (1. 3) 的 左边 甚至 对 更 广 的 分 布 类 也 成 立 . 
c. 在 工作 [23] 和 [L29] 中 研究 了 mx 维 投影 PP K-S 统 计量 的 尾 
部 概率 . 记 
F na = (Ar st): Ağ mX dE, € R"), 
& Gd, d= P{ sup | V n (P,f—Pf)|>a}. 


证 明了 :车 PP 为 椭 球 对 称 ,P(X = 0) = 0, 则 对 任何 1 2 存在 
nO) fis n > nOD 时 ,有 

En (n,d,À) < CA*7-Pexp(— 24). 
在 这 些 工作 中 ,也 讨论 了 对 更 一 般 的 P6, sd. A 的 上 界 和 下 界 问 
题 . 

d. 在 工作 [30] 中 把 Von-Mises 统计 量 和 PP 概念 结合 起 来 ， 

引进 了 两 个 拟 合 优 度 检 验 统 计量 ， 

V, = f im Jn (Fa) — F(t) PaF (dH (a), 


lal =: 

H J R* 的 单位 球面 上 的 均匀 分 布 ,以 及 

W, = st Sn (F(t) — F*G) PdF a). 
在 [30] 中 证 明了 :在 某 些 较 弱 的 条 件 下 , 当 之 工时 存在 (A), fil 
当 n 之 n(4) 时 有 

P(V, >a) « CA" [1nA]* e^, 
而 当 W RRR A 

PW, >A) CCA X Mtem 


e. 我 们 考虑 了 加 权 的 PP 型 Cramer-von Mises 统计 量 的 极限 
分 布 和 尾部 概率 的 渐 近 表达 式 . 令 
V.= nl [exo — Fe AR YF cano 
EFRA lal — 1 上 均匀 分 布 H(a),AF*G)) = (1 一 12) 707 
时 我 们 找到 了 V, 极限 分 布 的 明确 表达 式 . 即 与 
> AXE CA, (00) 
有 同一 分 布 . 


此 处 A= 


m 2 
oqa o 201 .ll 
z=) JG tm— 2) h) 


全 (于 中 


FAA) 为 自由 度 为 h,(1) 的 XX? 随机 变量 ,而 且 相 互 独立 . 
在 服从 正 态 分 布 NG(p,3),A(F*) = 9?) (Gt) = 


t2 
ez E 


N 
vola 


1 
V2 


Qr, = Fr Leen — PIL] Gen — OC) JQ ede. 
在 a, BARA SIN RA ESERIES DARE 我 们 都 
得 到 六 ,一 d i£ Q('z,, a'zdH (a) 极限 分 布 尾 部 展开 


al=1 
式 ， 也 是 独立 x 变量 的 线性 组 合 的 分 布 . 从 而 可 用 来 检验 总 体 是 
否 服从 正 态 分 布 或 某 一 指定 的 正 态 分 布 . 
上 述 结 果 可 参见 中 国 科学 院 系 统 科学 研究 所 崔 恒 建 1993 年 


博士 论文 . 
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三 数论 方法 在 数理 统计 问题 中 的 应 用 


这 方面 的 研究 在 我 国 也 是 近 十 年 来 兴起 的 . 它 以 我 国 著名 数 
学 家 华罗庚 教授 和 王 元 教授 提出 的 方法 ( 见 [31]) 为 基础 . 在 某 些 
高 维 数据 分 析 问题 中 ,这 种 方法 具有 节省 计算 量 的 突出 优点 ,具有 
较 好 的 精度 . 目前 这 方面 的 研究 成 果 主 要 有 二 一 是 涉及 有 关 高 维 
随机 向 量 的 分 布 的 数值 计算 问题 ,一 是 在 涉及 众多 因子 和 水 平 的 
情况 下 的 试验 的 设计 问题 . 研究 工作 的 主要 成 果 , 总 结 在 [32] 和 
[33] 两 篇 文献 中 . 此 处 举例 对 其 要 点 作 一 些 介绍 . 

华 - 王 关于 将 数论 方法 用 于 数值 积分 的 方法 ,是 基于 “一 致 分 
布点 列 ” 这 个 概念 . 设 有 一 个 定义 在 了 = [0,1]' 上 的 * 变 元 的 足够 
光 清 的 函数 /, 要 计算 积分 [fCX)dz. 设 P, = XP XP, 
XS} ym = 1,2,…, 是 1 中 的 一 串 点 列 . 满 足 h 一 co n> co. 在 
7 内 任意 指定 一 点 8 = (651,… ,6,) ,并且 对 于 任何 c = Genio. 
Scb C X bui 1 5 以 Ne) 记忆 ,中 落 在 区 间 [0， 
b) 上 的 点 的 个 数 , 即 满足 条 件 c b 的; 的 个 数 守 = Leer sa M 
计算 

D, = sup{|N(1,6)/k, — bb | 3b € D), 
如 果 

limD, =0, 
则 称 {P.} 是 7 上 的 一 个 一 致 分 布点 列 . 华 - EA TET E 
(P) 是 一 致 分 布点 列 而 足够 光滑 , 则 > Sak, 是 积分 


| faz 的 一 个 精度 好 而 计算 量 省 的 近似 


_ 这 种 结果 立即 可 用 于 有 关 的 应 用 统计 问题 ,其 中 涉及 到 有 关 
的 量 的 分 布 计算 . 但 在 现实 问题 中 ,积分 区 域 常 不 是 一 个 长 方 体 ， 
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因而 存在 着 理论 和 技术 上 的 困难 . 初 一 看 , 若 积分 区 域 4 为 有 界 ， 


似 可 用 如 下 的 方法 去 处 理 PE EAR ID 4 ,定义 
flr), 4 rE A; 
g) = me € I-— A. 

然后 去 计算 | code = [ f Gods. 这 个 做 法 的 问题 在 于 如 上 所 
定义 的 函数 g 在 A 的 边界 处 一 般 不 连续 ,这 将 对 精度 产生 较 大 的 
影响. 更 进一步 ,在 统计 问题 中 有 时 需要 计算 定义 于 RU 的 函数 P 
在 R 上 的 某 一 曲面 上 的 积分 ,这 时 更 无 可 能 采用 上 面 的 做 法 了 . 

好 在 ,在 应 用 统计 问题 中 ,所 涉及 的 积分 区 域 往往 有 比较 特殊 
的 形状 ,这 使 我 们 有 可 能 通过 适当 的 变换 ,把 积分 区 域 4 一 一 且 光 
清 地 变换 成 R' 中 的 或 更 低 维 的 R'G — 0 中 的 单位 立方 体 ,变换 后 
的 被 积 函数 仍 足 够 光滑 . 通过 这 个 方式 就 可 以 把 一 般 区 域 上 的 数 
值 积分 化 为 正 立方 体 上 数值 积分 的 情况 . 从 另 一 种 角度 看 ,这 可 以 
看 成 是 在 一 个 一 般 区 域 或 曲面 (当然 其 形状 要 相当 “规则 ”) ES 
找 一 致 分 布点 列 的 方法 . 在 工作 [32], [33] 中 详细 描述 和 论证 了 
这 个 过 程 , 并 将 其 应 用 于 一 些 在 实用 上 有 重要 性 的 特例 . 以 下 考察 
其 中 的 几 个 例子 作为 说 明 . 

先 看 一 个 合金 钢 治 炼 的 例子 . 设 z 为 一 个 * 维 列 向 量 , 其 各 分 
量 表示 合金 钢 中 所 含 某 些 化 学 成 分 的 量 , 而 wp(z) 则 表示 相应 的 合 
金 钢 的 质量 . 假定 x 和 eG) 的 关系 由 一 个 线性 回归 模型 来 表达 ， 

E[p(x)] = p(x) =a + Br, 

这 里 a JS CHER MR, Bee X s BIRR. 设 对 每 个 = E 
K = [a,,6,] X + X [a,,6,],p(z) 有 t 维 正 态 分 布 N,(a 十 Bz,Z)， 
LACH ETH. 在 实际 问题 中 ,a,B 和 一般 都 是 需要 估计 未 
知 参数 . 我 们 假定 ,已 通过 样本 并 使 用 最 小 二 乘 或 其 他 方法 得 出 了 
其 估计 ,并 为 方便 计 , 将 估计 值 仍 记 为 <, 妃 和 也 

设 T,,i = 1,…,t, 是 一 些 指定 的 数值 . 当 ulr) 的 各 分 量 mA， 
US 依次 大 于 Tie Ts > Tii = d, 时 ,该 合金 钢 的 质 
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量 是 合格 的 . 则 “该 合金 钢 的 质量 合格 ”这 个 事件 的 概率 是 
p = | e osea 0d, 


XH Cy AGO 是 t 维 正 态 分 布 N,(y(z),Z) 的 概率 密度 函数 ， 
为 计算 这 个 概率 ,可 取 A >T: 足够 大 ,i = 1,…,t( 其 具体 值 
可 依 对 计算 精度 的 要 求 去 估计 之 ), 而 将 上 述 积 分 用 一 个 有 界 域 上 
的 积分 去 近似 地 逼近 之 : 
p) n wes [o.c ,2)dy. 


于 是 ,车 {6 = (0,0) 是 单位 正方 体 [0,1] 上 的 一 致 分 布点 
5j. B (Z, = (Zu 752,0), Km 
n Ti (s — Tobi m Moms 
LT, A] X X UT AL] E — 8648 EP ufi p GO 可 以 用 公 
x 
pm IIa. -TŻ El Zefa) 63) 


去 近似 地 计算 . 

再 看 一 个 计算 一 种 特殊 的 多 维 分 布 的 混合 矩 的 例子 . 

BRA NEMNEK, Xu) ERE X;20,7= 1,0, 
N WX, +e + Xv = 1. MAS sXe ,Xn 可 视 为 一 物质 中 所 舍 
N 种 成 分 的 比率 , 记 X_-w = (Xr ,XXw-1)", 作 变换 


= log(X'y/Xy) = log 5" sot log Xaa), 


该 变换 将 单纯 形 
= {tosty) tt, > 0, ty > Ont, HF (Sm 1) 
一 对 一 地 变换 到 RYL RX SS X 服从 可 加 罗 吉 斯 蒂 
(additive logistic) 正 态 分 布 4Vw_i(Ap,Z) ,如 果 经 变换 后 的 随机 
向 最 Y 服 从 正 态 分 布 N.Cp,2) 08932 p. 
由 上 述 变 换 ,利用 行列 式 公式 
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lil d L 1 
Xn 1 Xx Xx Xn 

1l lDol d d. N 

N Xn X; N XN =] zl 

° . -1 

1 1 loe 1421 

Xy Xn Xn Xx Xn- N 

(Ex-1 


易 得 ANS. (iE) 的 概率 密度 函数 为 (| 三 | 为 三 的 行列 式 ) 
(2x)- Wn2|5|- 1/2 x; 'exp{— 4 


log 5 X. 一 | 
XD | log = 一 2 一 n) E 
从 而 得 到 六 的 (4,，… " 阶 混合 矩 , 即 
E(X y X yh) = (2r) N-02 |= [7 
r ztexp(— HL ES LE 2 x^ os EN 一 av. 
这 里 dy 为 7, 的 体积 元 .更 确切 地 , 它 是 R 的 子 集合 
[Gr sx 22; 0, = 1，…N 一 m3 < 1} 
的 体积 元 . 
使 用 文献 [32] 中 例 4 的 变换 ,可 以 将 上 述 积分 转化 为 R*-! 中 
的 单位 正 立方 体 Duc, 上 的 积分 ,此 处 我 们 不 仔细 写 出 变换 的 仔细 
计算 过 程 , 仅 将 结果 引述 如 下 ， 
E(X iX pn) = cj TI CAS ptt) dg, 
其 中 dy = dg---dg,.,,C = (2/x) N-07 | =| -M2 VN WUE 
S; = sin(rg/2),C; = cos(x@/2),i = 1,*,N — 1, 
Q@ = exp{ — Lew- 5) Go 一 DIE 


而 
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N-1 六 一 上 
gy) = 2(logC, — Sjlogs; logC, 一 Dogs; +++ logy; 
i=l] i=2 


然后 可 用 前 面 交代 过 的 方法 ， 通过 单位 正 立方 体 中 的 一 致 分 布点 
列 去 近似 计算 上 述 积分 . 

下 面 我 们 简单 地 介绍 一 下 一 致 分 布点 列 在 试验 设计 中 的 应 
JH. 这 种 设计 的 基本 思想 ,是 把 试验 点 列 尽 可 能 均匀 地 配置 在 试验 
区 域内 . 如 果 有 n 个 连续 取 值 的 因子 A, e, 4 分 别 可 独立 地 在 
ARKE La sb], Cans] 上 取 值 , 则 均匀 设计 在 于 要 求 在 [a,， 
b,] X … X [anb] 上 定 出 一 个 一 致 分 布 的 点 列 ,而 这 可 以 转化 为 
单位 正方 体 工 的 情形 . 对 混 料 试验 , 其 试验 区 域 为 {(z1,…， 
Te) ii 之 0 一 1 2， zi 十 … 十 zs 一 1) 可 以 通过 正 立方 体 
上 的 一 致 分 布点 列 , 作 出 上 述 单纯 形 上 的 一 致 分 布点 列 , 详 见 [31] 
和 [32]. 均匀 设计 的 思想 也 可 用 于 因子 只 取 省 限 个 水 平 的 情况 . 当 
有 :个 因子 ,每 因子 有 = 水 平时 ,全 面试 验 需 例 习 次 ,即使 使 用 某 种 
部 分 实施 ,例如 正 交 拉丁 方 ,所 需 试验 次 数 往往 仍 嫌 过 大 . 这 时 , 均 
匀 设 计 在 某 些 问题 中 不 失 为 一 个 可 行 的 替代 者 ， 

均匀 设计 U,(5") 表示 这 样 一 个 设计 ; 它 需 做 次 试验 ,每 因子 
有 5 水 平 ,而 能 安排 的 因子 的 最 大 个 数 为 c. 例如 U1,(115) 的 表 为 
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这 个 表 可 以 排 至 多 6 个 11 水 平 因子 作 11 次 试验 . 如 因子 数 h 6, 
则 需要 在 表 中 适当 选择 4 列 ,为 此 目的 附 有 一 - 张 表 , 指 导 如 何 选择 
列 . 在 本 例 中 是 : 

h—21 (1,5); h —31(0,4,5; h = 4: (1,2,4,5); h = 
5: (1,2,3,4.5). 

例如 ,有 三 个 各 有 11 水 平 的 因子 4,B 和 C, 按 上 述 规定 ,把 
4、B.C 分 别 排 在 Ui,(115) 表 的 第 1.4.5 列 ,得 到 试验 的 11 个 处 理 
组 合 : 

A,B;C;, AsBioCs, AsBiCio, A,B,C,, AsBsC,, ALB C,, 

A;B,C,, AQBiC,, AsBiCs, ABC, An BaCi. 

均匀 设计 表 的 制作 方法 ,在 文献 [33] 中 有 仔细 描述 ,读者 可 
以 参看 , 数论 方法 还 成 功 地 用 于 估计 几何 概率 及 最 优化 等 ,此 处 都 
不 细 述 了 ， 


四 随机 加 权 法 


近年 来 ,再 抽样 法 引起 统计 学 者 的 注意 , 一 般 地 说 ,所 谓 再 抽 

样 法 ,就 是 把 手头 已 有 的 样本 作为 总 体 , 从 中 进行 抽样 . 初期 的 想 

法 是 这 样 可 以 从 一 组 样本 对 同一 参数 产生 许多 估计 ,以 有 助 于 估 

计 ( 某 统计 量 的 ) 方差 或 进行 区 间 估 计 等 . 古典 的 Jacknife 是 一 个 
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重要 的 例子 . 

1979 年 ,Efron 发 表 了 一 箱 后 来 被 证 明 是 影响 很 大 的 文章 
[34j, 其 中 提出 了 “Bootstrap 方法 ”的 概念 : 

有 了 样本 六,,… ,XX, 后 ,考虑 其 经 验 分 布 记 ,然后 在 下 ,中 进行 
抽样 . 这 方法 的 主要 上 日 的 在 于 近似 地 求 某 些 量 的 分 布 ,其 精确 分 布 
很 难 或 无 法 求 得 . RANA TIU Xo X, ABB FP 
fh Sr AAD A FER I Xo, = (X,,…,X,). 要 求 某 个 量 Q(X F) 
WAT QUA Xo E IIR CURIE BS. EXC m CK oe XP) 为 
B X. 86426 4:8 F, vp tb E E FBS} E REIS BID Q(X GF) 
的 分 布 作为 Q(X E 的 分 布 的 近似 . 这 就 是 Efron 提出 的 
Bootstrap FEKE E. 值得 注意 的 是 , 因 分 布 F, 已 知 ,原则 上 我 
们 可 随心 所 欲 地 抽出 任意 多 个 X%, 的 样本 ,因而 在 经 验 上 可 以 把 
QAX Fa) 的 分 布 决定 到 任意 指定 精度 的 范围 内 . 

举 一 个 例 来 说 ,总 体 分 布 屎 有 期 望 2,X，…X, 为 从 天 中 抽出 


的 独立 同 分 布 样本 ,以 了 一 X X./n 作 为 8 的 估计 . 为 找 6 的 基于 


的 区 间 估 计 , 需 要 知道 — 0 的 分 布 , 当 对 总 体 分 布 尸 并 无 特殊 假 
定时 ,这 无 法 做 到 . 可 是 根据 上 述 Bootstrap 方法 的 原则 , 可 以 用 


X: 一 叉 的 分 布 近似 地 作为 — 6 的 分 布 ,其 中 叉 * 一 XI Jn. 


Bootstrap 理论 的 一 个 基本 问题 是 证 明 当 样本 大 小 nxn 一 oo 时 ， 
Q(X 6) Fa 的 分 布 确实 无 限 地 接近 OX FE 的 分 布 . 这 方面 已 
有 了 很 多 结果 ,不 能 一 一 引述 . SLA. MR EKA N FAR 
Ho ERR LUI CX — X) 的 分 布 和 Vn(X — 0 的 分 布 当 n 一 
oo 时 都 以 正 态 N(0,0?) 为 极限 ,因而 二 者 无 限 接近 . 

这 种 结果 可 立即 用 于 求 6 的 区 间 估 计 . 设 经 过 大 量 抽样 已 相 
当 精 确 地 定 出 了 "一 邓 的 分 布 G. 找 G 的 上 、 下 a/2 分 位 点 uw 和 
v, Bl GG = 1 — a/2,G UW) = a/2. WMA Pio X — 6s) 
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~ 1 a ifj E838 0 AY EE RBC 一 «(近似 ) 的 区 间 估 计 为 L[X — u, 
x- 一 v]. 

但 这 种 做 法 有 一 个 问题 ,经 验证 明 ; 用 Bootstrap 方法 作出 的 
区 间 估 计 , 其 真实 的 置信 系数 往往 比 预 先 指定 的 为 小 ,这 个 现象 严 
格 的 理论 解释 尚 不 很 清楚 . 一 种 粗略 的 看 法 如 下 :Xi en XL 的 经 


RAMS HEI D A, — X! /n. AMEA — o IT d 


体 方差 0. 样本 大 小 Uh at (EA 让 全 均值 9 的 估计 这 个 全 
子 说 ,可 以 预期 ,一 般 讲 和 一 对 的 上 a/2 分 位 数 将 倾向 小 于 一 9 
的 上 a/2 分 位 数 ,下 a/2 分 位 数 ( 为 负 ) 则 相反 .这样 , 从 Bootstrap 
分 布 所 算出 的 置信 区 间 , 将 包含 在 基 於 一 9 的 精确 分 布 所 算出 
的 置信 区 间 之 内 ,因而 也 就 导致 置信 系数 的 降低 . 
为 了 对 付 这 个 问题 , 郑 忠 国 在 一 系列 工作 [35] 一 [38] 中 提出 
和 .发展 了 一 种 以 Bootstrap 方法 的 思想 为 基础 的 方法 一 一 随机 加 
ALE (Rubin 的 工作 [39] 中 也 包含 了 这 种 思想 ,但 未 加 以 发 展 ). 要 
讲 清 这 方法 的 思想 并 明了 其 与 Bootstrap 思想 的 联系 ,我 们 考察 一 
个 例子 一 一 Bootstrap 均值 
X' = (XI + XL. 
FRE NX? pA 
XP = MX. + MaX Hee F MaX im denen, 
EP) 全 体 是 与 {X;} 独立 , ae ind of = 1 和 独立 同 分 
P (94,7 Yin) 一 (0 0,1,0, ,0)) = I/n, k = lien, 
其 中 工 处 在 第 站 个 位 置 , 这 样 , 若 记 


一 nn. J] = 1,"…,n, 
im} 


X* = 7, X, + RX: 十 … + Xn 
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所 以 ,Bootstrap WAX" 其 实 是 X, X, 的 一 种 加 权 和 , 权 是 随 
机 的 ,但 是 一 种 特殊 的 权 :n7,,…,n7, 必须 为 非 负 整数 ,其 和 为 x. 

郑 忠 国 把 上 述 形式 加 以 拓 广 , 即 在 上 述 叉 *" 的 表达 式 中 ,71， 
9 可 以 是 某 些 其 分 布 经 过 适当 选择 的 随机 向 量 , 它 一 般 是 连 
续 型 的 , 即 权 7 不必 局 限于 m/n 的 形状 ,而 可 取 任 何 非 负 值 , 甚 至 
7; EY AL tH, T A AR A URET m) BOX v X 独立 ). 这 
FÉ 一 来 ,Bootstrap 分 布 成 为 连续 型 的 , 较 易 处 理 , 且 更 重要 的 是 ， 
由 于 (7 0 的 分 布 有 选择 余地 ,可 根据 不 同 问题 的 需要 进行 
挑选 而 达到 较 好 的 效果 . 在 实施 方面 ,当然 要 考虑 到 (7,,…,7,) 的 
样 本 要 便于 通过 随机 模拟 产生 . 迄今 在 这 方面 的 工作 中 最 常用 到 
的 两 种 选择 是 ， 

1. (05.722 服从 Dirichlet Ai D(GL4, 40 BD 0, fee + 
7, — LE ,7,-1) 的 密度 在 集合 


n-—] 
(Ga su 1a È Ose Uy 0, Du < 1} 
i] 


ER Gmy/T*^GD)yui--ui Vl c Uy — oto 一 un) ,在 其 外 为 0. 
2. ott +n 独立 同 分 布 , 有 公共 分 布 (4), 即 有 密度 函数 


十 zie-",z > 0. 在 此 权 和 力 十 … 十 了 当然 不 必 为 荆 


6 

对 一 些 分 布 的 模拟 结果 显示 :用 这 种 随机 加 权 法 所 造 出 的 区 
间 估 计 , 与 用 原始 的 Bootstrap 方法 造 出 的 区 间 估 计 相 比 ,其 置信 
系数 更 接近 于 预先 指定 的 值 . 兹 引述 [35] 中 的 一 例如 下 :总 体 分 
为 N(0,1), 故 被 估计 的 期 望 的 真 值 为 0. 样本 大 小 n = 200. 置信 
系数 指定 为 0. 90. 重复 500 次 . 对 原始 的 Bootstrap 方法 来 说 ,所 作 
出 的 置信 区 间 覆 盖 0 的 频率 为 0. 814. 用 加 权 平均 法 , 则 按 上 上 述 第 
一 种 方式 取 (7,，… ,7.) 的 分 布 ( 即 (7 9…，7.) ~ DCAA,, 42 Bt, 
这 个 数字 为 0. 878, 如 用 第 二 种 方法 取 (7,… ,7,) 的 分 布 ;这 个 数 
字 为 0.870. 这 两 个 数字 都 很 接近 预定 值 0.90, 且 都 比 原始 

417 


Bootstrap 法 得 出 的 0. 814 要 好 得 多 ， 

除 均 值 外 , 郑 忠 国 也 把 这 个 方法 使 用 于 另 一 些 更 复杂 的 、 在 应 
用 上 重要 的 情况 ,如 + 统计 量 , 线 性 回归 模型 ,U 统计 量 等 . 样本 也 
不 一 定 限 制 为 独立 同 分 布 的 . 理论 上 的 讨论 限于 大 样本 性 质 方面 ， 
即 当 样 本 较 大 , 趋 于 无 穷 时 ,随机 加 统计 量 的 极限 分 布 和 渐 近 展 
开 . 我 们 引述 几 个 重要 的 结果 如 下 : 

1. 均值 的 随机 加 权 

设 义 ,,…, 义 ,为 抽 自 分 布 站 的 独立 同 分 布 样本 , 作 随 机 加 权 平 
均值 

E, = X (X; — Xj, 

5X H O0 一 DG 77.4. 给 定 XX ,…  X,, 的 条 件 下 ,EE， 的 条 
件 期 望 为 0, 条 件 方差 (o; )? 为 


(0:0! = XX, — XY /[nGn + D]. 
i=} 


y EE RREO < ot <oo HR] Jel AFC) «oo UA 
概率 1 成 立 

Jn (X — 0) QE ddl. 
p 83-9 ey p [E«;]|-» "i 
Wb 0:354) F HERB P" 表示 在 给 定 X,,…,X, 之 下 计算 条 件 
概率 . 如 前 所 述 ， 这 结果 可 用 构造 9 ASTE. 值得 注意 的 是 上 
wf SLE BY BIH 0 Fa) mm DA D HEM Ch se) 的 分 


sup 
y 


Vs 
布 ， 则 通 近 的 阶 由 o| |E». 这 里 看 出 权 的 选择 的 影响 及 


适当 地 选择 权 带 来 的 好 处 ， 

2. t 统计 量 的 随机 加 权 

为 简便 计 考虑 同 分 布 的 情况 , 设 X,,…,X, 是 从 分 布 中 抽出 
的 独立 同 分 布 样本 . 以 6 记 下 的 期 望 .7 统计 量 为 
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= /n(X— 8) 1 _ xY 
os ge X) 


取 随 机 加 权 均 值 统 计 基 
H, = S X; — K6,. 
ix HBG, ,人 Bir lp di AS jfi DOOR 5.7.60 OX, 
3X0 BD. 易 见 
E'(H,) =0, Var (H,) — 4 Sx, 一 X». 
于 是 B 
H,/(Var* (H,))'? = YH/ De —Xy=fA 
H, AES A CEB EX e ,和 之 下 ) 已 可 以 逼近 了 ,的 分 布 .为 
‘了 得 到 更 高 的 通 近 阶 ,对 已. 路 加 变换 ;定义 
ml Xa —X*, k=2,3, 
令 


2 
olu) = u — ye 4 1m 


2 Sn mj" T 16n mi" 
证 明了 , 若 存 在 ?> 0 使 | ”1z1'14F(z) 之 "而 上 的 方差 不 为 0， 
则 有 


sup|P(T, <S y) — P* A, S y)| = ol 


3. 线性 回归 模型 
考虑 线性 回归 模型 
Y= rB tes, iln 
{x;} 为 已 知 p 维 向 量 序列 ,el,e,,… 独立 同 分 布 , 有 期 望 0 和 方差 
ot, 


Ju] 


W C'B A— Oy fs LS 估计 唯一 且 等 于 
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C = CST XY tay 
其 中 X, == CX Xa) Yon 一 (3。 = XX, w Sy ASI 
的 任 一 广义 道 . 有 

Var(C'f) = PC'S C = Bi, 
ii 

T, = (CB — C8)/B,, 
需要 模拟 T, 的 分 布 ,结果 可 用 于 作 CB 的 区 间 估 计 . 为 此 目的 ,把 
T, 49 

T, = SManes/os 
Hep A, = CS; X,/(7S7 C). 以 e = (e1,…,e,)' 记 残 差 向 量 , 即 
e =Y — Xif. 用 也 mh iC; gu. e IC OA 522 ~ DO, 

75,4). 考虑 到 了 .的 方差 为 1， 我 们 用 


一 nhi Var* ( > pa | z 
去 模拟 了 的 分 布 . 这 里 如 前 ,Var" 是 指 在 给 定 Xi. X 的 条 件 
下 的 条 件 方差 . BUT 050 XKX) 独立 ,以 及 
Var(7) = 5/[n(4n + D], 
Cov(7 7) 二 一 (Gn + 1)/[ (4n 十 1)] Æj. 


再 考虑 到 容易 证 明 的 关系 式 D hat, = 0, 有 


NES ^ 8n + 1 MOD 
Var ( 2705.6) = ul. 5 Ys 
在 一 些 条 件 之 下 证 明了 ;以 概率 1 成 立 
sup [P'OD, Sy) —P(T,<y|= | "i 
这 些 条 件 包括 :{z 和 之 1) 为 有 界 列 ;S,/n 34 n — oo 时 收敛 于 一 正 
ETT E LE | ei |* < co 以 及 e: 的 特征 函数 S(t) 满足 Cramer 条 件 , 即 
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sup If) | < 1994 ERI € 0. 
还 讨论 了 有 关 统 计量 的 分 布 渐 近 展 开 , 得 到 了 相应 的 结果 . 


五 “最 小 一 乘 估计 和 M 估计 


考虑 线性 模型 
Y, = XIBy + ei lon, (5. 1) 
其 中 各 符号 的 意义 与 第 四 节 一 样 ,只 是 此 处 把 回归 系数 向 量 记 为 
Bow 
A 的 最 小 一 乘 估计 ,又 称 最 小 Li 模 估计 ,简称 L; 估计, 定义 为 
下 面 的 极 小 值 问题 的 解 BB: 


min X) IY, — XP = Mr XB (5.2) 


对 最 简单 的 情况 X, X, m … = 1, WEBB A, HL, 估计 就 是 诸 
WAY, — Y, 的 样本 中 位 数 在 这 一 一 特殊 场合 很 清楚 ;为 使 L， 
估计 所 为 Bo 的 相合 估计 ,ei 的 中 位 数 med(e;) 必须 为 0. 这 一 点 对 
一 般 情 况 也 成 立 . 

从 历史 上 说 ,L, 方法 的 起 源 ,与 应 用 上 最 广 的 最 小 二 乘法 (L， 
方法 ) 一 样 的 早 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 ,L 方法 没有 多 大 的 进展 . 
原因 一 则 在 于 其 计算 不 易 . 在 现代 计算 机 出 现 之 前 ,求解 (5. 2) 这 
样 的 极 值 问题 是 一 个 很 繁重 的 工作 . 再 则 ,由 于 (5. 2) 的 解 记 没有 
显 式 表 达 式 ,这 使 得 不 仅 谈 不 上 其 小 样本 理论 ,大 样本 理论 也 很 困 
难 , 这 种 状况 直到 本 世纪 50 年 代 才 开 始 有 所 改变 . 60 年 代 后 期 以 
KL, 方法 的 大 样本 理论 逐渐 受到 一 些 学 者 的 注意 和 重视 ,迄今 
已 取得 了 不 少 的 进展 . 

L, 方法 之 所 以 引起 学 者 和 应 用 者 的 重视 ,在 于 近代 研究 证 
B] :在 不 少 情况 下 L: 方法 的 表现 不 理想 ,或 者 说 缺乏 稳健 性 . 而 在 
HHS EL, 方 法 的 表现 往往 较 佳 . 例如 ,[40] 中 指出 ,对 计量 经 
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BF (Econometrics) 中 的 一 些 问 题 ,往往 不 宜 假定 模型 (5. D 中 的 
随机 误差 e; 有 有 限 的 方差 . 这 个 条 件 对 Le 方法 很 重要 ,而 对 L 方 
法 则 不 重要 . 

下 面 介绍 一 下 我 们 在 L, 方法 大 样本 理论 方面 所 做 的 一 些 工 
作 , 及 与 此 有 关 的 工作 . 

首先 是 工 , 估计 的 相 人 台 性 问题 . 关于 这 个 问题 ,从 60 4E GR 
70 年 代 前 期 已 有 些 初步 的 工作 , 见 [40]. 1978 年 [41] 中 发 表 了 关 
Wt B. 的 渐 近 正 态 性 的 第 一 个 证 明 . 如 果 成 立 , 则 自然 得 出 有 关 访 
的 相合 性 的 结果 . 可 异 的 是 ,这 个 证 明 被 发 现 有 本 质 性 的 错误 ( 见 
[48.D. 1982 年 [42] 中 发 表 了 一 个 证 明 , 要 求 的 条 件 很 强 , 例如 要 
求 模型 (5. 1) 中 的 evez,…( 假 定 为 独立 同 分 布 的 ) 的 公共 分 布 有 


连续 密度 ,以 及 > XXir/n 一 正定 阵 V 当 n -> oo. 另外 ,1982 48 


[43] 中 发 表 了 一 个 非 线性 回 妇 的 L, 估计 相合 性 的 证 明 . 所 要 求 的 
条 件 很 强 且 过 于 复杂 . 1983 年 [44] 中 也 发 表 了 一 个 证 明 , 但 其 中 
BEX Xp ove 是 独立 同 分 布 的 随机 向 量 而 不 一 定 是 常 向 量 . 这 个 
情况 处 理 起 来 简单 一 些 , 且 从 某 种 意义 上 说 ,是 X,,X,,… 为 已 知 
常 向 量 情况 的 一 个 推论 . 

我 们 关于 L, 估计 相合 性 的 结果 ,主要 总 结 在 [45] 中 . 其 中 证 
明了 ;车 在 模型 (5. 1) Hee 0 独立 (不 必 同 分 布 ) ,med(e,) = 0, 


且 存 在 常数 A > 0,C > 0, 使 
P(o «e; <h) She PC—h«e«o),o«h«A. 
(5.3) 
ids, = DXX, R 
imj 
d, = maxX'S7'X,, (5.4) 
SS 


则 有 
1. # d, = o(1), Wj B, > Bosin Pr. 
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2. Æ d, = o(1/logn) Ml B, > Ba. s. 

3. €i d, = o(3/2) , 则 局 在 下 述 意义 下 以 指数 速度 收敛 於 B。: 
XHEL e> 0, 有 只 依赖 于 e 而 不 依赖 于 的 常数 c > 0 存在 ,使 

POUR, — B || Se) = ole). 

由 条 件 (5. 3) 当然 推出 各 e 的 中 位 数 都 叭 一 地 为 0. 这 个 条 件 
比 中 位 数 唯一 更 进 了 一 步 , 它 要 求 有 “足够 多 的 ”概率 集中 在 0 附 
JE. 如 果 e; 都 有 在 某 区 间 ( 一 c,c) 上 连续 的 密度 函数 CO , 则 当 
inf f(t) : [e| «& ci — 1,2, > ORF, AR EC. 3) 成 立 .有 反例 表 
明 ; 即 使 在 e,,e;,… 独立 同 分 布 的 情况 下 ,条 件 (5. 3) 也 不 能 减弱 
为 中 位 数 唯 一 . 

与 La 估计 的 相合 性 相 比 ,提出 了 两 个 与 L 估计 相合 性 有 关 的 
问题 . 如 所 周知 : 若 在 模型 (5. 1) 中 ,ej,e;,… 独立 同 分 布 , Ee; = 0 
而 "< Var(e) < oo, Wl 2, A L: 估计 强 、 弱 相合 的 充 要 条 件 都 是 

lim; =o. (5.5) 
问题 是 :如 果 可 以 合理 地 认为 在 L 估计 中 ,上 述 条 件 Ee; = 0 和 0 
< Var(e') < co 大 致 相当 于 med(e) = 0 及 (5. 3) 的 话 , 那 么 ， 

1. 在 这 些 条 件 ( 即 e1,e;,… 独立 同 分 布 ,med(e) = 0 及 (5. 
3)) FL, 估计 记 的 强 、 弱 相合 是 否 等 价 ( 因 在 L: 估计 中 为 等 价 ， 
都 等 价 于 (5. 5))? 

2. L 估计 B. 弱 相 合 的 充分 条 件 可 否 减 弱 为 (5. 5), 且 这 个 条 
件 还 是 必要 的 ? 

我 们 对 第 1 个 问题 作 了 否定 的 回答 ;通过 一 个 反例 ( 见 [45]) 
表明 :在 对 {e} 的 上 述 假定 之 下 ,有 可 能 Pr 是 B, 的 弱 相 合 估 计 , 但 
并 非 强 相合 的 . 

对 问题 2 的 前 一 部 分 作 了 肯定 的 回答 . 实际 上 ,[46] 中 对 更 广 
的 M 估计 证 实 了 这 一 点 . 

困难 的 是 问题 2 的 后 一 部 分 一 一 条 件 (5.5) EL, fit B. G 
弱 相 合 是 否 必 要 . 有 一 切 理由 相信 这 一 点 ,但 到 现在 为 止 还 未 能 给 
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出 证 明 . 但 得 出 了 若干 有 关 的 结果 ( 见 [47j). 例如 ,证 明了 若 x; 的 
维 数 为 1, 或 者 车 {X,} 有 界 且 e 的 公共 分 布 在 0 的 邻 域内 有 密度 
了 ,而 了 满足 一 定 的 条 件 , 则 条 件 (5.5) 对 于 Li 估计 的 弱 相 合 性 是 
必要 的 . 

至 于 的 强 相合 ,问题 就 更 困难 . 最 近 的 研究 表明 :条件 d = 
o(1/logn) 中 的 数量 级 o(1/logn) 已 没有 多 少 改进 的 余地 ;对 任何 
HER c, hoo, Kd, = o(c,/logn) 已 不 再 是 充分 的 . 当然 ,这 不 意 
味 条 件 d, = o(1/logn) 为 必要 . 因为 可 以 存在 不 只 依赖 于 d, 的 更 
弱 的 条 件 . 事实 上 ,现在 尚未 找到 任何 比 S, 一 o 更 强 的 必要 条 
f ,更 不 用 说 充分 必要 条 件 了 . 

另 一 个 更 重要 的 问题 是 Li 估计 的 渐 近 正 态 性 问题 . 在 一 个 最 
简单 的 特例 ——X, = X; m4] 之 下 ,问题 成 为 样本 中 位 数 m, 的 
渐 近 正 态 性 . 早 就 知道 ,这 在 ElyE29 独立 同 分 布 ,其 公共 分 布 有 
中 位 数 0 并 在 0 的 一 个 邻 域内 有 连续 而 大 于 0 的 密度 了 时 成 立 , 且 

2f(0) Vn (m, — B) > N(0,1) 
受到 这 个 结果 的 启发 ,人 们 猜想 , 当 模 型 (5. 1) 中 的 e ,ez，… 满足 
刚才 指出 的 条 件 , 而 {X;} 满足 适当 的 条 件 时 ,应 有 

2f(0)S!?(B, — Bo) > N(0,I,). (5. 6) 

最 先 企图 证 明 这 个 结果 的 工作 是 [41]. 身后 陆续 发 表 了 一 些 
另外 的 证 明 ( 见 [42],[43]. 可 异 的 是 ,这 些 证 明 都 包含 有 本 质 的 错 
误 ( 反 例 见 [48]). 直到 1990 年 ,由 我 国 几 位 统计 工作 者 合作 发 表 
的 论文 [48], 才 在 对 {X;} 最 一 般 的 条 件 下 作出 了 (5. 6) 的 严格 证 
BA. XE CX) 的 条 件 就 是 

limd, — 0, (5. 7) 
EF d, 由 (5.4) 定义 ,由 于 这 个 条 件 在 L: 估计 的 渐 近 正 态 性 中 是 
必须 的 (相应 的 Lindeberg-Feller 条 件 ), 故 有 理由 认为 ,对 B, 的 渐 
近 正 态 性 来 说 ,条 件 (5.7) 已 无 法 再 减弱 ,前 引 的 一 些 工作 中 为 证 
明 (5.6), 多 引入 条 件 S,/n > V > 0. 这 个 条 件 比 (5.7) ESRB IE. 
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现在 我 们 转 到 M 估计 . M 估计 最 初 是 60 年 代 由 Huber 提出 
的 . 1973 年 他 发 表 了 一 篇 重要 论文 [49], 将 M 估计 用 于 线性 回归 
(5. D. 此 法 在 于 选 定 一 个 适当 的 定义 于 R 的 函数 p, 而 用 下 述 极 
小 值 问题 


S10, — Xp) = min (5. 8) 
的 解 B, EAB BoE PCO = lul 即 得 L; 估计 ,而 PC) = u? WA 
应 于 熟知 的 Lz 估计 . 


Huber 在 [49] 中 考虑 了 e ER 为 严格 凸 且 足 够 光滑 的 情况 ， 
在 一 些 条 件 之 下 ,证 明了 的 相合 性 和 渐 近 正 态 性 . 在 他 所 考虑 
的 情况 下 ,问题 (5. 8) 的 解 与 下 述 方程 的 解 等 价 ， 


DAY, — XIB)X = 0, ee p. (5. 9) 


以 后 ,有 的 学 者 径直 从 方程 (5.9) 出 发 (选择 适当 的 定义 于 R' 的 函 
数 9) 去 定义 M 估计 . 除非 ”处 处 连续 ,就 无 法 保证 有 一 个 相应 的 
函数 o. 因此 ,这 实在 是 另 一 种 不 同 的 M 估计 . 这 方面 有 代表 性 的 
工作 可 参看 [50]. 

这 后 一 种 定义 M 估计 的 方法 缺乏 前 一 种 方法 所 具有 的 直观 
性 . 更 重要 的 ,方程 (5. 9) 的 解 的 存在 性 ,即使 在 2 不 太 复 杂 时 ,也 
没有 保证 . 我 们 所 做 的 一 项 工作 [51] 证 明了 这 一 点 . 

1987 年 ,Dodge 等 在 一 项 工作 [52] PR pu) = (1 一 ôu? 十 
jul O 为 已 知 常数 ,0 二 6 过 1). 这 个 形式 是 意图 将 L; 方法 和 L, 
方法 “混合 ”起 来 .除了 = 0 一 点 外 ,都 有 

p u) = Gu) = Ó * sgn( + 20 — Ou. 
他 们 就 取 这 个 ?去 考虑 (5. 9) 的 解 ,并 认为 与 (5. 8) 等 价 ,而 事实 
上 ,即使 在 最 简单 情况 X = X, =… = 1 之 下 ,相应 的 方程 (5. 9) 
即 
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6 Vsgn(y, —pa230—0 ` Y- 8 =0 
(5. 10) 
也 不 以 概率 1 有 解 . 事实 上 ,[51] 中 证 明了 ;车 e1,es，… 独立 同 分 
布 ,公共 密度 为 有. 以 c 记 使 函数 Qla) = COE|Y, — a| + 20 — 
DEY, 一 4)? 达 到 最 小 之 点 (唯一 ). 若 /在 c 点 处 连续 且 f(c)> 
0, 则 

limP( 方 程 (5. 10) 有 解 ) = (1 — a/a ~ 8) 0f(0] «1. 
因此 ,我 们 的 观点 是 :这 种 形式 的 M. 估计 并 不 可 取 ; 在 计算 上 它 也 
不 见得 比 (5. 8) 更 方便 . 

自 Huber 的 工作 [49] 后 ,直接 从 (5. 8) 出 发 讨论 M 估计 的 文 
章 , 几 乎 只 局 限 於 Li 估计 这 个 情况 . 我 国 两 位 统计 工作 者 在 1988 
年 发 表 的 文章 [53] 讨论 了 M 估计 的 相合 性 问题 ,对 X, 为 随机 向 
量 或 为 常 向 量 的 情况 都 得 出 了 若干 结果 . 这 个 工作 的 一 个 特点 是 
没有 假定 o 是 凸 的 . 就 我 们 所 知 ,这 是 迄今 仅 有 的 一 篇 未 作 这 假定 
的 文章 . 具体 结果 涉及 过 多 的 细节 ,不 在 此 引述 了 . 至 于 在 (5. 8) 
定义 之 下 M 估计 的 渐 近 正 态 性 ,在 2 为 征 的 情况 ,近年 已 由 白 志 东 
等 的 工作 [54] 完满 地 解决 了 . 在 这 项 工作 (其 细节 不 在 此 引述 ) 
中 ,在 假定 o 为 西 (不 必 严 丁 ) 及 其 他 很 少 的 条 件 ( 包 括 (5.7)) 之 
下 ,证 明了 与 (5. 6) 类 似 的 渐 近 正 态 性 定理 , M 估计 相合 性 充分 条 
件 问题 已 由 [46] 解决 了 . 另外 值得 一 提 的 是 ,[54] 中 还 解决 了 在 
M 估计 的 基础 上 作 线 性 假设 检验 的 大 样本 理论 问题 . 

M 估计 研究 的 一 个 很 重要 的 方面 是 其 线性 表示 问题 . M 估计 
研究 的 困难 ,在 于 它 没有 一 个 显 式 的 解析 表达 式 , 故人 们 希望 用 一 
个 独立 随机 变量 的 线性 组 合 去 莹 近 它 ,使 其 剩余 能 尽量 地 小 .具有 
这 种 性 质 的 线性 组 合 ,就 称 为 M 估计 的 线性 表示 . 如 果 剩 余 以 概 
AE 1( 依 概率 ) 收敛 于 0, 则 称 为 强 ( 弱 ) 表示 . 线性 表示 问题 的 研 
究 ,就 在 于 在 尽 可 能 少 的 条 件 下 建立 这 种 表达 式 , 且 使 剩余 项 以 尽 
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可 能 高 的 速度 收敛 于 0. 一 旦 建立 了 这 种 表达 式 ,就 可 以 利用 独立 
和 的 丰富 理论 ,去 处 理 关于 M 估计 渐 近 理论 的 深层 次 的 问题 . 

这 方面 的 研究 始 于 Bahadur[55]1966 年 关于 样本 中 位 数 强 线 
性 表示 的 工作 . 1989 f£ ,Babu[ 56] 考虑 了 一 般 线性 模型 的 问题 ,但 
仍 限于 最 小 一 乘 估计 的 情况 . 1992 年 ,Rao 5j Zhao[57 ] 1f Babu 的 
结果 推广 到 一 般 的 M 估计 ,但 限制 函数 o 为 凸 的 . 最 近 , BRA TG 
[58] 考虑 了 一 般 线性 模型 且 不 必 为 是 的 情况 . 所 得 的 线性 表示 ， 
其 剩余 项 在 某 些 情况 下 达到 了 最 好 的 收敛 阶 . 他 利用 这 种 线性 表 
示 , 解 决 了 M 估计 的 重 对 数 律 ,以 及 M 估计 的 分 布 收 伍 於 正 态 分 
布 的 一 致 性 速度 问题 . 

以 上 讨论 限于 线性 模型 的 情况 . 近年 来 ,我 国 也 有 一 些 学 者 把 
M 估计 的 方法 用 于 某 些 特殊 的 非 线性 模型 ,例如 半 参 数 模型 的 估 
计 问 题 . 如 施 沛 德 和 李 国 英 在 [59] 中 研究 了 形 如 

Y, = X;iB - g(TO +e.1 Sign, 

其 中 非 线性 部 分 g 是 一 个 定义 于 [0,1] 的 ,有 一 定 的 光滑 性 的 函 
数 . 他 们 用 M 估计 去 估计 线性 参数 6 及 函数 APRS WA 
近 ), 取 得 了 较 好 的 结果 . 例如 ,在 较 弱 的 条 件 下 证 明了 关于 8 的 估 
计 的 渐 近 正 态 性 . 

AE JC E ia), 55 20 年 前 Huber 发 表 其 莫 基 性 的 工作 [49] 时 相 
比 , 线 性 模型 M 估计 的 理论 已 有 了 十 分 深刻 和 本 质 的 进展 ,但 有 
待 解决 的 问题 还 不 少 . 我 们 认为 ,最 重要 的 问题 ,也 就 是 今后 努力 
的 主要 方向 ,应 当 是 在 尽 可 能 少 的 条 件 下 ,建立 一 个 在 o 不 必 为 凸 
时 的 M 估计 的 完善 理论 . 目下 有 关 M 估计 的 问题 ,如 相合 性 、 渐 近 
正 态 性 等 基本 问题 ,解决 得 比较 完善 的 ,多 限于 2 为 凸 函 数 的 情 
况 . 2 非 凸 的 情况 虽 有 了 不 少 结果 ,但 条 件 大 都 不 理想 . 例如 ,对 0 
的 光滑 性 要 求 过 高 . 而 在 应 用 上 一 些 重要 的 例子 中 ,2 的 一 阶 导 数 
也 不 见得 处 处 存在 . 非 凸 情况 下 的 M 估计 有 其 特别 的 重要 性 . 因 
为 ,引进 M 估计 的 一 个 重要 理由 就 是 为 了 改善 估计 的 稳健 性 ,而 
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IX BERK |r| > kf, or) > oo YR ER BECK D. 例如 p 有 界 , 或 
lim plz)/1z| = 0. 这 时 就 不 是 凸 的 . 
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中 国 数学 发 展 的 若干 主攻 方向 


Some Main Aspects on Development 


of Mathematics in China 


“现代 数学 若干 基本 问题 的 研究 ”作为 国家 自然 科学 基金 委 
员 会 “七 五 重大 项 目 已 于 1991 年 结 题 ,1991 年 5 月 在 南开 数学 研 
究 所 举行 的 第 二 次 21 世纪 中 国 数学 展望 学 术 会 议 上 进行 了 总 结 
和 验收 . 本 项 目 选择 了 现代 数学 中 10 个 课题 进行 研究 ,这些 课题 
一 般 都 不 限于 单一 学 科 , 具 有 较 强 的 综合 性 ,在 数学 研究 中 都 有 重 
要 意义 .它们 既 有 很 强 的 理论 性 ,又 有 广泛 的 应 用 前 景 ,大 多 数 都 
是 国际 数学 研究 的 热门 领域 ,符合 数学 发 展 的 趋势 . 这 个 项 目的 组 
成 在 一 定 程度 上 也 反映 我 国 数学 发 展 的 现状 和 水 平 . 

为 了 高 质量 地 完成 这 项 研究 任务 ,我 们 对 承担 这 项 任务 的 成 
员 做 了 精心 的 选择 ,把 国内 一 些 学 术 水 平 高 .研究 能 力 强 的 数学 
家 , 特别 是 一 些 优秀 的 中 青年 数学 家 吸收 进来 ,承担 这 项 研究 任 
务 . 例如 ,在 承担 项 目 研究 的 全 部 71 名 成 员 中 ,有 学 部 委员 12 人 ， 
博士 导师 55 人 ,正教 授 . 正 研究 员 67 人 .这 71 人 中 ,有 33 人 先后 
获得 国家 自然 科学 奖 26 项 (建国 以 来 数学 获得 自然 科学 奖 总 数 为 
39 项 ) ,获得 科学 院 或 部 委 级 奖 的 还 有 18 项 . 正 是 由 于 对 课题 和 参 
加 的 人 员 的 选择 做 得 较 好 ,三 年 来 本 项 目的 研究 工作 取得 了 巨大 
的 成绩 . 在 验收 会 上 ,专家 小 组 对 此 做 了 充分 的 肯定 ,指出 :“ 本 项 
H 经 过 三 年 实施 . 取得 了 巨大 的 成 绩 ,胜利 地 完成 了 原 定 任务 . 开 
创 了 若干 中 国 独创 的 处 于 国际 领先 水 平 的 研究 领域 ;涌现 出 众多 
具有 国际 先进 水 平 的 优秀 科研 成 果 ; 形 成 了 不 少 在 国际 上 具有 一 
定 影响 力 的 研究 群体 ;培养 了 一 批 优秀 的 青年 数学 人 才 . 这 些 都 将 
对 中 国 今后 的 数学 事业 的 发 展 产生 深远 的 影响 . ” 

数学 七 五 重大 项 目 取 得 的 成 绩 和 这 几 年 我 国 数学 各 方面 取得 
的 显著 成 就 ,以 及 广大 数学 家 表现 出 来 的 团结 进取 努力 拼搏 的 精 
神 , 得 到 了 中 央 和 各 方面 领导 的 高 度 赞 扬 和 充分 肯定 . 财政 部 两 次 
给 数学 拨 专 款 , 国 家 自然 科学 基金 委员 会 设立 了 数学 天 元 基金 . 天 
元 基金 的 设立 弥补 了 数学 基金 的 不 足 , 大 大 缓解 了 数学 研究 上 经 
费 的 困难 . 这 样 , 一 方面 可 以 使 面 上 的 自由 申请 项 目的 资助 强度 有 
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较 大 的 提高 , 另 一 方面 使 我 们 可 以 更 好 地 安排 八 五 期 间 的 重大 重 
点 项 目 , 全 面 地 考虑 数学 各 分 支 的 发 展 . 

我 们 从 1989 年 下 半年 就 开始 酝酿 .规划 和 安排 八 五 期 间 数学 
的 重大 重点 项 目 . 

一 方面 ,我们 积极 组 织 力 量 , 努 力争 取 数 学 中 那些 科学 意义 重 
大 、 应 用 前 景 广泛 、 研 究 力量 雄厚 的 领域 进入 国家 科 委 组 织 的 重大 
项 目 . 经 过 与 有 关 数 学 家 的 共同 努力 ,现在 “大 规模 科学 与 工程 计 
算 的 方法 和 理论 "“ 非 线性 科学 ” 这 两 个 包含 有 数学 的 相当 多 方 
面 的 研究 内 容 的 重大 项 目 已 在 国家 科 委 通过 实施 ,有 50 名 左右 的 
数学 家 获得 高 强度 的 资助 ,承担 这 两 个 重大 项 目的 研究 任务 . 还 有 
一 个 以 数学 为 重要 研究 内 容 的 项 目 “ 机 器 证 明 及 其 应 用 ”, 将 作为 
国家 科 委 的 第 二 批 重 大 项 目 通过 立项 . 

另 一 方面 ,我 们 在 数学 界 广泛 地 征求 意见 ,反复 地 进行 讨论 ， 
准备 在 国家 自然 科学 基金 委员 会 内 组 织 一 批 数学 的 重点 项 目 . 现 
在 ,有 24 项 已 经 通过 立项 . CNE: 

(1) 解析 数论 ; 

(2) 代数 数论 ; 

(3) 代数 几何 ; 

(4) Lie 群 及 其 表示 理论 ， 

(5) 整体 微分 几何 及 物理 应 用 ; 

(6) 代数 拓扑 和 微分 拓扑 ; 

(7) 经 典 复 分 析 ; 

(8) 多 复 变 的 全 纯 映 照 理论 ， 

(9) Euclid 群 上 的 调和 分 析 ， 

(10) 算 子 理论 和 算 子 代数 ， 

(11) 非 线性 分 析 ; 

(12) 动力 系统 与 Hamilton 系统 ; 

(13) 常 微分 方程 的 分 支 问题 与 多 项 式 系统 理论 ; 
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(14) 偏 微 分 方程 的 一 般 理论 ; 

(15) 椭圆 型 偏 微分 方程 ; 

(16) 非 线性 发 展 方程 ; 

(17) 粒子 系统 与 随机 场 ; 

(18) 随机 分 析 及 其 应 用 ; 

(19) 多 维 数据 的 统计 理论 ; 

(20) 应 用 统计 ; 

(2D 计算 复杂 性 的 理论 和 应 用 ; 

(22) 随机 与 分 析 参 数 系统 控制 的 数学 理论 ; 

(23) 优化 的 算法 与 理论 ， 

(20 组 合 数学 . 

这 24 个 项 目 中 ,现在 已 有 18 个 项 目 已 通过 实施 . 下面 对 每 个 
项 目 逐 一 地 作 些 简单 的 介绍 . 

(1) 解析 数论 

解析 数论 是 数论 的 一 个 主要 分 支 , 以 20 世纪 20 年 代 到 今天 ， 
一 直 是 研究 十 分 活路 .成 果 极 为 丰富 的 领域 . 在 这 一 分 支 中 有 许多 
著名 问题 ,如 Riemann 猜想 .Goldbach 猜想 .Lindel6f 猜想 、 素 数 分 
4i Waring 问题 等 . 对 这 些 问 题 的 研究 和 所 取得 的 成 果 , 已 经 对 数 
论 和 其 他 数学 分 支 的 发 展 起 了 重大 的 推动 作用 . 但 是 ,这 些 问题 至 
今 仍 未 最 终 解 决 . 

解析 数论 的 研究 方法 主要 有 复 变 函数 论 方法 .指数 和 与 特征 
和 估计 法 、. 圆 法 、 筛 法 . 其 中 最 重要 的 是 指数 和 与 特征 和 的 估计 法 ， 
这 个 方法 可 以 被 应 用 在 许多 数论 问题 上 , 如 Waring 问题 、 
Goldbach 猜想 问题 、 束 数 分 布 问题 等 . 它 是 本 项 目 要 采用 的 主要 
方法 . 

我 国 在 解析 数论 方面 的 研究 有 很 强 的 实力 ,这 是 我 国 数学 各 
分 支 中 极 少数 能 在 国际 上 保持 领先 地 位 的 一 个 领域 . 继续 开展 这 
个 方面 的 研究 ,保持 我 国 在 这 个 领域 中 的 领先 地 位 是 十 分 重要 的 ， 
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承 担 本 项 研究 的 是 我 国 数论 界 最 好 的 专家 ,如 陈景润 、 王 元 、 潘 承 
洞 都 是 国际 上 有 和 名望 的 数论 专家 . 本 项 目 研究 的 具体 内 容 是 : 

(D 改进 三 素数 定理 的 常数 ; 

© 改进 一 些 重要 问题 :如 Waring 型 问题 .Goldbach 型 问题 、 
素数 分 布 问题 .无 平方 因子 数 分 布 问题 .小 区 间 中 整数 的 最 大 素 因 
子 下 界 的 估计 问题 等 的 结果 ， 

@ 改进 算术 数列 中 的 最 小 素数 ; 

@ 改进 特征 和 的 估计 ， 

© 研究 同 余 方 程 的 最 小 解 . 

(2) 代数 数论 

代数 数论 是 现代 数学 中 重要 又 活路 的 分 支 , 它 与 数学 的 其 他 
分 支 联系 非常 广泛 ,并 在 数值 计算 .通讯 网 络 和 保密 通讯 等 许多 领 
域 中 有 非常 深刻 和 非常 广泛 的 应 用 . 我 国 在 这 些 方 面 的 研究 开始 
于 1980 年 左右 ,但 是 进步 非常 快 , 现 已 取得 了 一 批 引 起 国际 同行 
赞扬 的 达到 国际 先进 水 平 的 成 果 . 

本 项 目 研究 的 一 些 问 题 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基 
本 问题 的 研究 ”中 代数 数论 课题 研究 的 继续 . 这 些 问 题 都 是 当今 
代数 数论 中 的 前 沿 课题 . 承担 本 项 目的 是 我 国 在 这 个 分 支 中 的 学 
术 带头 人 或 主要 骨干 ,是 一 批 基础 好 ,能 力 强 、 水 平 高 的 中 年 数学 
家 . 本 项 目 具体 的 研究 内 容 是 : 

由 研究 二 次 域 的 精细 结构 . 包括 确定 特殊 小 类 数 实 二 次 域 ， 
建立 更 多 的 二 次 域 的 类 数 公式 ,研究 Pell 方程 猜想 ， 

D 研究 分 圆 数 域 与 分 图 函数 域 及 其 子 域 的 类 群 和 单位 群 的 
Galois 结构 ， 

图 研究 模 形式 理论 及 其 应 用 . 包括 对 Siegel-Jacobi 形式 空间 
维 数 的 计算 和 Hecke 算 子 迹 公式 的 计算 ,利用 模 形式 研究 二 次 型 
表 数 问题 , 格 的 性 质 及 树 码 的 构造 等 ; 

D 研究 某 些 椭圆 曲线 的 BSD 猜想 及 山 群 . 
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(3) 代数 几何 

代数 几何 是 基础 数学 的 一 个 极 重要 的 分 支 , 它 主要 研究 代数 
曲线 ,曲面 及 更 高 维 的 代数 流 形 ,与 现代 数学 的 几乎 所 有 重要 分 支 
都 有 密切 的 关系 ,是 当今 世界 上 最 热门 的 研究 领域 . 

代数 几何 的 一 个 基本 问题 是 研究 结构 和 分 类 问题 (如 曲面 的 
结构 、 奇 点 的 结构 、Abel 簇 的 分 类 等 ). 本 项 目 研 究 的 一 些 课题 是 
七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基本 问题 的 研究 ”中 代数 几何 课 
题 研 究 的 继续 . 承担 本 项 目的 大 多 数 是 青年 数学 家 ,他们 的 工作 在 
各 方面 大 都 处 于 国际 上 的 前 沿 地 位 或 领先 地 位 ,他 们 是 我 国 在 代 
数 几 何 领 域 中 研究 的 学 术 带 头 人 或 主要 骨干 . 特别 是 肖 刚 ,他 是 世 
FE 公认 的 纤维 化 方法 的 专家 ,他 的 文章 一 般 都 在 学 术 水 平 最 高 的 
杂志 上 发 表 . 本 项 目的 主要 研究 内 容 是 : 

中 运用 代数 曲面 的 纤维 化 方法 解决 代数 曲面 理论 中 的 一 些 
重要 问题 . 如 一 般 曲 面 的 自 同 构 群 和 基本 群 ; 小 亏 格 的 纤维 化 的 结 
构 及 分 类 ;纤维 扭曲 理论 的 应 用 等 ， 

D 群 概 形 作用 论 和 Abel RHA, 

O 某 些 次 数 较 小 的 正规 射影 曲面 的 性质 以 及 奇 点 的 分 布 ,这 
类 曲面 的 分 类 ， 

D 射影 簇 的 刻 划 , 射影 艇 的 陈 示 性 数 的 不 等 式 研 究 以 及 
Frenet 标 架 理论 ; 

© 高 维 参量 空间 理论 研究 . 

(4) 代数 拓扑 和 微分 拓扑 

拓扑 学 是 基础 数学 的 重要 分 支 . 低 维 流 形 是 代数 拓扑 中 最 重 
要 的 研究 领域 ,在 流 形 的 拓扑 学 中 ,二 ,三 .四 维 流 形 的 研究 与 五 维 
以 上 流 形 的 研究 在 问题 和 方法 上 都 有 很 大 差别 . 20 世纪 ?70 年 代 中 
期 以 来 ,由 于 创造 了 多 种 新 方法 ,国际 上 低 维 流 形 的 研究 取得 了 重 
大 突破 ,成 为 基础 数学 中 最 活跃 的 核心 领域 之 一 , FIBA A 
入 问题 一 直 是 微分 拓扑 中 最 重要 的 研究 领域 . 另外 .几何 应 用 也 很 
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广泛 ,从 50 年 代 后 就 很 快 发 展 起 来 ,也 是 国际 上 非常 活跃 的 研究 
领域 . 

本 项 目 主要 研究 低 维 流 形 和 流 形 的 漫 入 与 嵌入 . 其 中 低 维 流 
形 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基本 问题 的 研究 ”中 低 维 流 
JE 研究 的 继续 . 承担 本 项 目的 都 是 我 国 一 些 卓 有 成 就 的 中 年 数学 
家 , 尤其 是 姜 伯 驹 教授 和 李 邦 河 教 授 的 研究 工作 在 国际 上 有 较 大 
的 影响 ,是 国内 拓扑 学 的 学 术 带 头 人 . 本 项 目 具 体 的 研究 内 容 是 : 

三 维 流 形 及 其 映射 的 研究 ,包括 三 维 流 形 闻 映 射 度 非 零 的 
映射 , 纽 结 上 的 市 补 术 、Reidemeister 挠 不 变量 与 纽 结 理论 .不 动 
点 理论 的 关系 等 ， 

D 微分 流 形 的 在 给 定 同 伦 类 中 的 浸入 与 嵌入 的 研究 . 包括 存 
在 性 与 分 类 ,法 协 边 群 的 计算 等 ; 

C 经 典 的 和 广义 的 Adams 谱 序列 的 研究 ,包括 谱 V A View 
的 存在 性 ,用 Adams 谱 序列 确定 一 些 同 伦 群 的 非 零 元 素 ; 

@Steenrad 代数 上 不 稳定 模 的 几何 实现 研究 . 

(5) 整体 微分 几何 及 其 应 用 

整体 微分 几何 是 现代 数学 的 重要 分 支 , 它 和 分 析 、 拓 扑 、 代 数 
等 分 支 相互 滩 透 、 相 互 促进 ,与 理论 物理 也 有 极 密 切 的 关系 . 如 物 
理学 中 的 Yang-Mills 理论 ,在 数学 中 就 是 纤维 从 上 的 联络 理论 . 
理论 物理 中 的 非 线性 o 模型 ,在 数学 上 是 一 类 重要 的 调和 映照 . 近 
JU 十 年 来 ,整体 微分 几何 无 论 是 在 理论 研究 上 还 是 在 方法 上 都 取 
得 了 一 些 重 大 成 就 ,成 为 基础 数学 中 最 活跃 .最 核心 的 领域 之 一 . 

“本 项 目 要 研究 的 一 些 课题 ,都 是 微分 几何 中 的 重要 和 热门 问 
题 , 也 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基本 问题 的 研究 ”中 整体 
微分 几何 及 其 物理 应 用 课题 研究 的 继续 . 承担 本 项 目的 胡 和 生 教 
12 等 是 我 国 在 微分 几何 研究 的 学 术 带 头 人 和 主要 骨干 ,他 们 的 研 
究 工 作 在 国内 外 都 有 一 定 的 影响 . 本 项 目 主要 的 研究 内 容 是 ; 

@Minkowski 空间 和 Lorentz 流 形 的 曲面 理论 ， 
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Q 孤立 子 的 几何 理论 ,如 孤立 子 方程 的 形式 、 高 维 孤 立 子 的 
几何 性 质 等 ， 

© 调和 了 映照 的 理论 和 性 质 ,如 存在 性 .不 存在 性 .正则 人 性、 稳 
定性 等 ; 

© T IUE GI Be ELS BU TRUE .等 参 子 流 形 .Dupin 子 流 
X5, 

© 低 维 流 形 上 的 Yang-Mills Hit R KEM, Witten-Jones 不 
变量 的 计算 ; 

具有 几何 背景 的 非 线性 分 析 和 低 维 拓扑 等 问题 的 几何 方 
法 研究 ， 

CD 仿 射 极 大 曲面 、 常 仿 射 平均 曲率 曲面 以 及 相关 的 流 形 上 的 
分 析 问 题 的 研究 , 复 仿 射 微分 几何 的 研究 . 

(6) 经 典 复 分 析 

复 分 析 的 理论 是 Cauchy 在 19 世纪 20 年 代 开始 建立 起 来 的 ， 
经 过 Riemann 、Weirstrass 等 数学 家 的 发 展 ,已 成 为 数学 的 一 门 非 
常 重要 的 分 支 . 它 既 有 十 分 完美 的 理论 ,又 有 非常 广泛 的 应 用 , 它 
与 数学 的 各 个 分 支 都 有 密切 的 联系 ,也 为 其 他 学 科 分 支 提供 有 效 
的 数学 理论 和 方法 . 

本 项 目 主要 研究 经 典 复 分 析 中 的 三 个 基本 问题 ; 值 分 布 论 , 复 
动力 系统 、 拟 共 形 映照 及 其 应 用 . 这 几 个 问题 虽 都 有 多 年 的 历史 ， 
但 由 于 它们 的 重要 性 和 新 的 发 展 ,在 国际 上 仍 有 不 少数 学 家 在 研 
究 . 我 国 在 这 几 个 方面 都 作出 过 一 些 有 价值 的 贡献 ,有 较 强 的 实 
力 . 这 几 方 面 的 研究 领域 也 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基本 
问题 的 研究 ”中 复 分 析 课题 研究 的 继续 . 承担 本 项 目的 杨 乐 教授 
等 是 我 国 在 复 分 析 领域 中 的 学 术 带 头 人 和 主要 骨干 ,他 们 的 研究 
工作 在 国际 上 有 较 大 的 影响 . 本 项 目的 研究 内 容 是 : 

(D 对 亚 纯 函 数 及 其 导数 的 总 亏 量 作 精 确 的 估计 ,并 考察 及 其 
相关 的 Frank 猜想 .Goldberg 猜想 .Hayman 不 等 式 的 最 佳 系数 ， 
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研究 函数 值 分 布 与 迭代 、 不 动 点 等 的 相互 制约 与 联系 ; 

O 研究 亚 纯 动力 系统 的 基本 问题 ,Julia 集 的 基本 性 质 、 游 荡 
稳定 域 的 存在 性 及 构造 问题 等 ， 

O 带 参 数 的 复 解析 动力 系统 ,re:,Mtan2Z 等 的 结构 稳定 性 和 遍 
历 理论 ,Julia 集 的 测度 问题 ,Mondebrot 集 与 分 形 几何 的 关系 ; 

@ 高 维 Mobius 群 与 拟 共 形 映照 的 基本 性 质 及 其 在 复 解析 动 
力 系统 中 的 应 用 、 高 维 Mobius 群 的 不 变量 表示 理论 等 ， 

© 具有 非 零 亏 格 的 Riemann 面 上 的 Riemann 边 值 问题 及 在 
弹性 力学 的 接触 问题 和 断裂 问题 上 的 应 用 . 

C) 调和 分 析 

调和 分 析 是 当前 实 分 析 发 展 的 主流 方向 . 80 年 代 以 来 ,Euclid 
空间 上 的 调和 分 析出 现 了 令 人 瞩目 的 新 进展 . 表现 在 ;@ 第 三 代 
奇异 积分 算 子 的 研究 为 非 线 性 分 析 开 拓 了 一 条 新 道路 ;@ 小 波 分 
析 方 法 的 出 现 ,把 光滑 性 与 训 减 性 高 度 和 谐 地 统一 起 来 ,人 们 可 以 
利用 小 波 基 更 好 地 刻 划 和 研究 各 种 函数 空间 ;人 G@) 流 形 上 调和 分 析 
的 发展 ,为 调和 分 析 中 曲率 和 度量 等 几何 特征 有 关 问 题 的 解决 开 
LES P SHOES Lie 群 的 无 穷 维 表示 ,将 对 称 空间 上 的 调和 分 析 
与 代数 数论 .代数 几何 、 算 子 代 数 和 量子 化 中 曾 是 互 不 相关 的 概念 
都 联系 起 来 ,以 Toeplitz 算 子 和 Hankel 算 子 研究 为 代表 ,将 把 现 
代数 学 作为 一 个 有 机 整体 来 研究 . 总 之 ,Euclid 群 上 的 调和 分 析 将 
出 现 新 的 突破 . 本 项 目的 研究 确 有 重大 科学 意义 . 

承担 本 项 目的 是 我 国 在 调和 分 析 领 域 中 的 学 术 带 头 人 和 主要 
骨干 ,有 很 强 的 研究 能 力 和 很 高 的 学 术 水 平 ,在 国际 上 也 有 一 定 的 
影响 . 本 项 目的 研究 内 容 是 : 

(D 改进 小 波 基 的 构造 ,使 之 适合 各 种 理论 与 实际 的 需要 ， 

D 利用 小 波 基 刻 划 各 种 函数 空间 ， 

@@ 研究 奇异 积分 算 子 . 包括 振荡 积分 , 带 粗 糙 核 的 奇异 积分 ， 
球形 和 算 子 以 及 非 线性 逼近 算 子 
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© 调和 分 析 中 与 曲率 有 关 的 问题 ; 

© 非 紧 Lie 群 的 无 穷 维 表示 与 Hankel 算 子 . 

(8) 常 微分 方程 的 分 支 理 论 与 多 项 式 系统 理论 

研究 常 微 系统 在 扰动 下 的 变化 规律 ,是 结构 稳定 还 是 结构 不 
稳定 即 出 现 分 支 现 象 ,这 在 理论 和 应 用 两 个 方面 都 是 至 关 重 要 的 . 
对 结构 稳定 性 的 问题 ,国外 以 Smale 为 代表 ,国内 以 麻山 涛 为 代表 
进行 了 大 量 的 研究 ,取得 了 丰硕 的 成 果 . 对 结构 不 稳定 即 分 支 现象 
的 研究 ,由 于 力学 ,物理 .生物 .化 学 、 医 学 .工程 技术 以 及 经 济 学 的 
需 要 也 成 为 国际 上 的 热门 领域 ,在 近 20 多 年 发 展 异 常 迅 猛 . 我 国 
在 这 方面 的 研究 起 步 较 晚 ,从 70 年 代 末 才 开始 ,但 也 有 一 些 相 当 
好 的 工作 ,而 且 从 事 这 方面 研究 的 人 越 来 越 多 . 

本 项 目 提出 的 一 些 问 题 , 有 的 是 分 支 理 论 的 基本 问题 ,有 的 是 
多 项 式 系统 中 未 被 解决 的 重要 问题 ,都 有 重要 的 意义 ,承担 本 项 目 
Wr 究 的 都 是 我 国 常 微 分 方程 界 的 学 术 带 头 人 和 主要 骨干 ,有 很 好 
的 基础 . 本 项 目 具 体 的 研究 内 容 是 : 

QD 全 局 分 支 和 局 部 分 支 . 包括 余 维 大 于 2 的 奇异 向 量 场 分 支 ， 
某 些 Hopt 分 支 以 及 高 维 流 的 同 宿 环 . 异 宿 环 的 分 支 的 研究 ; 

Q 各 种 分 支 的 稳定 性 研究 ， 

© 向 量 场 的 规范 形 理论 ,计算 和 应 

© 某 些 二 次 系统 极限 环 的 唯一 性 、 *- 性 问题 及 轨 线 图 的 全 
局 拓扑 结构 ; 

图 将 二 次 系统 定性 研究 的 一 些 重要 结果 推广 到 = 次 多 项 式 系 
8t 

© 把 分 支 理 论 和 方法 应 用 于 多 项 式 系 统 的 研究 . 

(9) 偏 微分 方程 的 一 般 理 论 

偏 微分 方程 一 般 理论 的 研究 在 60 年 代 末 、70 年 代 初 以 来 获得 
茵 勃 的 发 展 ,一 个 重要 的 标志 是 微 局 部 分 析 理 论 的 形成 和 发 展 . 本 
项 目 提出 的 一 些 问 题 ,都 是 偏 微分 方程 理论 中 的 重要 问题 , 既 有 重 
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要 的 几何 和 物理 背景 ,又 有 重要 的 理论 意义 . 大 多 是 国际 偏 微分 方 
程 领域 研究 的 热门 课题 . 

本 项 目 确定 的 几 个 研究 课题 大 多 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 
中 若干 基本 问题 研究 ”中 非 线性 分 析 课 题 研究 的 继续 . 承担 本 项 
目 研究 的 成 员 都 是 国内 这 些 领域 的 学 术 带 头 人 或 主要 骨干 ,有 很 
强 的 研究 能 力 . 本 项 目 具 体 的 研究 内 容 是 ; 

CD 非 线性 微 局 部 分 析 的 理论 和 应 用 . 包括 仿 微 分 算 子 理论 、 
高 维 非 线 性 方程 解 的 奇 性 结构 . 非 线性 方程 边 值 问题 的 一 般 理论 、 
高 维 激 波 中 奇 性 干扰 问题 , 非 线性 奇 性 传播 问题 等 ， 

O 经 典 散射 理论 和 Fractal 物体 上 的 散射 问题 ; 

© J^ X Fuchs 型 算 子 、 全 特征 算 子 与 非 线 性 亚 椭圆 算 子 . 

(10) FABRA 

T6 BUS 8 077 ERR CO TERT EKARE AAS, T 
的 理论 在 近 百年 来 的 数学 发 展 中 占有 相当 重要 的 位 置 . 无 论 是 正 
则 型 的 方程 还 是 退化 型 的 方程 都 有 很 多 重要 的 几何 和 物理 背景 . 
因此 ,不 仅 在 理论 上 而 且 在 应 用 上 都 有 重要 的 意义 . 对 它们 的 研究 
虽 已 有 很 长 的 历史 , 仍 一 直 是 热门 的 研究 领域 . 

我 国 在 这 个 领域 的 研究 有 较 好 的 基础 和 自己 的 特色 ,有 一 支 
Bt 强 的 研究 队伍 . 本 项 目 要 研究 的 一 些 问题 大 多 是 七 五 重大 项 目 
中 非 线 性 分 析 课 题 研究 的 继续 . 承担 本 项 研究 的 成 员 都 是 我 国 知 
名 的 数学 家 ， 是 本 学 科 的 学 术 带头 人 ， 他 们 有 很 高 的 学 术 水 平 . 具 
体 的 研究 内 容 是 : 
. ®© 完全 的 非 绕 性 椭 加 型 偏 微分 方程 的 研究 包括 深化 与 拓 广 

Caffarelli 关于 粘性 解 的 局 部 估计 方法 ; 晓 化 Monge-Ampere 方程 

的 解 的 存在 性 与 正则 性 ; 非 散 度 型 赔 化 拟 线性 方程 的 粘性 解 ; 等 
等 ; 

© 以 渗流 力学 为 背景 研究 散 度 型 晓 化 拟 线 性 抛物 型 方程 组 ， 
多 维 情况 解 的 结构 .唯一 性 .最 佳 正则 性 .奇异 解 和 非 奇异 解 的 存 
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在 性 等 等 ; 

O 研究 除 标准 球面 S” 以 外 ,其 他 典型 的 流 形 (如 球面 和 复 射 
影 空 间 ) 上 极 小 曲面 的 构造 等 . 

(11) 粒子 系统 和 随机 场 

随机 场 和 粒子 系统 是 现代 概率 论 与 统计 物理 相互 渗透 中 产生 
的 新 的 数学 分 支 . 近 些 年 它 在 国外 发 展 很 快 ,已 成 为 概率 论 研究 的 
中 心 内 容 之 一 . 它 的 深入 研究 有 可 能 为 物理 .化 学 生物、 经济. 计 
A 机 网 络 等 提供 新 的 工具 和 模型 ,同时 极 大 地 促进 数学 本 身 的 发 
R. 因此 , 它 的 重大 科学 意义 是 很 明显 的 . 

本 项 目 研 究 的 主要 内 容 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基 
本 问题 的 研究 ”中 粒子 系统 和 无 穷 维 分 析 课 题 研究 的 继续 . 我 们 
在 这 个 研究 领域 的 研究 有 一 定 的 基础 ,如 在 Markov 过 程 方面 做 
出 过 很 好 的 工作 ,在 粒子 系统 方面 ,针对 非 平衡 物理 中 一 些 著名 模 
型 提出 了 无 穷 维 反 应 扩散 过 程 的 模型 ,取得 一 批 有 我 国 特色 的 成 
R. 承担 本 项 目 研 究 的 是 我 国 在 这 个 领域 的 学 术 带 头 人 和 主要 骨 
F. 具体 的 研究 内 容 是 ， 

(D 找 出 无 穷 粒 子 Markov 过 程 一 般 的 存在 唯一 性 定理 ， 

Q 研究 一 些 无 穷 粒 子 系统 的 遍历 性 、 非 遍历 性 .动力 学 极限 
及 大 偏差 等 问题 ， 

(Gibbs 随机 场 的 性 质 、 相 变 及 其 极限 理论 (包括 某 些 非 中 心 
极限 定理 及 大 偏差 等 )， 

© 在 神经 网 络 的 粒子 系统 模型 中 ,研究 实现 记忆 、 学 习 、 归 
纳 、. 演 绎 .识别 .指挥 命令 等 功能 ; 

© 研究 两 指标 Markov 过 程 的 分 析 性 质 和 轨道 性 质 等 ， 

用 求解 随机 微分 方程 .超过 程 泛 函 、 二 参数 转移 函数 等 方 
法 构造 Markov 场 及 表示 ; | 

@ 研究 超过 程 泛 函 的 分 析 性 质 . 位 势 理 论 ; 

开展 随机 过 程 及 随机 过 程 中 的 Fractal 性 质 研究 . 
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(12) 优化 的 算法 和 理论 

.最 优化 是 应 用 数学 的 重要 分 支 , 随 着 计算 机 的 发 展 和 普及 , 优 
化 的 算法 和 理论 迅速 发 展 , 目前 已 成 为 国际 上 最 活路 的 研究 领域 . 
最 优化 的 研究 对 现代 经 济 管理 和 工程 设计 中 的 最 优 决策 起 着 重要 
的 作用 ,这 种 作用 在 于 为 最 优 决策 分 析 中 的 定量 化 提供 科学 的 依 
据 和 方法 . 因此 , 它 有 非常 广阔 的 应 用 前 景 . 

线性 和 非 线性 优化 与 组 合 优化 是 最 优化 中 重要 的 研究 领域 ， 
也 是 本 项 目 研 究 的 主要 内 容 . 这 些 内 容 也 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 
学 中 若干 基本 问题 研究 ”中 最 优化 课题 研究 的 继续 . 承担 本 项 目 
研究 的 ,大 都 是 我 国 该 领域 的 学 术 带 头 人 ,都 有 很 好 的 研究 工作 . 
本 项 目 具体 的 研究 内 容 是 ， 

(D 改进 和 完善 线性 规划 中 内 点 算法 和 理论 ,创造 新 的 内 点 算 
法 , 并 推广 到 非 线 性 优化 中 去 , 由 此 寻求 某 些 组 合 优化 的 新 算法 ， 
研制 新 算法 的 相应 软件 ; 

Q 非 线性 规划 的 理论 和 算法 的 研究 . 包括 对 拟 和 牛顿 法 、 直 接 
方法 的 进一步 研究 ; 非 线性 优化 一 般 算 法 模型 的 收敛 性 研究 ;连续 
性 算法 的 复杂 度 理论 的 研究 ， 

图 组 合 优化 的 理论 和 算法 研究 , 包括 多 面体 理论 的 研究 ;对 
几 种 重要 的 组 合 优化 问题 如 旅行 售 货 商 问题 ,时 间 表 问 题 进行 算 
法 分 析 , 提 出 更 好 的 近似 算法 :离散 事件 动态 系统 .和 柔性 制造 系统 
及 图 论 中 一 些 极 值 问 题 的 基本 性 质 研 究 . 

以 上 12 个 项 目 已 作为 数学 天 元 基金 的 重点 项 目 于 1991 4E 1 
月 开始 实施 . 

(13) 多 复 变 的 全 纯 映 照 理论 

多 复 变 函数 论 是 近 几 十 年 迅速 发 展 起 来 的 综合 性 ,交叉 性 很 
强 的 学 科 分 支 . 它 和 分 析 、 代 数 、 几 何 , 拓 扑 等 学 科 彼 此 渗透 ,互相 
促进 ,成 为 现代 数学 中 的 主流 学 科 之 一 . 我 国 在 这 个 领域 的 研究 有 
较 好 的 基础 ,华罗庚 教授 及 其 学 生 在 有 界 对 称 域 方 面 的 工作 处 于 
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国际 领先 的 地 位 ,被 称 为 中 国学 派 . 70 年 代 末 , 在 华 先生 的 学 生 陆 
启 刍 教授 领导 下 ,研究 的 领域 在 不 断 扩大 . 

本 项 目 着 重 研究 全 纯 映 照 下 各 种 几何 量 的 变换 ,构造 与 估 值 ; 
全 纯 映照 下 不 变 的 线性 、 非 线性 偏 微分 方程 的 整体 解 ;以 及 全 纯 映 
照 理论 在 共 形 场 论 中 的 应 用 . 这 些 都 是 多 复 变 函数 论 的 前 沿 问 题 ， 
对 这 些 问 题 的 深入 研究 ,将 对 其 他 分 支 的 研究 产生 重要 的 影响 . 这 
些 问题 也 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基本 问题 的 研究 ”中 
复 分 析 课 题 研究 的 继续 , 承担 本 项 目 研究 的 陆 启 饼 教授 等 是 我 国 
在 多 复 变 领域 中 的 学 术 带 头 人 和 主要 骨干 ,在 国际 上 有 较 大 的 影 
Wi. 本 项 目 具 体 的 研究 内 容 是 : 

(D 研究 双全 纯 映照 下 C" 中 的 域 按 曲 率 条 件 的 分 类 问题 

Q 微分 形式 的 热 方程 的 解 及 其 性 质 与 应 用 的 研究 ; 

© 复 流 形 特征 值 估 计 及 谱 性 质 和 Pinching 问题 ; 

© 紧 复 的 负 曲 率 流 形 的 分 类 ; 

© 调和 方程 的 特征 根 .Schwarz 引 理 , 及 C, > 0 时 的 Calabi 狂 
KE; 
回复 流 形 的 己 上 同调 与 一 般 上 同调 的 关系 以 及 它们 的 应 用 ; 
© 复 结构 的 大 范围 形变 与 复 流 形 的 模 问 题 ; 
全 纯 向 量 丛 的 分 解 与 分 类 ; 
典型 流 形 上 的 热 核 ,特征 值 及 格林 形式 ; 
© 拟 共 形 映照 ,Riemann 面 上 的 模 空间 ; 
(3) Bedford-Pinchuk 定理 的 推广 ; 
”@ 拟 凸 域 上 全 纯 不 变量 的 比较 估 值 以 及 非 对 称 齐 性 域 的 自 
同 构 群 . | 

(14) 非 线性 分 析 

非 线性 分 析 是 近 二 十 年 来 迅速 发 展 起 来 的 新 的 数学 分 支 . 这 
是 一 个 由 微分 几何 、 常 微分 方程 . 偏 微分 方程 .拓扑 学 . 泛 函 分 析 与 
经 典 分 析 融 汇 交织 形成 的 分 支 . 它 正 不 断 以 其 获得 的 新 成 果 显 示 
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出 强大 的 生命 力 , 正 是 由 于 它 在 理论 上 和 应 用 上 的 极端 重要 性 , 才 
吸 引 着 越 来 越 多 的 数学 家 .尤其 是 许多 能 力 强 思想 活跃 的 青年 数 
学 家 加 入 到 它 的 研究 行列 ,这 又 极 大 地 扩大 了 其 研究 领域 ,推动 着 
它 更 加 突飞猛进 的 发 展 . 

本 项 目 着 重 研 究 与 调和 映射 .哈密 尔 顿 系统 有 关 的 分 析 问题 
以 及 其 他 物理 .几何 与 经 济 中 的 变 分 问题 . 这 类 问题 因 其 自身 的 重 
要 性 以 及 过 到 的 困难 带 有 的 典型 性 ,成 为 当今 世界 十 分 注目 的 研 
究 课题 ,对 这 些 问题 的 深入 研究 将 对 其 他 分 支 的 研究 和 发 展 起 重 
要 的 推动 作用 . 这 些 研究 内 容 也 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 
基本 问题 的 研究 ”中 非 线 性 分 析 课 题 研究 的 继续 . 承担 本 项 目 研 
究 的 张 医 庆 教授 等 是 我 国 在 非 线 性 分 析 领 域 中 的 学 术 带 头 人 和 主 
要 骨干 ,在 国际 上 有 较 大 的 影响 . 本 项 目 具体 的 研究 内 容 是 ， 

QD 与 调和 映射 \ 极 小 曲面 及 预定 中 曲率 曲面 有 关 的 方程 ; 

Q) 预定 曲率 确定 Riemann 流 形 的 方程 ， 

© 对 带 奇 性 的 Hamilton 系统 ,围绕 三 体 问题 研究 周期 轨 、 同 
宿 轨 、 异 宿 轨 ; 研 究 多 体 问题 中 解 的 碰撞 问题 ,如 碰撞 次 数 , 非 碰撞 
以 及 磁 擅 的 渐 近 行为 ， 

@ 研究 Hamilton 系统 的 Mather 集 以 及 Moser 极 小 biliation 
等 问题 . 

© 发 展 辛 几何 中 的 椭圆 方法 ,Floer 同调 ,进一步 研究 Arnold 
猜测 ， 

微分 包含 及 其 在 数理 络 济 ,微分 方程 中 的 应 用 . 

(15) 多 维 数据 的 统计 理论 

数理 统计 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 . 实际 问题 经 常 出 现 对 多 
维 数据 的 统计 处 理 问 题 ,解决 这 类 问题 难度 很 大 ,因此 ,多 维 数据 
的 统计 处 理 问 题 是 近 一 二 十 年 国际 统计 界 最 重要 的 热门 研究 领域 
之 一 . 

本 项 目 提出 的 几 个 问题 ,如 L 模 及 有 关 方 法 的 理论 .投影 追 
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踪 的 理论 和 方法 .回归 分 析 等 都 是 多 维 统计 理论 中 的 前 沿 问题 , 受 
到 国内 外 统计 界 普遍 的 关心 和 重视 . 我 国 在 这 几 个 领域 的 研究 有 
一 定 的 基础 . 这 几 个 问题 也 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基本 
问题 的 研究 ”中 多 维 数据 的 统计 推断 课题 研究 的 继续 . 承担 这 个 
项 目的 都 是 我 国 统计 界 的 学 术 带 头 人 或 主要 骨干 . 本 项 目的 具体 
内 容 是 : 

QD 回归 系数 最 小 二, 模 估 计 和 M 估计 的 相合 性 问题 ; 

© M 方法 的 检验 和 回归 系统 M 估计 的 Bahadur 表示 ， 

© M 方法 的 推广 及 在 线性 以 外 模型 中 的 L, 和 M 方法 ; 

(D 投影 追踪 统计 量 尾部 概率 和 部 分 线性 模型 的 估计 ， 

© 更 一 般 的 投影 追踪 回归 ,多 维 总 体 参 数 的 估计 检验 

在 投影 追踪 中 的 Bootstrap 方法 ; 

CD 可 靠 性 综合 的 方法 与 理论 和 和 置信 限 的 研究 ， 

© 随机 加 权 法 的 研究 . 

(16) 随机 分 析 及 其 应 用 

随机 分 析 是 国际 概率 论 最 活跃 和 最 富 于 成 果 的 分 支 之 一 ,80 
年 代 发 展 起 来 的 Malliavin 分 析 , 犹 氏 型 及 白 噪声 分 析 吸 引 了 许多 
国际 知名 的 梳 率 论 学 家 从 事 这 些 领 域 的 研究 ,取得 了 重要 进展 . 这 
些 理论 不 仅 对 概率 论 及 随机 过 程 理论 的 发 展 有 着 基本 的 重要 性 和 
深远 影响 ,而 且 对 数学 其 他 分 支 ( 如 微分 方程 .微分 几何 、 位 势 理 
论 ) 及 量子 物理 有 重要 的 应 用 . 此 外 ,有关 半 软 及 其 应 用 在 国际 上 
也 继续 受到 重视 . 

本 项 目 研究 的 几 个 主要 课题 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若 
干 基本 问题 的 研究 ”中 粒子 系统 和 无 穷 维 分 析 课 题 研究 的 继续 ， 
承担 本 项 目的 是 我 国 在 随机 分 析 方面 的 学 术 带 头 人 和 主要 骨干 ， 
他 们 有 很 强 的 能 力 , 都 作出 了 很 好 的 工作 ,在 国际 上 也 有 一 定 的 影 
Wi. 本 项 目 具 体 研 究 内 容 是 ， 

(D 白 曲 声 分 析 的 理论 及 在 量子 物理 中 的 应 用 ， 
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O 狄 氏 型 的 理论 及 在 量子 物理 中 的 应 用 ， 

@ 无 穷 维 随机 分 析 的 一 般 理论 ， 

@ 半 团 与 随机 分 析 的 理论 及 在 随机 过 程 的 极限 理论 .排队 系 
统 和 随机 过 程 统计 中 的 应 用 ， . 

© 大 偏差 理论 的 系统 化 及 在 数学 物理 中 的 应 用 ， 

© 高 斯 空间 上 的 随机 变 分 学 和 量子 白 噪声 分 析 . 

(17) 随机 和 分 布 参数 系统 控制 的 数学 理论 

人 类 生活 的 许多 领域 都 涉及 到 控制 . 从 工业 过 程 :机 器 人 到 航 
天 飞机 ,空间站 等 高 技术 的 发 展 ,控制 理论 都 起 着 关键 的 作用 . 而 
控制 理论 是 以 现代 数学 中 若干 理论 为 基础 的 , 反 过 来 控制 理论 的 
研 究 对 数学 的 发 展 又 提供 了 新 的 源泉 和 要 求 . 随机 和 分 布 参数 系 
统 控制 理论 是 控制 论 中 极 重要 、 极 活跃 的 领域 , 它 与 高 技术 关系 密 
切 ,理论 性 强 、 难 度 大 、 待 研究 的 问题 多 . 本 项 目 研究 的 随机 系统 的 
辨识 与 控制 ,分 布 参 数 系统 的 控制 和 随机 系统 的 最 优 过 程控 制 是 
控制 论 中 的 三 个 基本 问题 ,也 是 国际 控制 论 界 关心 的 热门 课题 . 对 
这 几 个 问题 的 深入 研究 ,无 论 对 控制 理论 的 发 展 和 对 在 高 科技 中 
的 应 用 都 有 十 分 重要 的 意义 . 

本 项 目 研 究 的 问题 也 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基本 
问题 的 研究 ”中 辨识 与 控制 课题 研究 的 继续 . 承担 本 项 目 研究 的 
是 我 国 控制 论 方面 (数学 部 分 ) 的 学 术 带 头 人 和 主要 骨干 ,都 有 很 
好 的 工作 基础 ,在 国际 上 也 有 一 定 的 影响 . 本 项 目 具体 的 研究 内 容 
E. 

(D 连续 时 间 随 机 系统 ELS 估计 的 控制 问题 和 极点 配置 问题 
的 研究 ， 

Q) 柔性 结构 系统 的 性 能 .参数 辨识 .镇 定 及 控制 问题 的 研究 ， 

© 一 般 时 变 随机 系统 的 适应 控制 和 大 范围 求 极 值 问题 的 研 
59 

@ 非 线性 偏 微分 方程 描述 系统 的 最 优 控制 的 存在 性 、 必 要 条 
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件 和 解 的 正则 性 ; | 
© 具有 跳跃 测度 的 随机 系统 的 性 态 和 新 理论 研究 ; 

倒 、 正 向 随机 微分 方程 解 的 存在 性 、 唯 一 性 、 有 界 性 及 连续 
依赖 性 ; 

D 随机 控制 系统 的 代数 ,几何 理论 、 奇 摄 动 方法 和 最 大 值 原 
理 ， 

© 分 布 参数 系统 的 概率 方法 ,和 鲁 棒 反馈 控制 和 稳健 性 分 析 . 

(18) 算 子 理论 和 算 子 代数 

算 子 理论 和 算 子 代数 是 现代 数学 的 重要 分 支 , 它 的 主要 推动 
力 是 来 自 数学 物理 和 量子 物理 中 数学 模型 的 需要 , 它 的 理论 的 形 
成 和 发 展 体现 了 代数 几何、 分 析 的 综合 发 展 和 相互 渗透. 它 对 数 
学 的 其 他 领域 特别 是 非 交 换 几 何 、 非 交换 拓扑 以 及 V. Jones 的 指 
标 理论 起 了 很 重要 的 作用 ,对 本 项 目的 研究 有 重要 意义 . 

本 项 目 包括 算 子 理 论 和 算 子 代数 两 部 分 内 容 , 前 者 我 国有 一 
定 的 基础 ,后 者 是 一 个 新 的 分 支 领域 ,涉及 到 C*- 代数 .、K 理论 dE 
交换 微分 几何 及 指标 理论 等 . 这 些 都 是 国际 数学 界 普 遍 感 兴趣 的 
问题 . 我 国 在 这 个 领域 起 步 较 晚 ,但 也 有 一 些 较 好 的 工作 . 承担 本 
项 研究 的 是 在 泛 函 分 析 算 子 理论 方面 的 学 术 带 头 人 和 主要 骨干 ， 
有 的 在 算 子 代数 研究 中 有 较 强 的 实力 . 具体 的 研究 内 容 是 : 

(D Hanker 算 子 的 谱 理论 . 包括 局 部 有 界 性 、 紧 性 和 SP 类 的 
LI 

@ Toeplitz 算 子 代数 分 析 ， 

@ Hilbert 模 的 刚性 理论 和 局 部 化 变换 公式 ， 

@@ 一 般 线性 算 子 理论 的 研究 ， 

© 多 变量 算 子 理论 的 等 价 条 件 和 对 偶 定 理 ， 

线性 和 非 线性 算 子 半 群 的 理论 和 应 用 ; 

@ Von Neumann 代数 的 超 自 反 性 ,Nest 代数 的 局 部 导数 、 自 
同 构 及 播 值 问题 等 ; 
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C'- X fi(Crossed products) 及 K- 理论 的 研究 ; 

© V. Jones 指标 理论 及 其 与 核 映 射 的 关系 ，; 

完全 正 线性 映射 和 完全 有 界 映射 所 确定 的 C' -代数 的 同 构 
RIE K- 理论 中 的 应 用 . 

以 上 6 个 项 目 已 作为 第 一 批 数学 重点 项 目 于 1992 年 1 月 开始 
从 上 述 已 经 实施 的 18 个 项 目 看 ,无 论 是 数学 天 元 基金 的 重点 
项 目 还 是 数学 重点 项 目 都 有 以 下 共同 的 特点 ， 

1. 研究 内 容 新 .交叉 性 强 . 这 些 项 目 研 究 的 课题 几乎 都 是 本 分 
” 支 领域 的 前 沿 课题 ,并且 与 其 他 一 些 分 支 有 密切 关系 ,这 也 反映 当 

今 数学 发 展 的 趋势 . 这 些 项 目的 任何 突破 都 将 对 本 学 科 的 发 展 乃 
至 整个 数学 的 发 展 产生 重大 影响 . 

2. 承担 研究 任务 的 数学 家 学 术 水 平 高 .研究 能 力 强 , 且 以 中 青 
年 为 主 . 在 承担 全 部 18 项 的 102 名 人 员 中 有 博士 导师 68 人 , 占 数 
学 全 部 博士 导师 的 1/3, 其 中 学 部 委员 9 人 , 占 数学 全 部 学 部 委员 
26 名 的 1/3. 

从 年 龄 看 ,12 个 天 元 重点 项 目 平均 年 龄 是 52. 3 岁 ,6 个 数学 
重点 项 目的 平均 年 龄 是 48. 6 岁 . 我 们 相信 由 这 些 人 承担 重点 项 目 
的 研究 在 今后 五 年 内 能 够 做 出 好 的 工作 . 

(19) 动力 系统 和 Hamilton 系统 

动力 系统 与 Hamilton 系统 是 现代 数学 的 重要 分 支 . 作为 探索 
随时 间 演变 的 自然 现象 的 规律 及 其 复杂 性 的 有 力 工具 , 它 在 物理 、 
力学 .生物 .化 学 .气象 .天 文 .工程 控制 及 社会 经 济 等 学 科 有 着 广 
证 的 应 用 . 它 与 微分 方程 .拓扑 、 微 分 几何 、 复 分 析 和 数学 物理 等 分 
支 有 着 深刻 的 内 在 联系 . 因此 ,本 项 目 有 重要 的 理论 意义 和 实际 意 
X. 

我 国 在 动力 系统 方面 的 研究 有 较 好 的 基础 和 较 高 的 水 平 . 著 
BBE RB Ly BE 60 年 代 就 从 事 这 个 方面 的 研究 ,他 独 碎 中 
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径 , 首 先 提出 阻碍 集 和 典范 方程 组 的 概念 ,在 结 梅 稳定 性 及 纪 稳 定 
性 的 研究 方面 ,做 出 了 一 系列 高 水 平 的 工作 ,在 国际 上 有 很 好 的 影 
"m. 

本 项 目 提出 的 几 个 问题 ,都 是 动力 系统 和 Hamilton 系统 中 的 
基本 问题 ,其 中 有 些 方 面 是 七 五 重大 项 目 “ 现 代数 学 中 若干 基本 问 
题 的 研究 ”中 动力 系统 课题 研究 的 继续 . 具体 研究 内 容 是 : 

CD 微分 动力 系统 的 扰动 和 稳定 性 问题 ， 

© 拓扑 动力 系统 的 周期 运动 . 粹 ,混沌 等 问题 

© 周期 Dffing 方程 的 非 线 性 现象 ; 

@® 非 线性 Hamilton 系统 的 周期 解 . 

(20)Lie 群 及 表示 理论 

Lie 群 及 其 表示 理论 是 近 20 多 年 迅速 发 展 起 来 的 数学 分 支 . 
它 和 数学 的 其 他 分 支 如 微分 几何 ,拓扑 、 调 和 分 析 、 多 复 变 函数 都 
互相 影响 .互相 渗透 ,互相 促进 , 它 在 理论 物理 .量子 化 学 中 有 越 来 
越 多 的 应 用 ,这 种 趋势 还 在 不 断 发 展 . 因此 ,本 项 目的 研究 意义 是 
重大 的 . 

同 计算 机 数学 ,数论 等 分 支 相 比 ,我 国 在 Lie 群 及 表示 理论 方 
TAY BE FEI He Be. 近 些 年 , 随 着 国际 上 对 Lie 群 的 研究 越 来 越 
热 , 国 内 一 些 中 青年 数学 家 开始 从 事 这 方面 的 研究 ,取得 了 一 些 好 
的 结果 . 把 本 项 目 列 为 重点 项 目 , 不 仅 是 Lie 群 及 表示 理论 自身 发 
展 的 需要 ,也 是 其 他 相关 学 科 如 调和 分 析 、 微 分 几何 、 理 论 物 理 等 
发 展 的 需要 . 

本 项 目 所 确定 的 几 个 方面 研究 内 容 都 是 国际 上 热门 的 研究 课 
题 ,它们 是 : 

(D 约 化 Lie 群 西 表示 及 相关 问题 ， 

@ 齐 性 空间 微分 几何 ， 

@ Kac-Moody 代数 ， , 

() Lie 群 及 表示 理论 在 相关 学 科 如 数学 物理 、 多 复 变 函 数 、 微 
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分 方程 等 中 的 应 用 . 

(21) 计算 复杂 性 的 理论 和 应 用 

计算 复杂 性 属于 应 用 数学 , 它 是 研究 计算 的 经 济 性 的 一 个 数 
学 分 支 . 由 于 它 在 经 济 建设 和 军事 技术 的 进步 已 经 和 正在 发 挥 越 
来 越 大 的 作用 ,对 计算 机 科学 理论 和 基础 数学 本 身 ( 如 代数 几何 、 
数论 和 微分 几何 等 ) 的 研究 也 将 发 挥 重要 作用 , 近 20 多 年 发 展 很 
快 , 美国 国家 研究 委员 会 把 计算 复杂 性 的 发 展 作为 反映 现代 数学 
主要 发 展 趋势 的 标志 之 一 , 在 我 国 计 算 复 杂 性 的 研究 显然 起 步 很 
晚 ,但 已 越 来 越 受到 各 方面 的 重视 ,一 些 优 秀 的 青年 数学 家 在 这 个 
领域 的 研究 工作 相当 出 色 . 如 堵 丁 柱 在 1989 年 春 成 功 地 解决 了 
Steiner 树 的 最 短程 问题 ,论文 发 表 后 ,在 美国 数学 界 引 起 很 大 反 
响 . 

本 项 目 提出 的 几 个 方面 的 研究 内 容 都 是 国际 上 这 个 领域 的 热 
门 课题 , 且 有 非常 明确 的 应 用 目标 . 具体 内 容 是 ， 

(D P,NP,PSPACE 等 复杂 性 类 的 性 质 和 相互 关系 ; 

Q 单 向 函数 的 存在 性 ,因子 分 解 问题 的 复杂 性 及 其 在 密码 学 
中 的 应 用 ; 

@ Boole 函数 电路 复杂 性 及 在 神经 网 络 中 的 应 用 ; 

© 组 合 优化 算法 的 复杂 性 、 高 效率 非 完整 求解 算法 及 在 超大 
规模 集成 电路 中 的 应 用 ， 

€ 连续 性 问题 数值 分 析 的 计算 复杂 性 . 

(22) 应 用 统计 

应 用 统计 是 用 数学 方法 从 事 数 据 的 收集 分析、 解释 和 处 理 的 
一 门 学 科 . 由 于 这 些 工 作 在 工业 ,农业 .国防 .医学 等 许多 领域 都 非 
常 需 要 ,甚至 必 不 可 少 ,世界 各 国都 非常 重视 这 一 学 科 的 发 展 . 过 
去 十 多 年 统计 学 取得 了 惊人 的 进步 . 设备 和 通讯 技术 的 发 展 所 出 
了 大 量 的 复杂 的 数据 ,而 计算 机 的 出 现 和 发 展 使 计算 能 力 空 前 提 
高 ,从 而 能 处 理 各 种 复杂 的 庞大 的 数据 . 因而 统计 学 变 得 更 有 用 武 

455 


之 地 了 . 

建国 以 来 ,我 国 的 应 用 统计 工作 者 在 工业 中 的 质量 控制 产品 
开发 ,农业 中 的 产量 提高 措施 ,国防 上 的 核 工业 和 字 航 技术 ,以 及 
医学 .气象 ,经济 . 石 油 与 资源 的 开发 等 方面 都 做 出 了 很 大 的 贡献 
但 是 ,我 国 应 用 统计 的 水 平 ,无 论 是 理论 .方法 还 是 应 用 的 履 盖 面 ， 
与 世界 先进 水 平 还 有 不 小 的 差距 . 需要 大 力 提倡 和 推动 这 个 分 支 
的 研究 工作 . 

本 项 目 提出 的 研究 内 容 都 是 应 用 前 景 十 分 明确 的 课题 ,完成 
这 些 课 题 所 用 的 数学 方法 ,如 多 元 分 析 、 可 靠 性 理论 .时 间 序列 分 
析 、 抽 样 调查 .计算 统计 等 ,我 国都 有 较 好 的 基础 . 具体 研究 内 容 
是 ; 

(D 影响 和 诊断 的 理论 与 方法 ; 

Q 无 失效 数据 与 参数 设计 的 统计 分 析 ; 

© 非 线性 回归 与 自 回归 分 析 ; 

© 不 等 概率 与 多 阶 抽样 方法 ; 

© 任意 连续 分 布 随机 变量 和 计算 机 抽样 方法 ; 

非 平衡 数据 与 稀 琉 观 测 的 谱 分 析 与 预报 

D 成 分 数据 的 统计 分 析 . 

(23) 组 合 数学 

组 合 数学 是 应 用 代数 方法 .分 析 方 法 .概率 论 方法 以 及 拓扑 等 
方法 研究 离散 对 象 关系 结构 的 一 门 数学 分 支 . 在 计算 机 科学 ,信息 
科学 和 经 济 管理 中 ,经 常 要 遇 到 对 各 种 对 象 的 关系 结构 进行 定量 
和 定性 分 析 . 可 见 , 对 这 个 分 支 的 研究 意义 非常 草 大. 近 些 年 来 ,组 
合 数学 ,特别 是 组 合 对 象 的 结构 .组 合 设计 .图 的 理论 .计数 问题 等 
方面 的 研究 非常 活路 ,发展 很 快 ,对 计算 机 科学 和 信息 科学 的 发 展 
起 着 越 来 越 大 的 作用 . 

国内 组 合 数学 的 研究 虽然 起 步 较 晚 ,但 进步 较 快 ,这 些 年 做 了 
一 些 好 的 工作 . 本 项 目 提出 的 几 个 方面 的 研究 内 容 都 是 在 国际 上 
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引 人 注 目 在 国内 有 一 定 基础 的 课题 . 具体 内 容 是 : 

中 经 典 组 合 学 问题 ,如 某 些 类 型 组 合 对 象 的 构造 性 问题 与 计 
数 问 题 ; 

@ 各 种 组 合 设计 问题 ; 

O 计算 组 合 学 问题 ; 

@ 图 的 理论 及 计算 问题 ; 

© 组合 恒等式 .组 合 不 等 式 及 级 数 反 演 问题 ; 

(6 组 合 论 中 出 现 的 重要 特殊 函数 . 

以 上 (19) 一 (23) 的 5 个 项 目 已 作为 第 二 批 数 学 重点 项 目 通 
过 立项 ,于 1992 年 夏天 组 织 评审 ,1993 年 1 月 开始 实施 . 

此 外 ,我 们 还 组 织 5 个 重点 项 目 ,连同 “ 非 线性 发 展 方程 ?分别 
在 1992 年 和 1993 年 内 立项 和 组 织 实施 . 

这 样 ,在 整个 八 五 期 间 ,数学 将 有 3 个 重大 项 目 ,30 个 重点 项 
目 . 这些 项 目的 研究 基本 上 代表 了 我 国 数学 研究 的 现状 和 水 平 . 

为 了 给 承担 这 些 项 目 研 究 的 数学 家 创造 良好 的 工作 条 件 ,我 
们 除了 给 这 些 项 目 以 较 高 强度 的 资助 外 ,还 将 为 承担 重点 项 目的 
每 位 数学 家 配备 一 台 计 算 机 和 一 台 打印 机 (通过 申请 ). 希望 通过 
这 一 有 重大 意义 的 步骤 ,彻底 更 新 我 国 数学 研究 的 手段 ,以 加 快 我 
国 数学 事业 发 展 的 进程 . 

在 七 五 期 间 经 费 十 分 困难 的 情况 下 ,我国 数 学 家 都 做 出 了 巨 
大 的 成 绩 . 我 们 相信 ,在 八 五 研究 经 费 有 了 很 大 增加 .研究 条 件 有 
了 极 大 地 改善 的 情况 下 ,我 国 数学 事业 一 定 能 取得 更 大 的 成 绩 ,我 
国 数学 研究 的 整体 水 平一 定 能 大 大 地 提高 . 


注 本文 在 1992 年 初 完 成 . 现在 情况 已 有 很 大 变化 ,数学 八 
五 重点 项 目 已 全 部 开始 实施 . 除 上 述 项 目 外 ,还 有 
(24) 群 与 代数 的 表示 论 ; 
(25) 非 线性 发 展 方程 ; 
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(26) 计算 复杂 性 的 理论 和 应 用 ; 

(27) 点 集 拓扑 的 一 些 新 方向 ; 

(28) 泛 函 微分 方程 及 分 支 问题 ， 

(29) 某 些 非 线 性 数值 分 析 ; 

(30) 图 论 . 

今后 一 两 年 ,我 们 一 方面 将 分 期 分 批 对 已 实施 的 重点 项 目 进 
fr 中 期 检查 和 验收 ,同时 组 织 数 学 界 对 九 五 期 间 数学 优先 资助 领 
域 进行 研讨 ,在 此 基础 上 提出 九 五 期 间 我 们 将 资助 的 重大 重点 项 
B. 

1994 年 4 月 7 日 
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